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งานวิจัยนี้ได้น าเสนอตัวสถิติทดสอบส าหรับทดสอบสมมุติฐานเชิงสถิติความเท่ากันของเวกเตอร์
ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร ภายใต้ข้อก าหนดเบื้องต้นว่าข้อมูลทั้งสองตัวอย่างมีการแจกแจงปกรติ
หลายตัวแปร ที่ไม่ทราบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากรแต่ทราบว่าไม่เท่ากันและเป็นอิสระ
กัน ส าหรับข้อมูลมิติสูง การพัฒนาตัวสถิติทดสอบมีพ้ืนฐานจากแนวคิดการเก็บรักษาข้อมูลจากเมทริกซ์
ความแปรปรวนของตัวอย่างให้มากที่สุดเท่าที่จะท าได้  ตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอมีคุณสมบัติไม่
แปรเปลี่ยนภายใต้การแปลงสเกลาร์และมีการแจกแจงปรกติมาตรฐานโดยประมาณเมื่อจ านวนตัวแปร
สุ่มมีจ านวนมาก ผลการศึกษาด้วยการจ าลองข้อมูลพบว่าตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอมีระดับนัยส าคัญที่
ได้รับเข้าใกล้ระดับนัยส าคัญที่ก าหนดอย่างน่าพอใจและมีก าลังการทดสอบที่ได้รับมากกว่าตัวสถิติ
ทดสอบอ่ืน ๆ เมื่อเมทริกซ์ความแปรปรวนของตัวอย่างสามารถจัดให้มีโครงสร้างแบบเมทริกซ์แนวเส้น
ทแยงมุมเป็นบล็อก โดยก าลังการทดสอบที่ได้รับของตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอจะเพ่ิมสูงขึ้นเมื่อจ านวน
ตัวแปรสุ่มมีจ านวนเพ่ิมขึ้นเมื่อขนาดตัวอย่างคงที่  หรือในทางกลับกัน หรือตัวแปรสุ่มภายในแต่ละ
ตัวอย่างมีระดับความสัมพันธ์เพ่ิมมากขึ้น และได้ประยุกต์ใช้ตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอกับข้อมูลจริง
เกี่ยวกับข้อมูลไมโครอาร์เรย์ของดีเอ็นเอ 
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In this paper, we proposed a new testing statistic for testing the equality of mean 

vectors from two multivariate normal populations when the covariance matrices are 

unknown and unequal in high–dimensional data. A new test is proposed based on the 

idea of keeping more information from the sample covariance matrices as much as 

possible. A proposed test is invariant under scalar transformations. We showed that the 

asymptotic distribution of proposed statistic is standard normal distribution when 

number of random variables approach infinity. We also compared the performance of 

the proposed test with other three existing tests by the simulation study. The 

simulation results showed that the attained significance level of proposed test close to 

setting nominal significance level satisfactorily. The attained power of proposed test 

outperforms as the other comparative tests under form of covariance matrices 

considered which can be arranged to block diagonal matrix structure. The attained 

power becomes more powerful when the dimension increases for a given sample size 

or vice versa, or relationship level between random variables in each sample increases. 

Finally, the proposed test is also illustrated with an analysis of DNA microarray data. 
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กิตติกรรมประกาศ  

 

กิตติกรรมประกาศ 
  

วิทยานิพนธ์ฉบับนี้ส าเร็จลุล่วงด้วยดีเนื่องมาจากข้าพเจ้าได้รับความกรุณาและช่วยเหลือเป็น
อย่างดียิ่งจาก ศาสตราจารย์ ดร.ส ารวม จงเจริญ ผู้เป็นอาจารย์ที่ปรึกษาวิทยานิพนธ์ ที่ได้จุดประกาย
แนวความคิดส าหรับการริเริ่มหัวข้อวิทยานิพนธ์ อีกทั้งให้ค าปรึกษา ข้อชี้แนะ และข้อคิดเห็น ตลอดจน
ติดตามความคืบหน้าการท าวิทยานิพนธ์ในทุกขั้นตอน รวมทั้งตรวจสอบและแก้ไขข้อบกพร่องต่าง ๆ 
เพ่ือให้วิทยานิพนธ์ของข้าพเจ้ามีมาตรฐานในระดับสากล อันเป็นคุณวิเศษส าหรับวิทยานิพนธ์ของ
ข้าพเจ้าอย่างยิ่ง ข้าพเจ้าขอกราบขอบพระคุณมา ณ โอกาสนี้ 

ขอกราบขอบพระคุณ รองศาสตราจารย์ ดร.วิชิต หล่อจีระชุณห์กุล ประธานกรรมการสอบ
ป้องกันวิทยานิพนธ์  และ ศาสตราจารย์ ดร.จิราวัลย์ จิตรถเวช กรรมการสอบป้องกันวิทยานิพนธ์ของ
ข้าพเจ้า ที่กรุณาและเมตตาให้ค าแนะน า และแนวคิดท่ีเป็นประโยชน์ ตลอดจนช่วยตรวจสอบ และแก้ไข 
ให้วิทยานิพนธ์ของข้าพเจ้ามีความสมบูรณ์และถูกต้องตามหลักวิชาการสถิติมากยิ่งขึ้น 

ขอขอบพระคุณสถาบันบัณฑิตพัฒนบริหารศาสตร์ ที่ได้อนุเคราะห์ทุนส่งเสริมการศึกษาและ
ทุนสนับสนุนการท าและการตีพิมพ์วิทยานิพนธ์แก่ข้าพเจ้า และขอขอบคุณเจ้าหน้าที่คณะสถิติประยุกต์
และภาคส่วนอ่ืนของสถาบันทุกท่าน ที่ให้ความช่วยเหลือ และอ านวยความสะดวกในทุกเรื่องแก่ข้าพเจ้า
เป็นอย่างด ี

ขอขอบคุณความอนุเคราะห์และช่วยเหลือส าหรับการค านวณทางตัวเลขและการจ าลองข้อมูล
แก่ข้าพเจ้าเป็นอย่างดียิ่ง จากคุณสุวัฒฑนา ฉ้งทับ คุณธนานพ ลิ่มสุวรรณโรจน์ คุณรุ่งเรือง สีทองค า 
คุณปมิตา วงษ์ประเสริฐ คุณรวีวรรณ บุญภา และคุณธัชกร ติวาภาณุชัย ความช่วยเหลือดังกล่าวที่
ข้าพเจ้าได้รับมาเป็นพลวัตให้การท าวิทยานิพนธ์ของข้าพเจ้ามีความรวดเร็วขึ้นอย่างวิเศษ และสามารถ
ส าเร็จเห็นผลได้สมดั่งที่ข้าพเจ้าปรารถนา 

สุดท้ายนี้ ขอกราบขอบพระคุณและมอบความส าเร็จทั้งหมดจากการท าวิทยานิพนธ์เล่มนี้และ
จากการศึกษาในระดับปริญญาโท แด่คุณจุมพล และคุณปราณี สุขเจริญ ผู้ซึ่งเป็นคุณพ่อและคุณแม่ของ
ข้าพเจ้า ตลอดจนญาติ พ่ี น้อง ครูบาอาจารย์ และเพ่ือนของข้าพเจ้า ที่กรุณามอบความห่วงใย และ
ก าลังใจส่งเสริม สนับสนุนในทุก ๆ ด้าน ซึ่งนับได้ว่าเป็นสิ่งส าคัญและถือเป็นเกียรติอย่างยิ่งของข้าพเจ้า 
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 A   เมทริกซ์สลับเปลี่ยน (Transpose of a Matrix) ของเมทริกซ์ A  

 1
A   เมทริกซ์ผกผัน (Inverse Matrix) ของเมทริกซ์ A  

   tr A   รอย (Trace) ของเมทริกซ์ A  
 I    เมทริกซ์เอกลักษณ์ (Identity Matrix) 
 0    เวกเตอร์หรือเมทริกซ์ที่สมาชิกทุกตัวมีค่าเป็น 0 

  ija   เมทริกซ์ที่มีสมาชิกเป็น ija  

 a    ค่าสัมบูรณ์ (Absolute Value) ของ a  
 a     ฟังก์ชันพ้ืน (Floor Function) ของ a  
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   การลู่เข้าเชิงการแจกแจง (Convergence in Distribution) 

 1 2diag , , , p    เมทริกซ์ทแยงมุม (Diagonal Matrix)  
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 1 2diag , , , kA A A  เมทริกซ์แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อก (Block–Diagonal Matrix) 
    ที่สมาชิกในแนวทแยงมุมคือเมทริกซ์ 1 2, , , kA A A  
 p    จ านวนตัวแปรสุ่ม 
 iμ    เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยของประชากร (Population Mean vector) 
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 iΣ    เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร  
    (Population Covariance Matrix) ที่ i  , 1,2i   ขนาด p p  
     เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของประชากร  
    (Population Correlation Matrix) ขนาด p p  
 in    ขนาดตัวอย่าง (Sample Size) ที่สุ่มจากประชากรที่ i  ,  
 ix    เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยของตัวอย่าง (Sample Mean vector) 
    ที่ i  , i  = 1,2  ขนาด 1p  
 iS    เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวอย่าง  
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 ซ 

 R    เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่าง (Sample Correlation Matrix) 
    ขนาด p p  

 ~
a

   การแจกแจงโดยประมาณ (Approximately) 

 ~
iid

   การแจกแจงที่เป็นอิสระกันและมีการแจกแจงเดียวกัน  
    (Independent Identically Distributed: i.i.d.) 

 ,p i iμ ΣN     การแจกแจงปรกติ p  ตัวแปร (Multivariate Normal Distribution)  

    ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย iμ  และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม iΣ   
 1Z     ค่าจากตารางการแจกแจงปรกติมาตรฐาน (Standard Normal  
    Distribution) ณ พื้นท่ีหางด้านขวา (Right Tail) เท่ากับ    
 ; ,a bF    ค่าจากตารางการแจกแจงเอฟ ( F – Distribution) ณ ระดับนัยส าคัญ   

ที่องศาเสรี a  และ b  
  ,U a b    ตัวแปรสุ่มที่มีการแจกแจงเอกรูปต่อเนื่อง (Continuous Uniform 

Distribution) ด้วยพารามิเตอร์ a  และ b  
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บทท่ี 1 
 

บทน า 

1.1 ที่มาและความส าคัญ 

ในปัจจุบันเทคโนโลยีการจัดเก็บข้อมูล (Storage Technology) มีความเจริญก้าวหน้าและมี
ประสิทธิภาพเพ่ิมมากขึ้นเมื่อเทียบกับในอดีต อีกทั้งต้นทุนส าหรับการจัดเก็บข้อมูลที่ถูกลงประกอบ
กับภายใต้สถานการณ์ของข้อมูลในปัจจุบันที่มีการเปลี่ยนแปลงไปจากเดิม การเปลี่ยนแปลงของข้อมูล
ต่าง ๆ เหล่านี้ล้วนท าให้นักวิจัยสามารถจัดเก็บข้อมูลได้อย่างรวดเร็วและในปริมาณที่มากขึ้นกว่าเดิม
หลายครั้งพบว่าจ านวนตัวแปรที่นักวิจัยหรือนักวิเคราะห์ข้อมูลต้องการพิจารณามีมากขึ้นกว่าในอดีต
อย่างมหาศาล รวมทั้งในกรณีที่ขนาดตัวอย่างมีจ านวนน้อยกว่าจ านวนตัวแปรที่สนใจศึกษา 
ตัวอย่างเช่น การศึกษาทางด้านชีวสารสนเทศศาสตร์เกี่ยวกับความผิดปรกติของโครโมโซมที่ได้รับการ
ถ่ายทอดทางพันธุกรรมโดยใช้เทคโนโลยีไมโครอาร์เรย์ของดีเอ็นเอ (DNA Microarray) เพ่ือตรวจสอบ
การแสดงออกของยีน (Gene Expression) โดยปรกติจ านวนหน่วยทดลอง เนื้อเยื่อ หรือขนาด
ตัวอย่างที่ ใช้ในการเก็บข้อมูล (Subjects) จะมีจ านวนไม่มาก ในขณะที่จ านวนตัวแปรคือการ
แสดงออกของยีนต่าง ๆ ภายในเนื้อเยื้อหรือหน่วยทดลองเดียวกันอาจมีจ านวนมากกว่าขนาดตัวอย่าง 
หรือการศึกษาการแปรผันของจ านวนชุดดีเอ็นเอ (Copy Number Variation: CNV) ในโครงการ
สร้างแผนที่จีโนมของโรคมะเร็ง (The Cancer Genome Atlas: TCGA) เพ่ือปรับปรุงความสามารถ
ในการวินิจฉัยรักษาและป้องกันโรคมะเร็งโดยอาศัยความรู้ความเข้าใจเกี่ยวกับพ้ืนฐานทางด้าน
พันธุกรรม ในการศึกษาได้เก็บข้อมูลจากหน่วยทดลอง 230 คน ซึ่งในจ านวน 230 คน พบว่า 92 คน 
มีชีวิตรอดมากกว่า 2 ปี ตั้งแต่ได้รับการวินิจฉัยว่าเป็นโรคมะเร็ง และอีก 138 คน ที่เสียชีวิตภายใน 2 
ปี ตั้งแต่ได้รับการวินิจฉัยว่าเป็นโรคมะเร็ง ส าหรับตัวแปรที่สนใจคือปริมาณการแปรผันของจ านวนชุด
ดีเอ็นเอจ านวน 8,895 ตัวแปร (Gregory, Carroll, Baladandayuthapani, & Lahiri, 2015)  

ด้วยสถานการณ์ของขนาดตัวอย่างที่น้อยกว่าจ านวนตัวแปรอย่างมากดังกล่าวหรือ ,in p  
1,2i   จ ะน า ไป สู่ ปั ญ ห าข้ อ มู ล มิ ติ สู ง  (High–Dimensional Data) ห รื อบ างค รั้ ง เรี ย ก ว่ า  

“ p  ใหญ่– n  เล็ก” (Large p , Small n ) ซึ่งวิธีการทางสถิติแบบเดิม (Classical Statistical) 
หลายวิธีไม่สามารถน ามาใช้วิเคราะห์กับข้อมูลมีมิติสูงได้ (Bühlmann & Geer, 2011) โดยในปัจจุบัน
ข้อมูลมิติสูงได้ปรากฏอยู่ในหลายด้านด้วยเหตุผลที่แตกต่างกัน เช่น เทคโนโลยีการฉายภาพทาง
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การแพทย์ (Medical Imaging) เศรษฐมิติ (Econometrics) ธรณีฟิสิกส์ (Geophysics) เทคโนโลยี
สารสนเทศ (Information Technology) ชีวสารสนเทศศาสตร์  (Bioinformatics) ดาราศาสตร์ 
(Astronomy) และการเงิน (Finance) เป็นต้น (Bühlmann & Geer, 2011; Jiamwattanapong & 
Chongcharoen, 2017; J. Yao, Zheng, & Bai, 2015) 

การทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร (Test for Mean Vectors 
from Two Populations) เป็นการทดสอบสมมุติฐานเชิงสถิติว่าเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยของตัวแปรสุ่ม p  
ตัวแปร ระหว่าง 2 ประชากรมีความแตกต่างกันหรือไม่ ตัวอย่างเช่นต้องการทดสอบการแปรผันของ
จ านวนชุดดีเอ็นเอจ านวน 8,895 ตัวแปร ระหว่างกลุ่มคนที่ชีวิตรอดมากกว่า 2 ปี และกลุ่มคนที่
เสียชีวิตภายใน 2 ปี ตั้งแต่ได้รับการวินิจฉัยว่าเป็นโรคมะเร็งว่ามีความแตกต่างกันหรือไม่ เป็นต้น หาก
การทดสอบดังกล่าวอยู่ภายใต้เงื่อนไขที่ว่าตัวแปรสุ่มทั้ง 2 ตัวอย่างสุ่มจากประชากรที่มีการแจกแจง
ปรกติ p  ตัวแปร ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย iμ  และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม iΣ  หรือ  ,p i iμ ΣN  

ขนาด in  , 1,2i   และตัวอย่างสุ่มจากทั้ง 2 ประชากรเป็นอิสระกัน  โดยกรณีเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรเท่ากัน  1 2Σ Σ  ตัวสถิติทดสอบจะมีการแจกแจกโฮเทลลิ่งที

ก าลั งสอง (Hotelling’s 2T ) และถ้าหากข้อมูลมีมิติสูงคือเมื่อขนาดตัวอย่างมีลักษณะเป็น 

1 2 2p n n    จะพบว่าเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่างรวม (Pooled Sample Covariance 
Matrix) ไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผัน (Inverse Matrix) ได้ หรือตัวสถิติทดสอบในกรณีเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน  1 2Σ Σ  ตัวสถิติทดสอบมีการแจกแจกเอฟ
โดยประมาณ และถ้าหากข้อมูลมีมิติสูงคือเมื่อขนาดตัวอย่างมีลักษณะเป็น 1 2 2p n n    จะ
พบว่าเมทริกซ์ที่เกี่ยวข้องกับเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่าง (Sample Covariance Matrix) 
ระหว่าง 2 ประชากร ไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผันได้ ด้วยปัญหาทางคณิตศาสตร์เหล่านี้ส่งผลให้ไม่
สามารถค านวณค่าสถิติทดสอบได้ไม่ว่าจะในกรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากร
เท่ากันหรือไม่เท่ากันก็ตาม และท้ายที่สุดนักวิจัยหรือนักวิเคราะห์ข้อมูลก็ไม่สามารถทดสอบ
สมมุติฐานเชิงสถิติได้ 

ดังนั้นในอดีตจนถึงปัจจุบันได้มีกลุ่มนักสถิติหรือนักวิจัยจ านวนไม่น้อยที่สนใจศึกษาและ
พัฒนาตัวสถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร เมื่อข้อมูลมีมิติสูงในกรณี
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรเท่ากัน  1 2Σ Σ  เช่น Dempster (1958)  
Bai and Saranadasa (1996) และ Muni S. Srivastava and Du (2008) เป็นต้น โดยการพัฒนาตัว
สถิติทดสอบของ Dempster (1958) และของ Bai and Saranadasa (1996) ได้ใช้ค่าผลรวมสมาชิก
ในแนวเส้นทแยงมุม (Diagonal) ของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่างรวม หรือค่ารอย (Trace) 
ของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่างรวม เป็นค่าประมาณของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
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ตัวอย่างรวม ส่วนตัวสถิติทดสอบของ Muni S. Srivastava and Du (2008) ได้ใช้สมาชิกในแนวเส้น
ทแยงมุม (Diagonal) ของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่าง มาสร้างเป็นเมทริกซ์ทแยงมุม 
(Diagonal Matrix) ประกอบกับการใช้ค่ารอย (Trace) จากเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่างในตัวสถิติ
ทดสอบ โดยแนวความคิดในการพัฒนาตัวสถิติทดสอบของทั้ง 3 ตัวสถิติทดสอบล้วนมีจุดประสงค์เพ่ือ
แก้ไขปัญหาเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่างรวมไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผันได้ แต่ในทาง
กลับกันการแก้ไขปัญหาดังกล่าวท าให้ค่าความแปรปรวนร่วม (Covariance) ระหว่างตัวแปรสุ่มที่อยู่
นอกเส้นทแยงมุม (Off Diagonal) ของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่างรวม ไม่ถูกน ามาใช้ในตัว
สถิติทดสอบ ซึ่งเป็นการทิ้งข้อมูลหรือสารสนเทศ (Information) ส่วนอ่ืน ๆ ในเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมตัวอย่างรวมไปทั้งสิ้น 

ต่อมา Jiamwattanapong and Chongcharoen (2017) ได้เสนอตัวสถิติทดสอบโดยใช้
แนวความคิดการเก็บรักษาข้อมูล (Keep More Information) จากเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ตัวอย่างรวม โดยมีการใช้ค่าความแปรปรวนร่วมระหว่างตัวแปรสุ่มที่อยู่นอกเส้นทแยงมุม (Off 
Diagonal) ของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่างรวมมาใช้ในตัวสถิติทดสอบด้วย ซึ่งเป็นการ
พยายามใช้ข้อมูลหรือสารสนเทศ (Information) ส่วนอื่น ๆ ของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่าง
รวมให้มากกว่าตัวสถิติทดสอบของ Dempster (1958), Bai and Saranadasa (1996), และ Muni 
S. Srivastava and Du (2008) 

ส่วนในกรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน  1 2Σ Σ  ได้มี
กลุ่มนักสถิติหรือนักวิจัยพัฒนาตัวสถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร 
เมื่ อข้อมูลมีมิติ สู ง  เช่น  Bai and Saranadasa (1996) Chen and Qin (2010) และ Muni S. 
Srivastava, Katayama, and Kano (2013) เป็นต้น โดยการพัฒนาตัวสถิติทดสอบของ Bai and 
Saranadasa (1996) และ Chen and Qin (2010) ใช้ค่ าผลรวมสมาชิกในแนวเส้นทแยงมุม 
(Diagonal) ของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่างหรือค่ารอยของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ตัวอย่างของแต่ละประชากรในตัวสถิติทดสอบ ส่วนของ Muni S. Srivastava et al. (2013) ใช้
สมาชิกในแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่างของแต่ละประชากร มาสร้างเป็น
เมทริกซ์ทแยงมุม (Diagonal Matrix) ประกอบกับการใช้ค่ารอยจากเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่าง 
(Sample Correlation Matrix) ในตัวสถิติทดสอบ โดยแนวความคิดในการพัฒนาตัวสถิติทดสอบของ
ทั้ง 3 ตัวสถิติทดสอบล้วนมีจุดประสงค์เพ่ือแก้ไขปัญหาเมทริกซ์ที่เก่ียวข้องกับเมทริกซ์ความแปรปรวน
ร่วมตัวอย่างระหว่าง 2 ประชากรไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผันได้ แต่ในทางกลับกันการแก้ไขปัญหา
ดังกล่าวท าให้ค่าความแปรปรวนร่วมระหว่างตัวแปรสุ่มที่อยู่นอกเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมตัวอย่างของแต่ละประชากรไม่ถูกน ามาใช้ในตัวสถิติทดสอบ ซึ่งเป็นการทิ้งข้อมูลหรือ
สารสนเทศส่วนอื่น ๆ ในเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่างไปทั้งสิ้น เหมือนกับในกรณี 1 2Σ Σ  
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ดังนั้นในการศึกษาครั้งนี้ผู้วิจัยมีความสนใจที่จะพัฒนาและน าเสนอตัวสถิติทดสอบความ
เท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร เมื่อตัวอย่างสุ่มมาจากประชากรที่มีการแจกแจง
ปรกติ p  ตัวแปร ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย iμ  และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม iΣ  ขนาด in , 

1,2i   และตัวอย่างสุ่มจากทั้ง 2 ประชากรเป็นอิสระกัน เมื่อเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 
ประชากรไม่เท่ากัน  1 2Σ Σ  ส าหรับข้อมูลมีมิติสูง โดยใช้แนวความคิดการเก็บรักษาข้อมูลจาก
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่างรวมของ Jiamwattanapong and Chongcharoen (2017) 
 
1.2 วัตถุประสงค์ของการวิจัย 

1) เพ่ือพัฒนาและน าเสนอสถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร 

เมื่อตัวอย่างสุ่มมาจากประชากรที่มีการแจกแจงปรกติ p  ตัวแปร ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย iμ  และ   

เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม iΣ  ขนาด in  , 1,2i   และตัวอย่างสุ่มจากทั้ง 2 ประชากรเป็นอิสระ

กัน เมื่อเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน  1 2Σ Σ  และไม่ทราบค่า 

ส าหรับข้อมูลมีมิติสูง (High–Dimensional Data) โดยใช้แนวความคิดการเก็บรักษาข้อมูลจากเมท

ริกซ์ S   ให้มากที่สุด 

2) เพ่ือน าตัวสถิติทดสอบท่ีน าเสนอไปใช้กับข้อมูลจริง 

1.3 ขอบเขตการวิจัย 

1) ข้อมูลที่ใช้ในการจ าลองข้อมูล (Simulation) เป็นข้อมูลที่สุ่มจากประชากรที่มีการแจกแจง

ปรกติ p  ตัวแปร เมื่อเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน  1 2Σ Σ  และ

ไม่ทราบค่า 

2) ข้อมูลที่สุ่มจาก 2 ประชากร เป็นอิสระกัน 

3) ข้อมูลมีมิติสูงคือสถานการณ์ที่จ านวนตัวแปรสุ่มมากกว่าผลรวมของขนาดตัวอย่างลบด้วย

สอง นั่นกค็ือสถานการณ์ท่ี 1 2 2p n n    

4) ก าหนดระดับนัยส าคัญที่ระดับ 0.05 

5) ใช้โปรแกรมอาร์ (R) ในการจ าลองข้อมูล (Simulation) 
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1.4 นิยามค าจ ากัดความ 

1) ระดับนัยส าคัญที่ได้รับ (Attained Significance Level: ASL) หมายถึง ค่าประมาณความ

น่าจะเป็นของความผิดพลาดที่เกิดจากการปฏิเสธสมมุติฐานว่าง เมื่อสมมุติฐานว่างเป็นจริง เขียนแทน

ด้วย ̂  โดยที่ 

 ̂    
จ านวนครั้งทีป่ฏิเสธสมมุติฐานว่าง เมื่อปฏิเสธสมมุติฐานว่างเป็นจริง

จ านวนรอบที่ท าซ้ า
 (1.1) 

 

2) ก าลังการทดสอบที่ได้รับ (Attained Power) หมายถึง ค่าประมาณความน่าจะเป็นของการ

ปฏิเสธสมมุติฐานว่าง เมื่อสมมุติฐานว่างไม่เป็นจริง เขียนแทนด้วย 1   โดยที่ 

 1     
จ านวนครั้งทีป่ฏิเสธสมมุติฐานว่าง เมื่อปฏิเสธสมมุติฐานว่างไมเ่ป็นจริง

จ านวนรอบที่ท าซ้ า
 (1.2) 

 
3) ค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ (The Average Absolute Discrepancy: AAD) 

หมายถึง ค่าเฉลี่ยของผลรวมของความแตกต่างสัมบูรณ์ระหว่างระดับนัยส าคัญที่ได้รับและระดับ

นัยส าคัญท่ีก าหนด    โดยที่ 

 AAD    
̂ 

จ านวนสถานการณ์
 (1.3) 

 
1.5 ประโยชน์ที่ได้รับจากการวิจัย 

1) สามารถเป็นแนวทางในการเลือกใช้สถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 

ประชากร เมื่อตัวอย่างสุ่มมาจากประชากรที่มีการแจกแจงปรกติ p  ตัวแปร และเมทริกซ์ความ

แปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน  1 2Σ Σ  และไม่ทราบค่า ส าหรับข้อมูลมีมิติสูงได้ใน

อนาคต 



 6 

บทท่ี 2 
 

ทฤษฎีและงานวิจัยที่เกีย่วข้อง 

ถ้า 
111 12 1, , , nx x x  เป็นเวกเตอร์สุ่มที่เป็นอิสระกันขนาด 1n  จากประชากรที่มีการแจก

แจงปรกติ p  ตัวแปร ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย 1μ  ขนาด 1p  และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม 1Σ  
ขนาด p p  หรือ  1 1,p μ ΣN  และ 

221 22 2, , , nx x x  เป็นเวกเตอร์สุ่มที่เป็นอิสระกันขนาด 

2n  จากประชากรที่มีการแจกแจงปรกติ p  ตัวแปร ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย 2μ  ขนาด 1p  และ  
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม 2Σ  ขนาด p p  หรือ  2 2,p μ ΣN  โดยที่ตัวอย่างสุ่มจากทั้ง 2 

ประชากรเป็นอิสระกัน 
ส าหรับการทดสอบสมมุติฐานเชิงสถิติความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร 

สมมุติฐานที่ต้องการทดสอบคือ 
 

 0 1 2:H μ μ    เทียบกับ   1 1 2:H μ μ  (2.1)  
 
 ในกรณเีมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน  1 2Σ Σ และไม่ทราบ
ค่า หรือเรียกว่าปัญหาเบห์เรนส์–ฟิชเชอร์ (Behrens–Fisher problem) ตัวสถิติทดสอบจะแบ่งตาม
ลักษณะความสัมพันธ์ระหว่างขนาดตัวอย่างและจ านวนตัวแปรสุ่ม คือ  in p  และ in p  , 

1,2i   ดังนี้ 
 
2.1 สถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร เมื่อ in p  

เมื่อตัวอย่างสุ่มแต่ละกลุ่มมีขนาดมากกว่าหรือเท่ากับจ านวนตัวแปรสุ่มกล่าวคือ in p ,  
1,2i   และเมื่อเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของทั้งสองประชากรไม่เท่ากัน  1 2Σ Σ  ตัวสถิติ

ทดสอบภายใต้สมมุติฐานหลักคือ (Richard & Dean, 2014) 
 

 2T       
1

1 2
1 2 1 2

1 2n n


    
 

S S
x x x x  (2.2)  
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เมื่อ ix  คือ เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยตัวอย่างของตัวอย่างสุ่มที่ i  ขนาด 1p  

  ค านวณได้โดย 
1

1 in

i i j
jin 

 x x   , 1,2i   (2.3)     

iS  คือ เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่างของตัวอย่างสุ่มที่ i  ขนาด p p   

 ค านวณได้โดย   
1

1

1

in

i i j i i j i
jin 


  


S x x x x  , 1,2i   (2.4) 

 

ส าหรับการแจกแจงแม่นตรง (Exact Distribution) ของตัวสถิติทดสอบ 2T  นั้น D. d. Nel, 

van der Merwe, and Moser (1990) ได้น าเสนอการแจกแจงแม่นตรงของตัวสถิติทดสอบ 2T  ซึ่ง
การแจกแจงแม่นตรงดังกล่าวมีความซับซ้อนส าหรับการค านวณและมีข้อก าจัดในทางปฏิบัติอย่างมาก 
(Kawasaki & Seo, 2015; Krishnamoorthy & Yu, 2004; D. d. Nel et al., 1990; Yanagihara & 
Yuan, 2005) 

ต่อมาได้มีกลุ่มนักสถิติพยายามหาการแจกแจงโดยประมาณ (Approximate Distribution) 

ของตัวสถิติทดสอบ 2T  เพ่ือความสะดวกในการค านวณและสามารถน าไปใช้งานได้อย่างง่ายดาย 

เช่น สามารถประมาณการแจกแจงของตัวสถิติทดสอบ 2T  ด้วยการแจกแจงไคก าลังสอง (chi–
squared Distribution) ด้วยองศาเสรี  p  ซึ่ ง M. S. Srivastava (2002) ระบุว่าการแจกแจง
โดยประมาณดังกล่าวจะมีความเหมาะสมก็ต่อเมื่อขนาดตัวอย่าง 1n  และ 2n  มีขนาดใหญ่ นั่นคือ 

 1 2min ,n n   ซึ่งบางครั้งด้วยข้อจ ากัดบางประการพบว่าขนาดตัวอย่างมีขนาดไม่ใหญ่มาก 

ต่อมาได้มีกลุ่มนักสถิติหาการแจกแจงโดยประมาณของตัวสถิติทดสอบ 2T  โดยไม่มีข้อจ ากัด
เกี่ยวกับขนาดตัวอย่าง เช่น James (1954) ได้น าเสนอองศาที่สองโดยประมาณ (Second–Order 
Approximation) ส าหรับค านวณค่าวิกฤต (Critical Value) เพ่ือทดสอบสมมุติฐานด้วยสถิติทดสอบ 

2T  ต่อมา D. G. Nel and Van Der Merwe (1986) ได้น าเสนอการแจกแจงโดยประมาณด้วยการ
แจกแจงเอฟที่ไม่มีคุณสมบัติการทดสอบไม่แปรเปลี่ยน (Not Invariant Test) ต่อมา Y. Yao (1965), 
Johansen (1980), และ Yanagihara and Yuan (2005) ได้น าเสนอการแจกแจงโดยประมาณด้วย
การแจกแจงเอฟ ( F – Distribution) ที่มีคุณสมบัติไม่แปรเปลี่ยน (Invariant Test) ต่อมา Kim 

(1992) ได้น าเสนอการแจกแจงโดยประมาณซึ่งไม่ขึ้นอยู่กับตัวสถิติทดสอบ 2T  โดยอาศัยรูปทรงรี 
(Ellipsoids) จากแต่ละตัวอย่าง ต่อมา Krishnamoorthy and Yu (2004) ได้น าเสนอการแจกแจง
โดยประมาณซึ่งปรับปรุง (Modified) จากการแจกแจงโดยประมาณของ D. G. Nel and Van Der 
Merwe (1986) ให้มีคุณสมบัติการทดสอบไม่แปรเปลี่ยน และต่อมา Kawasaki and Seo (2015) ได้
น าเสนอการแจกแจงโดยประมาณซึ่งปรับปรุงข้อด้อยจากการแจกแจงโดยประมาณของ Yanagihara 
and Yuan (2005) 
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จากการศึกษาของ Krishnamoorthy and Yu (2004) ระบุว่าการแจกแจงโดยประมาณที่
น าเสนอมีประสิทธิภาพสูงกว่าการแจกแจงโดยประมาณของ Y. Yao (1965), Johansen (1980) 
และ D. G. Nel and Van Der Merwe (1986) ในขณะเดียวกันก็สามารถควบคุมระดับนัยส าคัญที่
ได้รับให้ใกล้เคียงระดับนัยส าคัญที่ก าหนดได้อย่างน่าพอใจ (Krishnamoorthy & Xia, 2006; Park & 
Sinha, 2009) และจากการศึกษาของ Yanagihara and Yuan (2005) ระบุว่าการแจกแจง
โดยประมาณท่ีน าเสนอมีประสิทธิภาพสูง (Outperforms) กว่าการแจกแจงโดยประมาณของ James 
(1954), Y. Yao (1965), Johansen (1980), แล ะ  Krishnamoorthy and Yu (2004) แล ะจาก
การศึกษาดังกล่าวพบว่าการแจกแจงโดยประมาณของ Yanagihara and Yuan (2005) และ 
Krishnamoorthy and Yu (2004) มีระดับนัยส าคัญที่ได้รับใกล้เคียงกับระดับนัยส าคัญที่ก าหนดมาก
ที่สุด แต่จากการศึกษาของ Kawasaki and Seo (2015) ระบุว่าการแจกแจงโดยประมาณของ 
Yanagihara and Yuan (2005) ไม่มีความเหมาะสมเมื่อเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของทั้งสอง
ประชากรมีความแตกต่างกันอย่างมาก ดังนั้นจากการทบทวนวรรณกรรมพบว่าการแจกแจง

โดยประมาณของตัวสถิติทดสอบ 2T  ที่ เหมาะสมที่ สุดคือการแจกแจงโดยประมาณของ 
Krishnamoorthy and Yu (2004) 

โดย Krishnamoorthy and Yu (2004) ได้ประมาณการแจกแจงของสถิติทดสอบ 2T ด้วย
การแจกแจงเอฟ ดังนี้ 

 2T  ~
a

 , 1
1

p v p

vp
F

v p
 

 
 (2.5) 

เมื่อ v    
2

22
1 1

2
1 2 1 2

1 1 2 1 2

1
tr tr

1

i i

i i i i

p p

n n n n n n n

 





                                          

S SS S S S

 (2.6) 

    

   

2

22 2 2
1 1

1

1
tr tr

1
i i

i i

p p

n

 





     
           

S S S S

 

โดยที่ S    1 2

1 2n n


S S  (2.7) 

และ iS    i

in

S  , 1,2i   (2.8) 

 
โดยจะปฏิเสธสมมติฐานว่าง ที่ระดับนัยส าคัญ   ถ้า 

 2T    ; , 1
1

p v p

vp
F

v p
  

 
 (2.9)  
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โดยถ้าในกรณีตัวแปรสุ่มตัวเดียว (Univariate) หรือ 1p   ตัวสถิติทดสอบ 2T  และองศา
เสรี v  จะลดรูปเป็นตัวสถิติทดสอบและองศาเสรีในการทดสอบเบห์เรนส์–ฟิชเชอร์ (Behrens–
Fisher test) ซึ่งเป็นการทดสอบสมมุติฐานเชิงสถิติว่าค่าเฉลี่ยของประชากร 2 ประชากรที่เป็นอิสระ
กันและมีการแจกแจงปรกติมีค่าเท่ากันหรือไม่ เมื่อไม่ทราบความแปรปรวนของประชากรทั้งสองและ
ความแปรปรวนของประชากรทั้งสองมีค่าไม่เท่ากัน นอกจากนั้น Krishnamoorthy and Yu (2004) 
ได้แสดงว่าองศาเสรี   จะมีค่าอยู่ในช่วง 

 1 2 1 2min 1, 1 2n n v n n         (2.10)   
และ Krishnamoorthy and Yu (2004) ได้ ระบุ ว่ าระดับนั ยส าคัญ ที่ ได้ รับของการแจกแจง
โดยประมาณที่น าเสนอจะเข้าใกล้ระดับนัยส าคัญที่ก าหนดอย่างมาก (Very Close) เมื่อ 1 1 5n p    
และ 2 1 5n p   ในกรณีขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน  1 2n n  แต่ถ้าหากขนาดตัวอย่างเท่ากัน 

 1 2n n n   เงื่อนไขดังกล่าวจะเปลี่ยนเป็น 4n p  จากเงื่อนไขดังกล่าวสามารถสรุปได้ว่าการ

แจกแจงโดยประมาณของตัวสถิติทดสอบ 2T  ที่น าเสนอโดย Krishnamoorthy and Yu (2004) จะ
มีความเหมาะสมในกรณีท่ีขนาดตัวอย่างและจ านวนตัวแปรสุ่มมีรูปแบบความสัมพันธ์ดังนี้ 

 p    
4

n  เมื่อ 1 2n n n   (2.11) 

และ p     1 2min 1, 1

5

n n 
 เมื่อ 1 2n n  (2.12) 

 
2.2 สถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร เมื่อ in p  

เมื่อข้อมูลมีมิติสูง (High–Dimensional Data) คือเมื่อขนาดตัวอย่างมีขนาดน้อยกว่าจ านวน
ตัวแปรหรือ in p  , 1,2i   ปัญหาทางคณิตศาสตร์ที่เกิดขึ้นคือเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม

ตัวอย่าง iS  ไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผัน (Inverse Matrix) 1
i


S , 1,2i   ได้ และเมื่อขนาดตัวอย่าง

มีขนาดน้อยกว่าจ านวนตัวแปรในลักษณะ 1 2 2n n p    จะพบว่าเมทริกซ์ S  ไม่สามารถหา 

เมทริกซ์ผกผัน 1
S  ได้ ผลกระทบที่ส าคัญเมื่อเมทริกซ์ S  ไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผัน 1

S  ได้ก็คือ

จะท าให้ไม่สามารถค านวณค่าสถิติทดสอบ 2T  ได้ด้วย และท้ายที่สุดก็จะท าให้ไม่สามารถทดสอบ
สมมุติฐานเชิงสถิติได้ 

ในปัจจุบันได้มีกลุ่มนักสถิติพยายามน าเสนอตัวสถิติทดสอบส าหรับทดสอบความเท่ากันของ
เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร เมื่อข้อมูลตัวอย่างสุ่มจากประชากรที่มีการแจกแจงปรกติ p  
ตัวแปร และข้อมูลมีมิติสูง ในกรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของทั้งสองประชากรไม่เท่ากัน 

 1 2Σ Σ  เช่น Bai and Saranadasa (1996) ได้เสนอตัวสถิติทดสอบ BST  คือ 
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 BST    
ˆ

n

Q

Q


 (2.13)  

เมื่อ nQ    
   

   1 2
1 2 1 2

1 2

tr tr

n n

p

   
S S

x x x x

 (2.14)  

ซึ่งความแปรปรวนของ nQ  คือ 2
Q  ดังนี้ 

 2
Q         2 2

1 2 1 22 2
1 21 2

2 2 4
tr tr tr

pn npn pn
 Σ Σ Σ Σ  (2.15) 

ต่อมา Muni S. Srivastava (2009) ได้เสนอตัวประมาณค่าของ 2
Q  คือ  2ˆQ   ดังนี้ 

 2ˆQ     21 22 1 22 2
1 21 2

2 2 4
ˆ ˆ tra a

pn nn n
  S S  (2.16) 

โดย 2ˆ ia     

 
 

 
22

2
tr1

tr
2 1

ii
i

i i i

n

pn n n

      
   

S
S  , 1,2i   (2.17) 

 ซึ่ง Muni S. Srivastava (2009) ได้แสดงว่าภายใต้ข้อก าหนดเบื้องต้น (Assumption) เมื่อ
ข้อมูลมีการแจกแจงปรกติแล้วตัวประมาณ 2ˆ ia  เป็นตัวประมาณดีที่สุด (Best Estimator) ของ 

2

tr i

p

 
  
 

Σ  

โดยจะปฏิเสธสมมุติฐานว่างที่ระดับนัยส าคัญ   ถ้า  

 BST    1Z    
 
ต่อมา Chen and Qin (2010) ได้เสนอสถิติทดสอบ CQT   คือ 

 CQT    n

Q

Q


 (2.18)  

เมื่อ 2
Q    

 
 

 
   2 2

1 2 1 2
1 1 2 2 1 2

1 2 2 4
tr tr tr

1 1p n n n n n n

 
  

  
Σ Σ Σ Σ  (2.19)  

   2tr iΣ    
       , ,

1
tr

1

in

ij ij ik iki j k i j k
j ki in n 

 
   

  
x x x x x x  , 1,2i   (2.20) 

  1 2tr Σ Σ         
1 2

1 1 2 21 2
1 11 2

1
tr

n n

j j k kj k
j kn n  

 
    

 
x x x x x x  (2.21)  

 
โดย  ,i j kx  คือ เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยตัวอย่างที่ i  เมื่อตัด ijx  และ ikx  ออกไป ค านวณได้โดย 

       ,

1

2
i i ij iki j k

i

n
n

  


x x x x  , 1,2i  ; , 1, 2, , ij k n  (2.22) 
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   i kx  คือ เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยตัวอย่างที่ i  เมื่อตัด ikx  ออกไป ค านวณได้โดย 

       
1

1
i i iki k

i

n
n

 


x x x  , 1,2i  ; 1,2, , ik n  (2.23)  

โดยจะปฏิเสธสมมุติฐานว่างที่ระดับนัยส าคัญ   ถ้า  
 CQT    1Z   

      
 โดย Muni S. Srivastava et al. (2013) ระบุว่าตัวสถิติทดสอบ CQT  ของ Chen and Qin 

(2010) มีคุณสมบัติไม่แปรเปลี่ยนภายใต้การแปลงเชิงตั้งฉาก (Invariant  Under Orthogonal 

Transformation) นั่ น คื อ  cX ΓX  เมื่ อ  1 2 , 1,2
ii i in i  

 
X x x x  เมื่ อ  0c   

และ Γ  เป็นเมทริกซ์ขนาด p p  โดยที่  ΓΓ I  และ Muni S. Srivastava et al. (2013) ระบุ
ว่าตัวสถิติทดสอบ BST  ของ Bai and Saranadasa (1996) และ CQT  ของ Chen and Qin (2010) 

แตกต่างกันเพียงตัวประมาณค่าความแปรปรวนของพารามิเตอร์ 2
Q  เท่านั้น และเมื่อข้อมูลมีการ

แจกแจงปรกติควรเลือกใช้ตัวประมาณค่า 2
Q  ที่มีคุณสมบัติ เป็นตัวประมาณดีที่สุด (Best 

Estimator) คือเป็นตัวประมาณที่ไม่เอนเอียงและมีความแปรปรวนสม่ าเสมอต่ าที่สุด (Uniformly 

Minimum Variance Unbiased Estimator) ของ 2
Q  ซึ่งก็คือ 2ˆQ  นั่นเอง ด้วยเหตุผลดังกล่าวนี้ 

Muni S. Srivastava et al. (2013) จึงให้ข้อสังเกตว่าสถิติทดสอบ BST  อาจจะมีประสิทธิภาพ 
(Performance) ไม่ด้อยกว่าตัวสถิติทดสอบ CQT  อีกทั้งตัวประมาณ 2

Q  จ าเป็นต้องใช้การค านวณ

ที่ซับซ้อนและใช้เวลาค านวณที่นานกว่าตัวประมาณ 2ˆQ  และการแจกแจงของตัวสถิติทดสอบ CQT  

ที่  Chen and Qin (2010) น าเสนอนั้ นมีลั กษณะห่ างไกลจากการแจกแจงปรกติ  (Weaker 
conditions Than Normality) 
 
และต่อมา Muni S. Srivastava et al. (2013) ได้เสนอสถิติทดสอบ SKKT  คือ 

 SKKT       

 
 

1
1 2 1 2

2

3 2

ˆ

tr
ˆ 1n

p

pVar q
p

  

 
 
 
 

x x D x x

R

 (2.24)  

เมื่อ D̂    1 2

1 2

ˆ ˆ

n n


D D  (2.25)  

 ˆ
iD     11 22diag , , ,i i ipps s s  , 1,2i   (2.26)  

โดย ikks  คือ สมาชิกในแนวเส้นทแยงมุม (Diagonal Element) ของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ตัวอย่าง iS , 1,2i   
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  ˆnVar q    
   

 

 
 

2 2
1 12

1 2

2 2
1 1 2 2

ˆ ˆ2 tr 2 tr2tr

1 1p pn n pn n

    
    

 

D S D SR
 (2.27) 

 R    1 2 1 21 2

1 2

ˆ ˆ
n n

  
 

 

S S
D D   (2.28)      

โดยจะปฏิเสธสมมุติฐานว่างที่ระดับนัยส าคัญ   ถ้า 

 SKKT    1Z            
 

ตัวสถิติทดสอบ SKKT  ของ Muni S. Srivastava et al. (2013) มีคุณสมบัติไม่แปรเปลี่ยน
ภายใต้การหน่วยของการวัด (Invariant Under Units of Measurements) หรือมีคุณสมบัติไม่
แป รเปลี่ ยนภายใต้ การแปลงส เกลาร์  (Invariant  Under Scalar Transformation) นั่ น คื อ 

X DX  เมื่ อ  1 2 ,
ii i in

 
 

X x x x   1, 2i   และ  1 2diag , , , pc c cD  โดย  

0jc   ทุกค่าของ j , 1,2, ,j p  และ Muni S. Srivastava et al. (2013) ระบุว่าการแจกแจง

เชิงเส้นก ากับ (Asymptoic Distribution) ของตัวสถิติทดสอบ BST  ของ Bai and Saranadasa 
(1996) สามารถหาได้ในท านองเดียวกับตัวสถิติทดสอบ SKKT   
 เมื่อพิจารณาสถิติทดสอบ BST  ของ Bai and Saranadasa (1996) และ CQT  ของ Chen 

and Qin (2010) จะสังเกตเห็นว่า Bai and Saranadasa (1996) และ Chen and Qin (2010) 

พยายามหลีกเลี่ยงปัญหาเมทริกซ์ S  ไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผัน 1
S ได้ โดยการพัฒนาตัวสถิติ

ทดสอบให้ใช้ค่ารอย (Trace) ของเมทริกซ์ iS  แทน โดยเมทริกซ์ iS ของ Chen and Qin (2010) 

จะแทนด้วยเมทริกซ์ 2
iΣ  ซึ่งมีการค านวณที่ซับซ้อนและใช้เวลานาน ส่วนความพยายามหลีกเลี่ยง

ปัญหาดังกล่าวของ Muni S. Srivastava et al. (2013) ส าหรับสถิติทดสอบ SKKT  ก็คือการใช้ค่า
ความแปรปรวนของตัวแปรสุ่ม ikks  ตามแนวทแยงมุมของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมตัวอย่าง iS  , 

1,2i   , 1,2, ,k p  มาสร้างเป็นเมทริกซ์ทแยงมุม (Diagonal Matrix) ˆ
iD  เพ่ือที่ต้องการให้

เมทริกซ์ D̂  สามารถหาเมทริกซ์ผกผัน 1ˆ D  ได้ และใช้ค่ารอย (Trace) ของเมทริกซ์ 2
R  ประกอบ

กันในตัวสถิติทดสอบ SKKT  

การแก้ไขปัญหาเมทริกซ์ S  ไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผัน 1
S  ได้ ด้วยวิธีดังกล่าวท าให้ค่า

ความแปรปรวนร่วมระหว่างตัวแปรสุ่มตัวที่ j  และ k  หรือ ijks  ที่อยู่นอกเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ 

iS  , 1,2i   , ,j k  , 1,2, ,j k p  ไม่ได้ถูกน ามาใช้ในการค านวณค่าสถิติทดสอบ อย่างไรก็
ตามการแก้ไขปัญหาดังกล่าวแม้จะท าให้เมทริกซ์ที่เกี่ยวข้องกับความแปรปรวนหรือความสัมพันธ์
ระหว่างตัวแปรสุ่มสามารถหาเมทริกซ์ผกผันได้ แต่ต่างก็เป็นการทิ้งข้อมูลหรือสารสนเทศส่วนอ่ืน ๆ 

ในเมทริกซ ์S  ไปทั้งสิ้น  
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บทท่ี 3 
 

การด าเนินงานวิจัย 

 ส าหรับบทที่ 3 การด าเนินงานวิจัย ได้น าเสนอขั้นตอนการด าเนินงานวิจัย ในหัวข้อที่ 3.1  
การพัฒนาตัวสถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร เมื่อเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน ส าหรับข้อมูลมิติสูง ในหัวข้อที่ 3.2 เงื่อนไขส าหรับการ

เลือกบล็อกหรือเมทริกซ์ย่อย kkS  จากเมทริกซ์ S  ในหัวข้อที่ 3.3 และการจ าลองข้อมูล ในหัวข้อที่ 
3.4 
 
3.1 ขั้นตอนการด าเนินงานวิจัย 

1) ศึกษาแนวความคิดในการแก้ไขปัญหาเมทริกซ์ S  ไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผัน 1
S  ได้ ใน

สถานการณข์้อมูลมีมิติสูง 

2) ศึกษาสถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร เมื่อตัวอย่างสุ่ม

มาจากประชากรที่มีการแจกแจงปรกติ p  ตัวแปร และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 

ประชากรไม่เท่ากัน  1 2Σ Σ  ส าหรับข้อมูลมีมิติสูง ที่น าเสนออยู่ตั้งแต่อดีตจนถึงปัจจุบัน 

3) พัฒนาตัวสถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร เมื่อตัวอย่าง

สุ่มมาจากประชากรที่มีการแจกแจงปรกติ p  ตัวแปร และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 

ประชากรไม่เท่ากัน  1 2Σ Σ  ส าหรับข้อมูลมีมิติสูงที่จะน าเสนอ 

4) จ าลองข้อมูลด้วยโปรแกรมอาร์ (R) เพ่ือค านวณหาระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการ

ทดสอบท่ีได้รับของสถิติทดสอบท่ีน าเสนอภายใต้สถานการณ์ต่าง ๆ 

5) เปรียบเทียบระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับจากการจ าลองข้อมูลของ

สถิติทดสอบที่น าเสนอกับสถิติทดสอบของ Bai and Saranadasa (1996), Chen and Qin (2010) 

และ Muni S. Srivastava et al. (2013) ภายใต้สถานการณ์ต่าง ๆ 

6) ประยุกต์ใช้ตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอและตัวสถิติทดสอบของ Bai and Saranadasa 

(1996), Chen and Qin (2010), และ Muni S. Srivastava et al. (2013) กับข้อมูลจริง 
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3.2 การพัฒนาตัวสถิติทดสอบ 

ถ้า 
111 12 1, , , nx x x  เป็นเวกเตอร์สุ่มที่เป็นอิสระกันขนาด 1n  จากประชากรที่มีการแจก

แจงปรกติ p  ตัวแปร ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย 1μ  ขนาด 1p  และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม 1Σ  
ขนาด p p  หรือ  1 1,p μ ΣN  และ 

221 22 2, , , nx x x  เป็นเวกเตอร์สุ่มที่เป็นอิสระกันขนาด 

2n  จากประชากรที่มีการแจกแจงปรกติ p  ตัวแปร ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย 2μ  ขนาด 1p  และเมท
ริกซ์ความแปรปรวนร่วม 2Σ  ขนาด p p  หรือ  2 2,p μ ΣN  โดยที่ตัวอย่างสุ่มจากทั้ง 2 
ประชากรเป็นอิสระกัน  

ส าหรับการทดสอบสมมุติฐานเชิงสถิติความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร 
สมมุติฐานที่ต้องการทดสอบคือ 

 
 0 1 2:H μ μ    เทียบกับ   1 1 2:H μ μ      (3.1) 
 
เมทริกซ์ Σ  ขนาด p p  นิยามดังนี้ 

 Σ    1 2

1 2n n


Σ Σ  (3.2)   

โดยเมทริกซ์ Σ  สามารถแบ่งเป็นบล็อก (Block) หรือเมทริกซ์ย่อย (Submatrix) ได้ดังนี้ 

 Σ    

11 12 1

21 22 2

1 2

m

m

m m mm p p

 
 
 
 
 
  

Σ Σ Σ

Σ Σ Σ

Σ Σ Σ

 

เมื่อ kkΣ  คือ บล็อกหรือเมทริกซ์ย่อยจากแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ Σ   

   ขนาด k kq q  โดยที่ 
1

,
m

k
k

q p


  1,2, 1,2, ,i k m   

เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของประชากร (Population Correlation Matrix) นิยามดังนี้  
 (Muni S. Srivastava et al., 2013) 

     1 2 1 21 2

1 2n n

  
 

 

Σ Σ
D D  (3.3)  

เมื่อ D    1 2

1 2n n


D D  (3.4)   

และ iD     11 22diag , , ,i i ipp     (3.5) 

โดย ijj  คือค่าความแปรปรวนของตัวแปรสุ่มตัวที่ j  ของประชากรที่ i  ที่เป็นสมาชิกในแนวเส้น
ทแยงมุมของเมทริกซ์ ,iΣ 1,2, 1,2, ,i j m   
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โดยเมทริกซ์   สามารถแบ่งเป็นบล็อกหรือเมทริกซ์ย่อยได้ดังนี ้

     

11 12 1

21 22 2

1 2

m

m

m m mm p p

 
 
 
 
 
 

  

  

  

  

เมื่อ kk  คือ บล็อกหรือเมทริกซ์ย่อยจากแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์    

   ขนาด k kq q   โดยที่  
1

,
m

k
k

q p


  1,2, ,k m  

 เพ่ือต้องการหาการแจกแจงเชิงเส้นก ากับ (Asymptotic Distribution) ของตัวสถิติทดสอบที่
น าเสนอภายใต้สมมุติฐานว่าง จะก าหนดข้อก าหนดเบื้องต้น (Assumption) ดังนี้ 
 
 , , 1,2ip n i     และ ,kl  0  , , 1,2, ,k l k l m   (3.6) 
 
ก าหนดให้เมทริกซ ์ blockS  เป็นเมทริกซ์แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อก นิยามดังนี้ 

 blockS     11 22diag , , , mmS S S    

11

22

mm p p

 
 
 
 
 
  

S 0 0

0 S 0

0 0 S

 (3.7) 

เมื่อ kkS  คือ บล็อกหรือเมทริกซ์ย่อยจากแนวทแยงมุมของเมทริกซ์ S  ขนาด k kq q   

   โดยที่  
1

,
m

k
k

q p


  1,2, ,k m  

 
 ในกรณีที่บล็อกหรือเมทริกซ์ย่อยจ านวน 1m  บล็อกแรกบนแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ 

blockS  หรือ   11 22 1 1, , , m m S S S  มีขนาดเท่ากัน นั่นคือ 1 2 1mq q q q     จะได้ว่า 

 1 mp m q q     โดยเรียก q  ว่า ขนาดของบล็อกร่วม (Common Block Size) ของเมทริกซ์ 

blockS  (Jiamwattanapong & Chongcharoen, 2017) โดยถ้าขนาดของแต่ละบล็อก หรือ kq   
มีลักษณะ  1 2 2kq n n    จะท าให้เมทริกซ์ย่อย kkS  แต่ละเมทริกซ์ย่อยสามารถหาเมทริกซ์

ผกผัน 1
kk


S  ได้ , 1,2, ,k m  ดังนั้นแล้วผลที่ตามมาก็คือเมทริกซ์ blockS  ก็จะสามารถหาเมท

ริกซ์ผกผัน 1
block


S  ได้ด้วยเช่นกัน โดยเมทริกซ์ผกผัน 1
block


S  คือ 
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 1
block


S     1 1 1
11 22diag , , , mm
  

S S S    

1
11

1
22

1
mm p p









 
 
 
 
 
 
 

S 0 0

0 S 0

0 0 S

 (3.8) 

ก าหนดตัวสถิติ nT  นิยามดังนี้ 

 nT       1
1 2 1 2block

 x x S x x    (3.9) 
 
ทฤษฎีบทที่  3.1 ก าหนดให้ 1 2, , ,

ii i inx x x  เป็นเวกเตอร์สุ่มที่ เป็นอิสระกันขนาด in  จาก
ประชากรที่มีการแจกแจงปรกติ p  ตัวแปร ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย iμ  และเมทริกซ์ความแปรปรวน
ร่วม iΣ  , 1,2i   ถ้าให้ก าหนดตัวสถิติทดสอบ nT  แล้วภายใต้ข้อก าหนดเบื้องต้น ค่าเฉลี่ย 
(Expectation) และความแปรปรวน (Variance) ของตัวสถิติทดสอบ nT  คือ 

  nE T    
1

,
1

m
k k

k k k

v q

v q


 
 1k kq v     (3.10) 

  nVar T     

   

2

2
1

2 1
,

1 3

m
k k k

k
k k k k

q v v

v q v q




   
       3k kq v   (3.11) 

พิสูจน์ 
 จากเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยตัวอย่างของตัวอย่างสุ่มที่ i  , 1,2i   สามารถแบ่งส่วน (Partition) 

เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยและเมทริกซ์ S ให้สอดคล้องกับขนาดของบล็อกในเมทริกซ์ blockS  ได้ดังนี ้
 

 ix    

1

2

1

i

i

im p

 
 
 
 
 
 

x

x

x

  และ        iS     

11 12 1

21 22 2

1 2

i i i m

i i i m

im im imm p p

 
 
 
 
 
 

S S S

S S S

S S S

 

 
เมื่อ ikx  คือ เวกเตอร์ย่อยจากเวกเตอร์ค่าเฉลี่ย ขนาด 1kq   
 ikkS  คือ เมทริกซ์ย่อยจากแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ iS  ขนาด k kq q  
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สามารถกระจายตัวสถิติทดสอบ nT  ได้เป็นดังนี้ 

 nT       1
1 2 1 2block

 x x S x x  

    

1
1111 21 11 21

1
12 22 12 2222

11 2 1 2
1 1

m m m m
mm

p p
p p







 


      
    

     
    
    
      

S 0 0x x x x

x x x x0 S 0

x x x x0 0 S

 

           1 1
11 21 11 11 21 1 2 1 2m m mm m m

      x x S x x x x S x x  

       1
1 2 1 2

1

m

k k kk k k
k





  x x S x x     

    
1

m

k
k

y

   เมื่อ    1

1 2 1 2k k k kk k ky   x x S x x  (3.12)  

ซึ่ง ,ky  1,2, ,k m  จะสมนัย (Correspond) กับตัวสถิติทดสอบ 2T  ดังนั้น ky  จะมี
การแจกแจงเอฟโดยประมาณ (Krishnamoorthy & Jianqi 2004) ดังนี้ 

 ky  ~
a

 , 1
1 k k k

k k
q v q

k k

v q
F

v q
 

 
    (3.13)    

เมื่อ kq  คือ ขนาดของเวกเตอร์ย่อย ikx  หรือขนาดของเมทริกซย์่อย ,kkS  

  1,2, 1,2, ,i k m   
kv  คือ องศาเสรีของ Krishnamoorthy and Yu (2004) โดยค านวณจากสมการที่ 

(2.6) ภายใต้ข้อมูลที่สอดคล้องกับของเวกเตอร์ย่อย ikx  หรือเมทริกซ์ย่อย 

,kkS 1,2, 1,2, ,i k m   
นั่นคือ 

kv    
2

22
1 1

2
1 2 1 2

1 1 2 1 2

1
tr tr

1

k k

ikk kk kk ikk kk kk

i i i i

q q

n n n n n n n

 





                                          

S S S S S S

 (3.14)  

   
   

 

   
 

2

2 22 2
1 1 1 1

1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

tr tr tr tr

1 1

k k

kk kk kk kk kk kk kk kk

q q

n n n n

   



                
 

S S S S S S S S

 

   
   

 

2

22
1 1

2

2
1

tr tr

1

k k

ikk kk ikk kk

i i i

q q

n n

 





       




S S S S
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จากทฤษฎีที่ 1 การแจกแจงเอฟ ( F – Distribution) ในภาคผนวก ก จะได้ว่าค่าเฉลี่ยและความ
แปรปรวนของตัวแปรสุ่ม ky  คือ 

  kE y    , 1
1 k k k

k k
q v q k

k k

v q
E F v

v q
 

 
 

  
 

     , 1
1 k k k

k k
q v q

k k

v q
E F

v q
 

 
 

    1

1 1

k k k k

k k k k

v q v q

v q v q

  
 

    
 

    ,
1

k k

k k

v q

v q 
   1 2k kv q    

  kVar y    , 1
1 k k k

k k
q v q k

k k

v q
Var F v

v q
 

 
 

  
 

     
2

, 1
1 k k k

k k
q v q

k k

v q
Var F

v q
 

 
 

  
    

       

   

2 2

2

2 1 1

1 1 3

k k kk k

k k k k k k k

v q vv q

v q q v q v q

    
  

         

    

     

   

2

2

2 1
,

1 3

k k k

k k k k

q v v

v q v q



   
    1 4k kv q    

ดังนั้นค่าเฉลี่ยและความแปรปรวนของตัวสถิติ nT  สามารถหาได้โดย 

  nE T    
1

m

k
k

E y


 
 

 
    

1

m

k
k

E y

  

    
1

,
1

m
k k

k k k

v q

v q


 
 1k kq v     

  nVar T    
1

m

k
k

Var y


 
 

 
 

       
1

,
m m

k k l
k k l

Var y Cov y y
 

   

ภายใต้ข้อก าหนดเบื้องต้นจะท าให้ได้ว่า ky  และ ly  เป็นอิสระกัน , , , 1,2, ,k l k l m    
นั่นคือ  , 0k lCov y y   ทุกค่าของ k  และ l   โดยที่ , , 1,2, ,k l k l m   ดังนั้น 

  nVar T     
1

m

k
k

Var y

  

     

   

2

2
1

2 1
,

1 3

m
k k k

k
k k k k

q v v

v q v q




   
    3k kq v    

 



 19 

ส าหรับเงื่อนไขในการเลือกบล็อกหรือเมทริกซ์ย่อย (Submatrix) จากเมทริกซ์ S  ขนาด 
p p  เป็นเมทริกซ์ kkS  ขนาด k kq q  จ านวน m  บล็อกนั้น ถ้า 1 2 2kq n n    ทุกค่าของ 

k  , 1,2, ,k m  จะพบว่าเมทริกซ์ kkS  จะสามารถหาเมทริกซ์ผกผัน 1
kk


S  ได้ ซึ่งท าให้เมทริกซ์

blockS  สามารถหาเมทริกซ์ผกผัน 1
block


S  ได้ และจากทฤษฎีบทที่ 3.1 เพ่ือต้องการให้ค่าเฉลี่ยและ
ความแปรปรวนของตัวสถิติ nT  สามารถหาค่าได้นั่น ก็ต่อเมื่อ 1k kq v   และ 3k kq v   ทุก
ค่าของ k  , 1,2, ,k m  และเนื่องจากองศาเสรี kv  ของ Krishnamoorthy and Yu (2004) 
อยู่ระหว่าง  1 2min 1, 1n n   และ 1 2 2n n   ดังนั้นขนาดของบล็อกหรือเมทริกซ์ย่อย kkS  
ต้องมีขนาด k kq q  เมื่อ  1 2min 1, 1 3kq n n     จึงจะท าให้ตัวสถิติ nT  สามารถค านวณ
ค่าสถิติ ค่าเฉลี่ย และความแปรปรวนได้ 

นอกจากนั้นเพ่ือต้องการให้ตัวสถิติ nT  สามารถลู่เข้าเชิงการแจกแจง (Convergence in 
Distribution) สู่การแจกแจงปรกติมาตรฐานได้ ภายใต้เงื่อนไขในทฤษฎีที่ 2 ทฤษฎีบทขีดจ ากัด
ส่วนกลางของเลียปูนอฟ (Lyapunov’s Central Limit Theorem) ในภาคผนวก ก ต้องการให้
โมเมนต์ศูนย์กลาง (Central Moment) ที่ 3 ของ ky  มีค่าจ ากัด (Finite) ซึ่งเงื่อนไขส าหรับโมเมนต์
ศูนย์กลางที่ 3 ของ  สามารถหาค่าได้หรือมีค่าจ ากัด (Finite) จากทฤษฎีที่ 1 การแจกแจงเอฟ  
( F – Distribution) ในภาคผนวก ก คือ 1 6k kv q    ซึ่งก็คือ 6k kq v   และจากขอบเขต
ขององศาเสรี kv  ของ Krishnamoorthy and Yu (2004) ดังนั้นบล็อกหรือเมทริกซ์ย่อย kkS  ต้องมี
ขนาด k kq q  เมื่อ  1 2min 1, 1 6kq n n      ทุกค่าของ k , 1,2, ,k m  นั่นคือขนาด
ตัวอย่างทั้งสองตัวอย่างต้องมากกว่า 8 หรือ 1 2, 8n n   จึงจะท าให้ตัวสถิติ nT  สามารถค านวณ
ค่าสถิติ ค่าเฉลี่ย ความแปรปรวน และลู่เข้าเชิงการแจกแจงสู่การแจกแจงปรกติมาตรฐานได้  

ตัวสถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร เมื่อเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน ส าหรับข้อมูลมิติสูง ที่น าเสนอคือ 

 

 pT    
 

   

1

2

2
1

1
.

2 1

1 3

m
k k

n
k k k

m
k k k

k
k k k k

v q
T

v q

q v v

v q v q





 
 




   

  (3.15) 

 
 
 
 
  

ky
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ทฤษฎีบทที่ 3.2 ตัวสถิติทดสอบ pT  ภายใต้สมมุติฐานว่าง และถ้าข้อก าหนดเบื้องต้นเป็นจริงจะได้ว่า 
 

    0,1
d

pT N  
พิสูจน์ 
 ภายใต้ข้อก าหนดเบื้องต้นเมื่อขนาดตัวอย่าง in  คงที่ (Fixed) , 1,2i   เงื่อนไข p  
จะสมมูล (Equivalent) กับ m   โดยตัวสถิติทดสอบ pT  เป็นฟังก์ชันของสถิติ nT  และจาก
ทฤษฎีบทที่ 3.1 จะได้ว่าเมื่อ 6k kq v   ท าให้ค่าเฉลี่ยและความแปรปรวนของตัวสถิติทดสอบ nT  
สามารถหาค่าได้ นอกจากนั้นเมื่อ 6k kq v   จะท าให้โมเมนต์ศูนย์กลาง (Central Moment) ที่ 3 
ของ ky  สามารถหาค่าได้หรือมีค่าจ ากัด (Finite) ด้วยเหตุผลที่กล่าวมาจะท าให้เงื่อนไขของเลียปู
นอฟ (Lyapunov’s Condition) ในทฤษฎีบทขีดจ ากัดส่วนกลางของเลียปูนอฟ (Lyapunov’s 
Central Limit Theorem) (ทฤษฎีที่ 2 ในภาคผนวก ก) เป็นจริง ดังนั้นจะได้ว่า 
 

 pT     

 
 0,1

dn n

n

T E T
N

Var T


  

 
 

ส าหรับการทดสอบสมมุติฐานเชิงสถิติโดยใช้ตัวสถิติทดสอบ pT  ที่น าเสนอในครั้งนี้นั้น 
เงื่อนไขในการปฏิเสธสมมุติฐานว่างคือ จะปฏิเสธสมมุติว่างที่ระดับนัยส าคัญ   ถ้า 
 pT    1Z   
    
ทฤษฎีบทที่ 3.3 ตัวสถิติทดสอบ pT  มีคุณสมบัติไม่แปรเปลี่ยนภายใต้การแปลงสเกลาร์ (Invariant 

Under Scalar Transformation) นั่นคือ X DX  เมื่อเมทริกซ์ 1 2 ,
ii i in

 
 

X x x x

1,2i   และ  1 2diag , , , pc c cD  โดย 0jc   ทุกค่าของ j , 1,2, ,j p  

พิสูจน์ 

ก าหนดให้   * X DX   

เมื่อ D     1 2diag , , , pc c c    

1

2

0 0

0 0
,

0 0 p

c

c

c

 
 
 
 
 
  

     

จะได้ว่า *
ix    iDx   , 1,2i   

และ *
iS    iDS D   , 1,2i   
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ดังนั้น *
S    

* *
1 2

1 2n n


S S   

    1 2

1 2n n


DS D DS D  

    1 2

1 2n n

   
   

   

S S
D D D D   

    1 2

1 2n n

 
 

 

S S
D D  

    DSD  
จะท าให้ได้ว่าเมทริกซ์ผกผันของ *

S   คือ 

 * 1
S    1 1 1  

D S D  
แล้วเมทริกซ์ผกผันของ *

blockS  คือ 

 * 1
block


S    1 1 1  
D S D  

ดังนั้น *
nT       * * * 1 * *

1 2 1 2block


 x x S x x  

        1 1 1
1 2 1 2

   Dx Dx D S D Dx Dx  

         1 1 1
1 2 1 2

   x x D D S D D x x  

       1
1 2 1 2

 x x IS I x x  

       1
1 2 1 2

 x x S x x  

    nT  
 
พิจารณาองศาเสรี v  ของ Krishnamoorthy and Yu (2004) จากสมการที่ (2.6) จะได้ว่า 

 *v    
2

22
1 1

* ** * * *2
1 2 1 2

1 1 2 1 2

1
tr tr

1
i i

i i i i

p p

n n n n n n n

 





                                            

S SS S S S

  

  
2

22
1 1

2
1 2 1 2

1 1 2 1 2

1
tr tr

1

i i

i i i i

p p

n n n n n n n

 





                                          

DS D DS DDS D DS D DS D DS D

  



 22 

  
2

22
1 1

2
1 2 1 2

1 1 2 1 2

1
tr tr

1
i i

i i i i

p p

n n n n n n n

 





                                                  

DS D DS DS S S S
D D D D

 


2

22
1 1

2
1 1 1 11 2 1 2

1 1 2 1 2

1 1
tr tr

1

i

i i i i

p p

n n n n n n n

 
   





                                                      


DS DS S S S

D D D D

 

    
2

22
1 1

2
1 11 2 1 2

1 1 2 1 2

1
tr tr

1

i i

i i i i

p p

n n n n n n n

 

 





                                          

DS I DS IS S S S
D D

 

    
2

22
1 11 12

1 2 1 2

1 1 2 1 2

1
tr tr

1

i i

i i i i

p p

n n n n n n n

  





                                          

DD S I DD S IS S S S

 

    
2

22
1 1

2
1 2 1 2

1 1 2 1 2

1
tr tr

1

i i

i i i i

p p

n n n n n n n

 





                                          

IS I IS IS S S S

 

    
2

22
1 1

2
1 2 1 2

1 1 2 1 2

1
tr tr

1

i i

i i i i

p p

n n n n n n n

 





                                          

S SS S S S

 

    v  
 
 นั่นคือตัวสถิติ nT  และองศาเสรี v  ของ Krishnamoorthy and Yu (2004) มีคุณสมบัติไม่
แปรเปลี่ยนภายใต้การแปลงสเกลาร์ (Invariant Under Scalar Transformation) ดังนั้นตัวสถิติ
ทดสอบ  เป็นตัวสถิติทดสอบท่ีมีคุณสมบัติไม่แปรเปลี่ยนภายใต้การแปลงสเกลาร์ด้วย 
           
 
 
 

pT
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3.3 เงื่อนไขส าหรับการเลือกบล็อกหรือเมทริกซ์ย่อย kkS  จากเมทริกซ์ S  

 สถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร เมื่อเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน ส าหรับข้อมูลมิติสูง ที่น าเสนอในงานวิจัยนี้มีพ้ืนฐานการ
พัฒนาตัวสถิติทดสอบมาจากตัวสถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร 
เมื่อเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน เมื่อ ,in p 1,2i   โดยในงานวิจัย
นี้ได้ใช้การแจกแจงโดยประมาณที่น าเสนอโดย Krishnamoorthy and Yu (2004) ซึ่งผู้น าเสนอได้
ระบุรูปแบบความสัมพันธ์ระหว่างขนาดตัวอย่างและจ านวนตัวแปรสุ่มที่ท าให้การแจกแจง
โดยประมาณดังกล่าวมีความเหมาะสม ดังที่ได้กล่าวไว้แล้วในหัวข้อที่ 2.1 ดังนั้นเพ่ือให้ตัวสถิติทดสอบ
ส าหรับข้อมูลมิติสูงที่น าเสนอในงานวิจัยนี้มีความเหมาะสมและสอดคล้องกับการแจกแจง
โดยประมาณของ Krishnamoorthy and Yu (2004) จึงก าหนดเงื่อนไขส าหรับการเลือกบล็อกหรือ

เมทริกซ์ย่อย (Submatrix) kkS  จากแนวเส้นทแยงมุมเมทริกซ ์ S  ไว้ดังนี้ 

 จากเมทริกซ์ S  ขนาด p p  สามารถแบ่งออกเป็นบล็อกหรือเมทริกซ์ย่อย kkS  ขนาด 

k kq q  จ านวน m  บล็อก เมื่อ 
1

m

k
k

q p


  โดยที่เงื่อนไขของ kq  คือ 

 

 kq     1 2min ,

4

n n
 เมื่อ 1 2n n  (3.16) 

และ kq     1 2min 1, 1

5

n n 
 เมื่อ 1 2n n  (3.17)  

 
เพ่ือต้องการให้ตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอทิ้งข้อมูลหรือสารสนเทศของเมทริกซ์ S  ให้น้อยที่สุด

และมีความเหมาะสมตามค าแนะน าของ Krishnamoorthy and Yu (2004) จึงแนะน าให้เลือกขนาด

ของบล็อกร่วม (Common Block Size) ของเมทริซ์ย่อย kkS  จากเมทริกซ ์S  ดังนี้ 
 

 q     1 2min ,

4

n n 
 
 

 เมื่อ 1 2n n  (3.18) 

และ q     1 2min 1, 1

5

n n  
 
 

 เมื่อ 1 2n n  (3.19) 
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3.4 การจ าลองข้อมูล 

 ในการจ าลองข้อมูลเพ่ือค านวณระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ ของตัว
สถิติทดสอบ pT  ที่น าเสนอ และตัวสถิติทดสอบ BST  ของ Bai and Saranadasa (1996), CQT  

ของ Chen and Qin (2010), และ SKKT  ของ Muni S. Srivastava et al. (2013) มีรายละเอียด
ดังนี้ 

1) ก าหนดจ านวนตัวแปรและขนาดตัวอย่างทั้งหมด 10 สถานการณ์ ทั้งในกรณีขนาดตัวอย่าง

เท่ากันและขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน  

2) ส าหรับกรณีขนาดตัวอย่างเท่ากัน ก าหนดสถานการณ์ดังนี้    1 2; , 60;20,20 ,p n n   

           100;20,20 , 100;40,40 , 200;20,20 , 200;40,40 , 200;60,60 , 400;20,20 ,

     400;40,40 , 400;60,60 , 400;80,80  

3) ส าหรับกรณีขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน ก าหนดสถานการณ์ดังนี้    1 2; , 60;26,31 ,p n n   

           100;26,31 , 100;36,46 , 200;26,31 , 200;46,51 , 200;66,76 , 400;26,31 ,

     400;46,51 , 400;66,76 , 400;86,106  

4) การค านวณระดับนัยส าคัญที่ได้รับ (Attained Significance Level: ASL) ก าหนดเวกเตอร์

ค่าเฉลี่ยประชากรของแต่ละประชากรเป็น  1 2 1
0 0 0

p
 μ μ  

5) การค านวณก าลังการทดสอบที่ ได้รับ (Attained Power) ก าหนดเวกเตอร์ค่าเฉลี่ ย

ประชากรของแต่ละประชากรเป็น  1 1
0 0 0

p
μ  และ  2 1 2 1p p

u u u


   μ  

เมือ่ 2 1 0,ku    2 ~ 0.5,0.5 ,
iid

ku U   1,2, , 2k p  

6) ก าหนดเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร ทั้งหมด 10 รูปแบบ ดังนี้ 

 (1)   1Σ    D  (2)  2Σ    Ψ  

 (3)  3Σ    1 2 1 2
1D D  (4)  4Σ    1 2 1 2

2Ψ Ψ  

 (5)  5Σ    1 2 1 2
3D D  (6)  6Σ    1 2 1 2

4Ψ Ψ  

 (7)  7Σ    1 2 1 2
5D D  (8)  8Σ    1 2 1 2

6Ψ Ψ  

 (9)  9Σ    1 2 1 2
1D D  (10) 10Σ    1 2 1 2

2Ψ Ψ  
 

โดยที่บล็อกจ านวน 1m  บล็อกแรกในแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ 3Σ , 4Σ , 5Σ , 6Σ

, 7Σ , และ 8Σ  มีขนาด q q  และบล็อกสุดท้ายมีขนาด m mq q  เมื่อ  1 mp m q q    
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เมื่อ D     1 2diag , , , pd d d ,  1
2i

p i
d

p

 
  , 1,2, ,i p  

 Ψ     1 2diag , , , p   ,  1
4i

p i

p


 
  , 1,2, ,i p  

 1     11 12 1diag , , , m     
 2     21 22 2diag , , , m    
 3     31 32 3diag , , , m    
 4     41 42 4diag , , , m    
 5     51 52 5diag , , , m    
 6     61 62 6diag , , , m    

 1k     ijr , 1iir   ,    
0.1

1 0.2
i j i j

ijr
 

  ,  i j , , 1, 2, , ki j q  

 2k     ijr , 1iir   ,    
0.1

1 0.4
i j i j

ijr
 

  ,  i j , , 1, 2, , ki j q  

 3k     ijr , 1iir   ,    
0.1

1 0.6
i j i j

ijr
 

  ,  i j , , 1, 2, , ki j q  

 4k     ijr , 1iir   ,    
0.1

1 0.8
i j i j

ijr
 

  ,  i j , , 1, 2, , ki j q  

 5k     ijr , 1iir   ,    
0.1

1 0.9
i j i j

ijr
 

  , i j , , 1, 2, , ki j q  

 6k     ijr , 1iir   ,    
0.1

1 0.95
i j i j

ijr
 

  , i j , , 1, 2, , ki j q  

 1   คือ เมทริกซ์แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อกที่ประกอบด้วยเมทริกซ์ย่อย 1 , 3 , 
และ 5  ซึ่งในแต่ละเมทริกซ์ย่อยจะมีขนาดที่แตกต่างกัน 3 รูปแบบ และ 
เมทริกซย์่อยท้ังหมดจะมีต าแหน่งบนแนวเส้นทแยงมุมอย่างสุ่ม 

และ  2   คือ เมทริกซ์แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อกที่ประกอบด้วยเมทริกซ์ย่อย 2 , 4 , 
และ 6  ซึ่งในแต่ละเมทริกซ์ย่อยจะมีขนาดที่แตกต่างกัน 3 รูปแบบ และ 
เมทริกซย์่อยทั้งหมดจะมีต าแหน่งบนแนวเส้นทแยงมุมอย่างสุ่ม 

   
7) ขนาด จ านวนและต าแหน่งอย่างสุ่มของเมทริกซ์ย่อยบนแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ 1  

และ 2  ส าหรับขนาดตัวอย่างเท่ากันและไม่เท่ากัน แสดงอยู่ในภาคผนวก ข และ ค ส าหรับเมทริกซ์ 

1  ให้พิจารณาเมทริกซ์ย่อย 1 , 3 , และ 5  ส่วนเมทริกซ์ 2  ให้พิจารณาเมทริกซ์ย่อย 2 , 

4 , และ 6  

8) การสร้างเวกเตอร์สุ่มที่มีการแจกแจงปรกติ p  ตัวแปร ใช้ชุดค าสั่ง (Package) MASS 

(Venables & Ripley, 2002)  
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9) การค านวณค่าสถิติทดสอบและค่าพี (p–value) ของตัวสถิติทดสอบ CQT  และ SKKT  ใช้

ชุดค าสั่ง MethylCapSig (Deepak et al., 2015) 

10) ค าสั่งส าหรับการค านวณค่าสถิติทดสอบและค่าพีของตัวสถิติทดสอบ BST , pT  และการ

จ าลองข้อมูลบางส่วนที่ใช้งานวิจัย แสดงอยู่ในภาคผนวก ง 

11) ก าหนดตัวเลขเริ่มต้น (Seed Number) ส าหรับการจ าลองข้อมูล เท่ากับ 312 1  

12) การจ าลองข้อมูลก าหนดจ านวนการท าซ้ า (Number of Replication) เท่ากับ 10,000 

ครั้ง ในแต่ละสถานการณ์ 

13) ส าหรับการค านวณระดับนัยส าคัญที่ได้รับของตัวสถิติทดสอบ BST , CQT , SKKT , และ 

pT  ทั้ง 10 สถานการณ์ในแต่ละรูปแบบของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร จะแสดง

ค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ (The Average Absolute Discrepancy: AAD) ไว้ด้านล่าง

ของตาราง ค านวณได้โดย 
ˆ 0.05

10
AAD

 
  
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บทท่ี 4 
 

ผลการด าเนินงานวิจัย 

ส าหรับบทที่ 4 ผลการด าเนินงานวิจัย ได้น าเสนอประสิทธิภาพของตัวสถิติทดสอบ pT  ที่

น าเสนอประกอบด้วยระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ เปรียบเทียบกับตัวสถิติ
ทดสอบ BST  ของ Bai and Saranadasa (1996), CQT  ของ Chen and Qin (2010), และ SKKT  

ของ Muni S. Srivastava et al. (2013) โดยการศึกษาด้วยการจ าลองข้อมูล (Simulation) ภายใต้
รูปแบบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากรที่แตกต่างกัน 5 รูปแบบ  

ระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับที่ค านวณจากการจ าลองข้อมูลภายใต้แต่
ละรูปแบบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน แสดงอยู่ในหัวข้อที่ 
4.1 (ตารางที่ 4.1 – 4.5) และเมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน แสดงอยู่ในแสดงอยู่ในหัวข้อที่ 4.2 (ตาราง
ที่ 4.6 – 4.10) 

และผลของการประยุกต์ใช้ตัวสถิติทดสอบ pT  ที่น าเสนอกับตัวสถิติทดสอบ BST , CQT , 

และ SKKT  ส าหรับข้อมูลจริงแสดงอยู่ในหัวข้อที่ 4.3 (ตารางที่ 4.11) 
 

4.1 ระดับนัยส าคัญท่ีได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน 

ตามที่ปรากฏในตารางที่ 4.1 ประสิทธิภาพของตัวสถิติทดสอบ , , ,BS CQ SKKT T T และ pT  

ภายใต้รูปแบบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร 1Σ  และ 2Σ  ซึ่งมีลักษณะเป็นเมทริกซ์
เอกลักษณ์ เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากันจะพิจารณาเป็น 2 กรณี คือในกรณีที่ขนาดของบล็อกร่วมของ
เมทริกซ ์ 1Σ  และ 2Σ  มีขนาดเป็น 1q   และ  1 2min , 4q n n      

ผลการจ าลองข้อมูลพบว่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับของตัวสถิติทดสอบ pT  เข้าใกล้ระดับ

นัยส าคัญที่ก าหนด 0.05 มากกว่าตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์และขนาดของบล็อกร่วมทั้ง 
2 กรณี หากพิจารณาจากค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ของตัวสถิติทดสอบทั้งหมดพบว่าตัว
สถิติทดสอบ pT  มีค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ในทั้ง 2 กรณีต่ าที่สุด และตัวสถิติทดสอบ

ทั้งหมดมีก าลังการทดสอบที่ได้รับอยู่ในระดับที่ไม่แตกต่างกัน โดยเมื่อขนาดตัวอย่างมีขนาดเล็กตัว
สถิติทดสอบ pT  จะมีก าลังการทดสอบที่ได้รับน้อยกว่าตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ ในระดับเล็กน้อย และ
ก าลังการทดสอบที่ได้รับจะมีแนวโน้มเพ่ิมขึ้นเมื่อขนาดตัวอย่างมีขนาดใหญ่ขึ้น ทั้งในกรณีขนาดของ
บล็อกร่วม 1q   และ  1 2min , 4q n n     
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ตารางท่ี 4.1 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ กรณเีมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ของประชากร 1Σ  และ 2Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน ที่ 0.05   
 

p  1 2,n n  
 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับ  ก าลังการทดสอบที่ได้รับ 
 BST  CQT  

SKKT  pT   BST  CQT  
SKKT  pT  

1q   
60 20,20  0.058 0.058 0.088 0.054  0.183 0.183 0.230 0.170 
100 20,20  0.059 0.059 0.096 0.056  0.237 0.237 0.321 0.227 

 40,40  0.060 0.060 0.072 0.059  0.517 0.517 0.549 0.511 
200 20,20  0.054 0.054 0.109 0.050  0.324 0.324 0.453 0.302 

 40,40  0.055 0.055 0.075 0.054  0.717 0.717 0.755 0.706 
 60,60  0.055 0.055 0.067 0.054  0.935 0.935 0.943 0.933 

400 20,20  0.053 0.053 0.138 0.050  0.468 0.469 0.652 0.439 
 40,40  0.051 0.051 0.078 0.049  0.906 0.906 0.933 0.900 
 60,60  0.052 0.052 0.068 0.052  0.995 0.995 0.996 0.994 
 80,80  0.058 0.058 0.069 0.059  1.000 1.000 1.000 1.000 

AAD   0.005 0.006 0.036 0.004  – – – – 

 1 2min , 4q n n     

60 20,20  0.058 0.058 0.088 0.057  0.183 0.183 0.230 0.157 
100 20,20  0.059 0.059 0.096 0.054  0.237 0.237 0.321 0.210 

 40,40  0.060 0.060 0.072 0.062  0.517 0.517 0.549 0.473 
200 20,20  0.054 0.054 0.109 0.049  0.324 0.324 0.453 0.265 

 40,40  0.055 0.055 0.075 0.056  0.717 0.717 0.755 0.659 
 60,60  0.055 0.055 0.067 0.057  0.935 0.935 0.943 0.903 

400 20,20  0.053 0.053 0.138 0.047  0.468 0.469 0.652 0.387 
 40,40  0.051 0.051 0.078 0.051  0.906 0.906 0.933 0.863 
 60,60  0.052 0.052 0.068 0.054  0.995 0.995 0.996 0.988 
 80,80  0.058 0.058 0.069 0.059  1.000 1.000 1.000 1.000 

AAD   0.005 0.006 0.036 0.005  – – – – 
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ตามที่ปรากฏในตารางที่ 4.2 ประสิทธิภาพของตัวสถิติทดสอบ , , ,BS CQ SKKT T T และ pT  

ภายใต้รูปแบบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร 3Σ  และ 4Σ  ซึ่งมีลักษณะเป็นเมทริกซ์
แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อก เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน พิจารณาในกรณีที่ขนาดของบล็อกร่วมของ 
เมทริกซ ์ 3Σ  และ 4Σ  มีขนาดเป็น  1 2min , 4q n n      

ผลการจ าลองข้อมูลพบว่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับของตัวสถิติทดสอบ pT  เข้าใกล้ระดับ

นัยส าคัญที่ก าหนด 0.05 มากกว่าตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ หากพิจารณาจากค่าเฉลี่ย
ของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ของตัวสถิติทดสอบทั้งหมดพบว่าตัวสถิติทดสอบ pT  มีค่าเฉลี่ยของ

ความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ต่ าที่สุด และตัวสถิติทดสอบ pT  มีก าลังการทดสอบที่ได้รับสูงกว่าตัวสถิติ

ทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ ยกเว้นในสถานการณ์ที่ 4 และ 7 โดยในสถานการณ์ดังกล่าวตัวสถิติ
ทดสอบ pT  มีก าลังการทดสอบที่ได้รับต่ ากว่าตัวสถิติทดสอบ SKKT  เล็กน้อย 

 
ตารางที่ 4.2 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ กรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ของประชากร 3Σ  และ 4Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน ที่ 0.05   
 

p  1 2,n n  
 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับ  ก าลังการทดสอบที่ได้รับ 

 BST  CQT  
SKKT  pT   BST  CQT  

SKKT  pT  

 1 2min , 4q n n     

60 20,20  0.065 0.065 0.084 0.059  0.157 0.157 0.186 0.205 
100 20,20  0.062 0.062 0.088 0.053  0.190 0.189 0.250 0.273 

 40,40  0.064 0.064 0.065 0.056  0.363 0.363 0.365 0.638 
200 20,20  0.059 0.059 0.097 0.049  0.270 0.270 0.360 0.355 

 40,40  0.064 0.064 0.066 0.054  0.523 0.523 0.544 0.822 
 60,60  0.065 0.065 0.064 0.055  0.749 0.748 0.740 0.978 

400 20,20  0.056 0.057 0.116 0.048  0.378 0.377 0.524 0.507 
 40,40  0.058 0.058 0.070 0.055  0.745 0.744 0.777 0.963 
 60,60  0.061 0.061 0.064 0.053  0.933 0.933 0.936 1.000 
 80,80  0.059 0.059 0.059 0.057  0.990 0.990 0.989 1.000 

AAD   0.011 0.011 0.027 0.004  – – – – 
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ตามที่ปรากฏในตารางที่ 4.3 ประสิทธิภาพของตัวสถิติทดสอบ , , ,BS CQ SKKT T T และ pT  

ภายใต้รูปแบบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร 5Σ  และ 6Σ  ซึ่งมีลักษณะเป็นเมทริกซ์
แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อก เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน พิจารณาในกรณีที่ขนาดของบล็อกร่วมของ 
เมทริกซ ์ 5Σ  และ 6Σ  มีขนาดเป็น  1 2min , 4q n n      

ผลการจ าลองข้อมูลพบว่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับของตัวสถิติทดสอบ pT  เข้าใกล้ระดับ

นัยส าคัญที่ก าหนด 0.05 มากกว่าตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ หากพิจารณาจากค่าเฉลี่ย
ของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ของตัวสถิติทดสอบทั้งหมดพบว่าตัวสถิติทดสอบ pT  มีค่าเฉลี่ยของ

ความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ต่ าที่สุด และตัวสถิติทดสอบ pT  มีก าลังการทดสอบที่ได้รับสูงกว่าตัวสถิติ

ทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์  
 
ตารางที่ 4.3 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ กรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ของประชากร 5Σ  และ 6Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน ที่ 0.05   
 

p  1 2,n n  
 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับ  ก าลังการทดสอบที่ได้รับ 
 BST  CQT  

SKKT  pT   BST  CQT  
SKKT  pT  

 1 2min , 4q n n     

60 20,20  0.071 0.071 0.069 0.055  0.121 0.121 0.113 0.512 
100 20,20  0.065 0.065 0.069 0.050  0.137 0.137 0.138 0.712 

 40,40  0.069 0.069 0.044 0.060  0.192 0.193 0.136 0.991 
200 20,20  0.064 0.063 0.074 0.049  0.175 0.174 0.194 0.849 

 40,40  0.067 0.067 0.052 0.051  0.253 0.253 0.204 1.000 
 60,60  0.070 0.069 0.042 0.055  0.328 0.329 0.236 1.000 

400 20,20  0.059 0.058 0.078 0.047  0.232 0.232 0.277 0.974 
 40,40  0.062 0.062 0.050 0.052  0.366 0.365 0.322 1.000 
 60,60  0.063 0.063 0.045 0.056  0.497 0.497 0.406 1.000 
 80,80  0.062 0.062 0.037 0.052  0.613 0.613 0.480 1.000 

AAD   0.015 0.015 0.012 0.003  – – – – 
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ตามที่ปรากฏในตารางที่ 4.4 ประสิทธิภาพของตัวสถิติทดสอบ , , ,BS CQ SKKT T T และ pT  

ภายใต้รูปแบบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร 7Σ  และ 8Σ  ซึ่งมีลักษณะเป็นเมทริกซ์
แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อก เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน พิจารณาในกรณีที่ขนาดของบล็อกร่วมของ 
เมทริกซ ์ 7Σ  และ 8Σ  มีขนาดเป็น  1 2min , 4q n n      

ผลการจ าลองข้อมูลพบว่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับของตัวสถิติทดสอบ pT  เข้าใกล้ระดับ

นัยส าคัญที่ก าหนด 0.05 มากกว่าตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ หากพิจารณาจากค่าเฉลี่ย
ของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ของตัวสถิติทดสอบทั้งหมดพบว่าตัวสถิติทดสอบ pT  มีค่าเฉลี่ยของ

ความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ต่ าที่สุด และตัวสถิติทดสอบ pT  มีก าลังการทดสอบที่ได้รับสูงกว่าตัวสถิติ

ทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ ์
 
ตารางที่ 4.4 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ กรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ของประชากร 7Σ  และ 8Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน ที่ 0.05   
 

p  1 2,n n  
 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับ  ก าลังการทดสอบที่ได้รับ 
 BST  CQT  

SKKT  pT   BST  CQT  
SKKT  pT  

 1 2min , 4q n n     

60 20,20  0.072 0.071 0.057 0.056  0.108 0.108 0.086 1.000 
100 20,20  0.065 0.064 0.059 0.054  0.120 0.120 0.105 1.000 

 40,40  0.068 0.068 0.033 0.053  0.156 0.156 0.081 1.000 
200 20,20  0.063 0.063 0.060 0.050  0.149 0.149 0.142 1.000 

 40,40  0.067 0.066 0.039 0.052  0.196 0.196 0.130 1.000 
 60,60  0.070 0.070 0.031 0.055  0.242 0.243 0.127 1.000 

400 20,20  0.059 0.059 0.067 0.046  0.188 0.188 0.196 1.000 
 40,40  0.062 0.062 0.042 0.047  0.271 0.271 0.200 1.000 
 60,60  0.063 0.063 0.033 0.054  0.353 0.352 0.229 1.000 
 80,80  0.060 0.060 0.025 0.055  0.425 0.425 0.243 1.000 

AAD   0.015 0.015 0.014 0.004  – – – – 
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ตามที่ปรากฏในตารางที่ 4.5 ประสิทธิภาพของตัวสถิติทดสอบ , , ,BS CQ SKKT T T และ pT  

ภายใต้รูปแบบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร 9Σ  และ 10Σ  ซึ่งมีลักษณะเป็นเมทริกซ์
แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อก เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน พิจารณาในกรณีที่เมทริกซ์ย่อยบนแนวเส้น
ทแยงมุมของเมทริกซ์ 9Σ  และ 10Σ  มีขนาดและลักษณะที่แตกต่างกัน 9 รูปแบบ และเมทริกซ์ย่อย
ทั้งหมดมีต าแหน่งบนแนวเส้นทแยงมุมอย่างสุ่ม 

ผลการจ าลองข้อมูลพบว่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับของตัวสถิติทดสอบ pT  เข้าใกล้ระดับ

นัยส าคัญที่ก าหนด 0.05 มากกว่าตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ หากพิจารณาจากค่าเฉลี่ย
ของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ของตัวสถิติทดสอบทั้งหมดพบว่าตัวสถิติทดสอบ pT  มีค่าเฉลี่ยของ

ความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ต่ าที่สุด และตัวสถิติทดสอบ pT  มีก าลังการทดสอบที่ได้รับสูงกว่าตัวสถิติ

ทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ 
 
ตารางที่ 4.5 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ กรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ของประชากร 9Σ  และ 10Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน ที่ 0.05   
 

p  1 2,n n  
 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับ  ก าลังการทดสอบที่ได้รับ 

 BST  CQT  
SKKT  pT   BST  CQT  

SKKT  pT  

60 20,20  0.070 0.069 0.065 0.047  0.125 0.125 0.118 0.848 
100 20,20  0.065 0.065 0.071 0.051  0.143 0.143 0.150 0.997 

 40,40  0.074 0.074 0.055 0.051  0.204 0.203 0.154 1.000 
200 20,20  0.062 0.061 0.074 0.046  0.180 0.180 0.199 0.994 

 40,40  0.068 0.068 0.052 0.049  0.270 0.270 0.220 1.000 
 60,60  0.071 0.071 0.045 0.048  0.357 0.357 0.264 1.000 

400 20,20  0.060 0.061 0.079 0.047  0.238 0.237 0.285 1.000 
 40,40  0.062 0.062 0.053 0.047  0.381 0.381 0.335 1.000 
 60,60  0.064 0.064 0.046 0.051  0.500 0.500 0.422 1.000 
 80,80  0.064 0.063 0.040 0.050  0.645 0.645 0.520 1.000 

AAD   0.016 0.016 0.012 0.002  – – – – 
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4.2 ระดับนัยส าคัญท่ีได้รับและก าลังการทดสอบท่ีได้รับ เมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน 

ตามท่ีปรากฏในตารางที่ 4.6 ประสิทธิภาพของตัวสถิติทดสอบ , , ,BS CQ SKKT T T และ pT   

ภายใต้รูปแบบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร 1Σ  และ 2Σ  ซึ่งมีลักษณะเป็นเมทริกซ์
เอกลักษณ์ เมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากันจะพิจารณาเป็น 2 กรณี คือในกรณีท่ีขนาดของบล็อกร่วมของ
เมทริกซ ์ 1Σ  และ 2Σ  มีขนาดเป็น 1q   และ  1 2min 1, 1 5q n n       

ผลการจ าลองข้อมูลพบว่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับของตัวสถิติทดสอบ pT  เข้าใกล้ระดับ

นัยส าคัญที่ก าหนด 0.05 มากกว่าตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์และขนาดของบล็อกร่วมทั้ง 
2 กรณี หากพิจารณาจากค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ของตัวสถิติทดสอบทั้งหมดพบว่าใน
กรณีขนาดของบล็อกร่วม 1q   ตัวสถิติทดสอบ BST  มีค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ต่ า
ที่สุด แต่ในกรณีขนาดของบล็อกร่วม  1 2min 1, 1 5q n n      ตัวสถิติทดสอบ BST  และ pT  
มีค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ต่ าที่สุดทั้งคู่ และตัวสถิติทดสอบทั้งหมดมีก าลังการทดสอบที่
ได้รับอยู่ในระดับที่ไม่แตกต่างกัน โดยเมื่อขนาดตัวอย่างมีขนาดเล็กตัวสถิติทดสอบ pT  จะมีก าลังการ
ทดสอบที่ได้รับน้อยกว่าตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ ในระดับเล็กน้อย และก าลังการทดสอบที่ได้รับจะมี
แนวโน้มเพ่ิมขึ้นเมื่อขนาดตัวอย่างมีขนาดใหญ่ขึ้น ทั้งในกรณี ขนาดของบล็อกร่วม 1q   และ 

 1 2min 1, 1 5q n n      
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ตารางที่ 4.6 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ กรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ของประชากร 1Σ  และ 2Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน ที่ 0.05   
 

p  1 2,n n  
 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับ  ก าลังการทดสอบที่ได้รับ 
 BST  CQT  

SKKT  pT   BST  CQT  
SKKT  pT  

1q   
60 26,31  0.056 0.056 0.069 0.054  0.263 0.262 0.286 0.251 
100 26,31  0.056 0.056 0.078 0.056  0.362 0.362 0.411 0.352 

 36,46  0.056 0.056 0.065 0.055  0.553 0.554 0.577 0.545 
200 26,31  0.058 0.058 0.088 0.055  0.508 0.507 0.578 0.490 

 46,51  0.055 0.055 0.068 0.054  0.838 0.839 0.856 0.833 
 66,76  0.055 0.055 0.062 0.056  0.978 0.978 0.980 0.978 

400 26,31  0.055 0.056 0.103 0.055  0.716 0.715 0.802 0.700 
 46,51  0.053 0.053 0.074 0.052  0.969 0.969 0.978 0.968 
 66,76  0.057 0.057 0.071 0.057  0.999 0.999 1.000 0.999 
 86,106  0.056 0.056 0.063 0.058  1.000 1.000 1.000 1.000 

AAD   0.006 0.006 0.024 0.005  – – – – 

 1 2min 1, 1 5q n n      

60 26,31  0.056 0.056 0.069 0.056  0.263 0.262 0.286 0.234 
100 26,31  0.056 0.056 0.078 0.057  0.362 0.362 0.411 0.330 

 36,46  0.056 0.056 0.065 0.053  0.553 0.554 0.577 0.516 
200 26,31  0.058 0.058 0.088 0.054  0.508 0.507 0.578 0.460 

 46,51  0.055 0.055 0.068 0.053  0.838 0.839 0.856 0.803 
 66,76  0.055 0.055 0.062 0.055  0.978 0.978 0.980 0.965 

400 26,31  0.055 0.056 0.103 0.054  0.716 0.715 0.802 0.661 
 46,51  0.053 0.053 0.074 0.052  0.969 0.969 0.978 0.955 
 66,76  0.057 0.057 0.071 0.056  0.999 0.999 1.000 0.999 
 86,106  0.056 0.056 0.063 0.055  1.000 1.000 1.000 1.000 

AAD   0.006 0.006 0.024 0.004  – – – – 
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ตามที่ปรากฏในตารางที่ 4.7 ประสิทธิภาพของตัวสถิติทดสอบ , , ,BS CQ SKKT T T และ pT  

ภายใต้รูปแบบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร 3Σ  และ 4Σ  ซึ่งมีลักษณะเป็นเมทริกซ์
แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อก เมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน พิจารณาในกรณีที่ขนาดของบล็อกร่วมของ 
เมทริกซ ์ 3Σ  และ 4Σ  มีขนาดเป็น  1 2min 1, 1 5q n n       

ผลการจ าลองข้อมูลพบว่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับของตัวสถิติทดสอบ pT  เข้าใกล้ระดับ

นัยส าคัญที่ก าหนด 0.05 มากกว่าตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ หากพิจารณาจากค่าเฉลี่ย
ของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ของตัวสถิติทดสอบทั้งหมดพบว่าตัวสถิติทดสอบ pT  มีค่าเฉลี่ยของ

ความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ต่ าที่สุด และตัวสถิติทดสอบ pT  มีก าลังการทดสอบที่ได้รับสูงกว่าตัวสถิติ

ทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ 
 
ตารางที่ 4.7 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ กรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ของประชากร 3Σ  และ 4Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน ที่ 0.05   
 

p  1 2,n n  
 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับ  ก าลังการทดสอบที่ได้รับ 
 BST  CQT  

SKKT  pT   BST  CQT  
SKKT  pT  

 1 2min 1, 1 5q n n      

60 26,31  0.063 0.063 0.067 0.056  0.216 0.216 0.220 0.316 
100 26,31  0.064 0.064 0.074 0.054  0.292 0.292 0.320 0.445 

 36,46  0.058 0.058 0.061 0.054  0.424 0.425 0.431 0.647 
200 26,31  0.059 0.059 0.077 0.055  0.412 0.412 0.466 0.577 

 46,51  0.062 0.062 0.066 0.056  0.682 0.683 0.688 0.929 
 66,76  0.061 0.061 0.058 0.056  0.889 0.889 0.882 0.996 

400 26,31  0.059 0.059 0.091 0.052  0.612 0.611 0.691 0.803 
 46,51  0.062 0.062 0.071 0.056  0.889 0.888 0.901 0.993 
 66,76  0.060 0.060 0.062 0.054  0.988 0.988 0.988 1.000 
 86,106  0.061 0.061 0.059 0.057  1.000 1.000 1.000 1.000 

AAD   0.011 0.011 0.018 0.005  – – – – 
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ตามที่ปรากฏในตารางที่ 4.8 ประสิทธิภาพของตัวสถิติทดสอบ , , ,BS CQ SKKT T T และ pT

ภายใต้รูปแบบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร 5Σ  และ 6Σ  ซึ่งมีลักษณะเป็นเมทริกซ์
แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อก เมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน พิจารณาในกรณีที่ขนาดของบล็อกร่วมของ 
เมทริกซ ์ 5Σ  และ 6Σ  มีขนาดเป็น  1 2min 1, 1 5q n n       

ผลการจ าลองข้อมูลพบว่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับของตัวสถิติทดสอบ pT  เข้าใกล้ระดับ

นัยส าคัญที่ก าหนด 0.05 มากกว่าตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ หากพิจารณาจากค่าเฉลี่ย
ของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ของตัวสถิติทดสอบทั้งหมดพบว่าตัวสถิติทดสอบ pT  มีค่าเฉลี่ยของ

ความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ต่ าที่สุด และตัวสถิติทดสอบ pT  มีก าลังการทดสอบที่ได้รับสูงกว่าตัวสถิติ

ทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ 
 
ตารางที่ 4.8 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ กรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ของประชากร 5Σ  และ 6Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน ที่ 0.05   
 

p  1 2,n n  
 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับ  ก าลังการทดสอบที่ได้รับ 
 BST  CQT  

SKKT  pT   BST  CQT  
SKKT  pT  

 1 2min 1, 1 5q n n      

60 26,31  0.067 0.067 0.056 0.054  0.144 0.144 0.120 0.745 
100 26,31  0.065 0.065 0.062 0.057  0.182 0.182 0.166 0.920 

 36,46  0.067 0.067 0.051 0.058  0.234 0.233 0.188 0.990 
200 26,31  0.063 0.062 0.061 0.055  0.250 0.250 0.247 0.980 

 46,51  0.067 0.067 0.052 0.056  0.346 0.347 0.293 1.000 
 66,76  0.064 0.064 0.043 0.055  0.463 0.463 0.357 1.000 

400 26,31  0.061 0.061 0.069 0.051  0.366 0.365 0.385 1.000 
 46,51  0.062 0.062 0.051 0.053  0.525 0.524 0.479 1.000 
 66,76  0.063 0.063 0.046 0.055  0.689 0.689 0.611 1.000 
 86,106  0.065 0.065 0.040 0.056  0.848 0.848 0.762 1.000 

AAD   0.014 0.014 0.007 0.005  – – – – 
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ตามที่ปรากฏในตารางที่ 4.9 ประสิทธิภาพของตัวสถิติทดสอบ , , ,BS CQ SKKT T T และ pT  

ภายใต้รูปแบบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร 7Σ  และ 8Σ  ซึ่งมีลักษณะเป็นเมทริกซ์
แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อก เมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน พิจารณาในกรณีที่ขนาดของบล็อกร่วมของ 
เมทริกซ ์ 7Σ  และ 8Σ  มีขนาดเป็น  1 2min 1, 1 5q n n       

ผลการจ าลองข้อมูลพบว่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับของตัวสถิติทดสอบ pT  เข้าใกล้ระดับ

นัยส าคัญที่ก าหนด 0.05 มากกว่าตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ หากพิจารณาจากค่าเฉลี่ย
ของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ของตัวสถิติทดสอบทั้งหมดพบว่าตัวสถิติทดสอบ pT  มีค่าเฉลี่ยของ

ความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ต่ าที่สุด และตัวสถิติทดสอบ pT  มีก าลังการทดสอบที่ได้รับสูงกว่าตัวสถิติ

ทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ ์
 
ตารางที่ 4.9 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ กรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ของประชากร 7Σ  และ 8Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน ที่ 0.05   
 

p  1 2,n n  
 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับ  ก าลังการทดสอบที่ได้รับ 
 BST  CQT  

SKKT  pT   BST  CQT  
SKKT  pT  

 1 2min 1, 1 5q n n      

60 26,31  0.067 0.067 0.048 0.054  0.124 0.124 0.088 1.000 
100 26,31  0.067 0.067 0.051 0.056  0.149 0.149 0.118 1.000 

 36,46  0.067 0.067 0.040 0.058  0.185 0.185 0.126 1.000 
200 26,31  0.060 0.060 0.054 0.055  0.203 0.203 0.175 1.000 

 46,51  0.068 0.067 0.041 0.056  0.260 0.260 0.179 1.000 
 66,76  0.064 0.064 0.031 0.057  0.328 0.328 0.194 1.000 

400 26,31  0.061 0.061 0.058 0.053  0.289 0.289 0.272 1.000 
 46,51  0.062 0.062 0.042 0.058  0.388 0.388 0.301 1.000 
 66,76  0.065 0.065 0.035 0.051  0.501 0.501 0.367 1.000 
 86,106  0.064 0.064 0.028 0.056  0.631 0.630 0.447 1.000 

AAD   0.014 0.014 0.010 0.005  – – – – 
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ตามที่ปรากฏในตารางที่ 4.10 ประสิทธิภาพของตัวสถิติทดสอบ , , ,BS CQ SKKT T T และ pT

ภายใต้รูปแบบเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร 9Σ  และ 10Σ  ซึ่งมีลักษณะเป็นเมทริกซ์
แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อก เมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน พิจารณาในกรณีที่เมทริกซ์ย่อยบนแนวเส้น
ทแยงมุมของเมทริกซ์ 9Σ  และ 10Σ  มีขนาดและลักษณะที่แตกต่างกัน 9 รูปแบบ และเมทริกซ์ย่อย
ทั้งหมดมีต าแหน่งบนแนวเส้นทแยงมุมอย่างสุ่ม 

ผลการจ าลองข้อมูลพบว่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับของตัวสถิติทดสอบ pT  เข้าใกล้ระดับ

นัยส าคัญที่ก าหนด 0.05 มากกว่าตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ หากพิจารณาจากค่าเฉลี่ย
ของความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ของตัวสถิติทดสอบทั้งหมดพบว่าตัวสถิติทดสอบ pT  มีค่าเฉลี่ยของ

ความคลาดเคลื่อนสัมบูรณ์ต่ าที่สุด และตัวสถิติทดสอบ pT  มีก าลังการทดสอบที่ได้รับสูงกว่าตัวสถิติ

ทดสอบอ่ืน ๆ ในทุกสถานการณ์ 
 
ตารางท่ี 4.10 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับและก าลังการทดสอบที่ได้รับ กรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ของประชากร 9Σ  และ 10Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน ที่ 0.05   
 

p  1 2,n n  
 ระดับนัยส าคัญที่ได้รับ  ก าลังการทดสอบที่ได้รับ 

 BST  CQT  
SKKT  pT   BST  CQT  

SKKT  pT  

60 26,31  0.067 0.067 0.058 0.051  0.155 0.154 0.133 0.940 
100 26,31  0.065 0.065 0.062 0.053  0.197 0.196 0.186 0.996 

 36,46  0.067 0.066 0.055 0.054  0.239 0.239 0.203 1.000 
200 26,31  0.060 0.060 0.063 0.050  0.261 0.262 0.268 1.000 

 46,51  0.066 0.066 0.052 0.051  0.380 0.381 0.334 1.000 
 66,76  0.065 0.065 0.045 0.055  0.483 0.483 0.383 1.000 

400 26,31  0.061 0.060 0.067 0.049  0.389 0.389 0.404 1.000 
 46,51  0.064 0.064 0.054 0.053  0.529 0.529 0.487 1.000 
 66,76  0.065 0.065 0.045 0.050  0.700 0.701 0.609 1.000 
 86,106  0.064 0.064 0.043 0.055  0.871 0.871 0.794 1.000 

AAD   0.014 0.014 0.008 0.002  – – – – 
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4.3 การประยุกต์ใช้ตัวสถิติทดสอบท่ีน าเสนอกับข้อมูลจริง 

 ส าหรับข้อมูลจริงทีน่ ามาทดสอบสมมุติฐานด้วยตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอและตัวสถิติทดสอบ
ของ Bai and Saranadasa (1996), Chen and Qin (2010), และ Muni S. Srivastava et al. 
(2013) คือข้อมูลไมโครอาร์เรย์ของดีเอ็นเอเกี่ยวกับโรคมะเร็งต่อมลูกหมาก (Prostate Cancer 
Data) ในข้อมูลประกอบด้วยตัวอย่างต่อมลูกหมากปกติ (Normal Samples) จ านวน 50 หน่วย
ตัวอย่าง และต่อมลูกหมากที่พบเซลล์มะเร็ง (Prostate Tumor) จ านวน 52 หน่วยตัวอย่าง ในแต่ละ
หน่วยตัวอย่างเก็บข้อมูลการแสดงออกของยีน (Gene Expression) จ านวน 6,033 ยีน (Dettling & 
Bühlmann, 2002; Singh et al., 2002) โดยสามารถเข้าถึงข้อมูลโรคมะเร็งต่อมลูกหมากได้จาก
ชุดค าสั่ง spls ในโปรแกรมอาร์ (Dongjun, Hyonho, & Sunduz, 2018) โดยจะเลือกการ
แสดงออกของยีนมาทดสอบสมมุติฐานจ านวน 1,000 ยีน 

ก่อนท าการทดสอบสมมุติฐานความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยของการแสดงออกของยีน
ระหว่างต่อมลูกหมากปกติและต่อมลูกหมากที่พบเซลล์มะเร็ง จะท าการทดสอบความเท่ากันของ 
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากรของการแสดงออกของยีนทั้ง 1,000 ยีน ก่อน โดยใช้การ
ทดสอบของ Chaipitak and Chongcharoen (2013) ผลการทดสอบสมมุติฐานได้ค่าสถิติทดสอบ 

* 4.338T   และค่าพี (p–value) คือ 0.001  นั่นคือเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากร
ระหว่างการแสดงออกของยีนของต่อมลูกหมากปกติและต่อมลูกหมากที่พบเซลล์มะเร็งไม่เท่ากัน ที่
ระดับนัยส าคัญ 0.05 จึงสามารถใช้ตัวสถิติทดสอบท่ีน าเสนอได้ 
 น าข้อมูลการแสดงออกของยีนทั้ง 1,000 ยีน ระหว่างตัวอย่างต่อมลูกหมากปกติและต่อม
ลูกหมากที่พบเซลล์มะเร็ง มาค านวณเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่าง ตามสมการที่ (2.28) หลังจาก
นั้นจึงพยายามจัดเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่างให้มีลักษณะใกล้คียงกับเมทริกซ์แนวเส้นทแยงมุม
เป็นบล็อก โดยท าการเลือกตัวแปรสุ่มที่มีความสัมพันธ์กันให้อยู่ในกลุ่มเดียวกัน อาจพิจารณาจากค่า
สหสัมพันธ์ภายในเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่างที่มีระดับความสัมพันธ์ใกล้เคียงกัน หรืออาจใช้การ
วิเคราะห์กลุ่ม (Cluster Analysis) เข้ามาช่วยในการจัดกลุ่มของตัวแปร  

การวิเคราะห์กลุ่มด้วยโปรแกรมอาร์ จะใช้ค าสั่ง hclust()โดยเป็นค าสั่งส าหรับการ
วิเคราะห์กลุ่มแบบเป็นขั้นตอน (Hierarchical Cluster Analysis) มีค่าเริ่มต้น (Defaults) ของค าสั่ง
ส าหรับการรวมกลุ่ม  (Agglomeration) และการวัดความต่าง (Dissimilarity Measure) หรือ
ระยะห่าง (Distance Measure) คือ วิธีการรวมกลุ่มแบบสมบูรณ์  (Complete Linkage) และ
ระยะห่างยูคลิเดียน (Euclidean Distance) ซึ่งผู้วิเคราะห์สามารถเลือกใช้วิธีการรวมกลุ่มและการวัด
ความต่างด้วยวิธีอ่ืน ๆ ได ้ 
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การใช้ค าสั่ง hclust() ดังกล่าวจะน ามาใช้ส าหรับการจัดกลุ่มระหว่างตัวแปรสุ่มภายใน
เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่าง ซึ่งค าสั่งจะสามารถสร้างกราฟต้นไม้ (Dendrogram) เพ่ือแนะน าการ
จัดกลุ่มของตัวแปรได้ ส าหรับการจัดกลุ่มของตัวแปรในที่นี้จะพิจารณาจากระยะห่างของค่า
สหสัมพันธ์ระหว่างตัวแปร (การแสดงออกของยีน) โดยไม่พิจารณาเครื่องหมาย (Sign) ของค่า
สหสัมพันธ์ ภายในเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่างของการแสดงออกของยีนระหว่างต่อมลูกหมาก
ปกติและต่อมลูกหมากที่พบเซลล์มะเร็ง  

ภายหลังการวิเคราะห์ด้วยค าสั่ง hclust() จะจัดกลุ่มตัวแปรด้วยการสลับต าแหน่ง 
ตัวแปร (การแสดงออกของยีน) ตามกราฟต้นไม้ทั้งในส่วนของตัวอย่างต่อมลูกหมากปกติและต่อม
ลูกหมากท่ีพบเซลล์มะเร็ง แล้วน าข้อมูลที่สลับต าแหน่งใหม่ไปค านวณเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่าง 
ตามสมการที่ (2.28) อีกครั้ง ซึ่งพบว่าการวิเคราะห์กลุ่มโดยใช้วิธีการรวมกลุ่มแบบสมบูรณ์และการวัด
ความต่างด้วยระยะห่างยูคลิเดียน ท าให้เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่างที่จัดตัวแปรใหม่มีลักษณะ
ใกล้เคียงกับเมทริกซ์แนวเส้นทแยงมุมเป็นบล็อก จึงสามารถใช้ตัวสถิติทดสอบท่ีน าเสนอได้ 

ส าหรับการค านวณค่าสถิติทดสอบของตัวสถิติทดสอบ pT  เนื่องจากข้อมูลโรคมะเร็งต่อม

ลูกหมากมีขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน คือ 1 50n   และ 2 52n   จึงก าหนดขนาดของบล็อกร่วมเป็น 

 min 50 1,52 1 5 9q       . ค่าสถิติทดสอบและค่าพีของตัวสถิติทดสอบ , , ,BS CQ SKKT T T

และ pT  แสดงอยู่ในตารางที่ 4.11 ซึ่งตามที่ปรากฏในตารางที่ 4.11 พบว่าตัวสถิติทดสอบทั้งหมดมี

ค่าพีน้อยกว่า 0.05 จึงปฎิเสธสมมุติฐานหลัก นั่นคือค่าเฉลี่ยของการแสดงออกของยีนระหว่างต่อม
ลูกหมากปกติและต่อมลูกหมากท่ีพบเซลล์มะเร็งมีความแตกต่างกันอย่างมีนัยส าคัญทางสถิติ ที่ระดับ
นัยส าคัญ 0.05  

 
ตารางที่ 4.11 ค่าสถิติทดสอบและค่าพีของการทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยของการ
แสดงออกของยีนระหว่างต่อมลูกหมากปกติและต่อมลูกหมากที่พบเซลล์มะเร็ง 
 

ตัวสถิติทดสอบ BST  CQT  
SKKT  pT  

ค่าสถิติทดสอบ 6.661  6.624  2.607  60.161 
ค่าพี 0.001  0.001  0.0046  0.001  

เวลาในการค านวณ 1.05 วินาที 31.12 นาที 2.68 วินาที 0.17 วินาที 
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บทท่ี 5 

 
สรุปและอภิปรายผลการด าเนินงานวิจัย 

ส าหรับบทที่ 4 สรุปและอภิปรายผลการด าเนินงานวิจัย ได้น าเสนอข้อสรุปของตัวสถิติ
ทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร เมื่อเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน ส าหรับข้อมูลมิติสูงที่น าเสนอในการวิจัยครั้งนี้ ในหัวข้อ 5.1 และ
ข้อเสนอแนะส าหรับการวิจัยในอนาคต ในหัวข้อ 5.2 

 
5.1 ข้อสรุปของการด าเนินงานวิจัย 

การทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร ถ้าในกรณีเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรเท่ากัน ตัวสถิติทดสอบที่ใช้ในการทดสอบสมมุติฐานจะมีการแจก
แจงแม่นตรง (Exact Distribution) ด้วยการแจกแจงการแจกแจกโฮเทลลิ่งทีก าลังสอง และถ้าในกรณี
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน ผู้วิจัยสามารถเลือกใช้การแจกแจง
โดยประมาณของตัวสถิติทดสอบได้จากการน าเสนอของบรรดาเหล่านักสถิติทั้งหลายดังที่ได้อธิบายใน
หัวข้อที่ 2.1 แต่การทดสอบสมมุติฐานดังกล่าวจะเกิดปัญหาขึ้นเมื่อข้อมูลมีมิติสูง กล่าวคือเมื่อข้อมูลมี

มิติสูงจะมีผลท าให้เมทริกซ์ S  ไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผัน 1
S  ได ้

 งานวิจัยนี้ได้น าเสนอสถิติทดสอบความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 ประชากร เมื่อ
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน ส าหรับข้อมูลมิติสูง เพ่ือทดสอบ
สมมุติฐานเชิงสถิติ 0 1 2:H μ μ  เทียบกับ 1 1 2:H μ μ  เมื่อข้อมูลสุ่มจากประชากรที่มีการแจก
แจงปรกติ p  ตัวแปร และข้อมูลทั้งสองตัวอย่างเป็นอิสระกัน โดยข้อมูลมิติสูงหมายถึงข้อมูลที่มี
จ านวนตัวแปรสุ่มมากกว่าผลรวมของขนาดตัวอย่างลบด้วยสอง หรือ 1 2 2p n n    การพัฒนาตัว
สถิติทดสอบที่น าเสนอมีพ้ืนฐานมาจากแนวความคิดการเก็บรักษาข้อมูลหรือสารสนเทศจากเมทริกซ์
ความแปรปรวนร่วมของตั วอย่ าง ให้ มากที่ สุ ด เท่ าที่ จะท าได้ ของ Jiamwattanapong and 
Chongcharoen (2017) 
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เป้าหมายที่ส าคัญส าหรับการด าเนินงานวิจัยในครั้งนี้คือต้องการแก้ไขปัญหาเมทริกซ์ S  ไม่

สามารถหาเมทริกซ์ผกผัน 1
S  ได้ เมื่อข้อมูลมีมิติสูง โดยการใช้เมทริกซ์ blockS ซึ่งเป็นเมทริกซ์แนว

เส้นทแยงมุมเป็นบล็อกจากเมทริกซ์ S  มาแทนที่เมทริกซ์ S  ในตัวสถิติทดสอบ การใช้เมทริกซ์ 

blockS  แทนเมทริกซ์ S  นั้นแม้ว่าจะท าให้ค่าความแปรปรวนร่วมที่อยู่นอกแนวเส้นทแยงมุมของ 

เมทริกซ์ S  บางส่วนไม่ถูกน ามาใช้ในตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอ แต่การแก้ไขปัญหาดังกล่าวนับว่าเป็น
ความพยายามที่ต้องการเก็บรักษาข้อมูลหรือสารสนเทศจากเมทริกซ์ S  ให้มากที่สุดเท่าที่จะท าได้
อย่างเหมาะสม เพ่ือให้สอดคล้องกับแนวความคิดของ Jiamwattanapong and Chongcharoen 

(2017) นอกจากนัน้การแก้ไขปัญหาดังกล่าวท าให้เมทริกซ์ blockS  สามารถหาเมทริกซ์ผกผัน 1
block


S  
ได้ และท าให้สามารถประยุกต์ใช้การแจกแจงโดยประมาณของตัวสถิติทดสอบในกรณี in p  หรือ
กรณีข้อมูลไม่มีมิติสูง มาเป็นพ้ืนฐานส าหรับการหาค่าเฉลี่ยและความแปรปรวนของตัวสถิติทดสอบที่
น าเสนอ เพ่ือที่สามารถแสดงให้เห็นว่าตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอสามารถลู่เข้าเชิงการแจกแจงสู่การ
แจกแจงปรกติมาตรฐานได้  

ตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอมีการแจกแจงปรกติมาตรฐานโดยประมาณภายใต้สมมุติฐานหลัก 
เมื่อจ านวนตัวแปรสุ่มมีจ านวนมากเมื่อเทียบกับขนาดตัวอย่าง โดยตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอมี
คุณสมบัติไม่แปรเปลี่ยนภายใต้การแปลงสเกลาร์และจากการศึกษาด้วยการจ าลองข้อมูลพบว่าตัวสถิติ
ทดสอบที่น าเสนอมีระดับนัยส าคัญที่ได้รับเข้าใกล้ระดับนัยส าคัญที่ก าหนดอย่างน่าพอใจในทุก
สถานการณ์และทุกรูปแบบของเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากรที่ศึกษา ทั้งในกรณีขนาด
ตัวอย่างเท่ากันและไม่เท่ากัน ซึ่งผลการศึกษาดังกล่าวสามารถช่วยยืนยันได้ว่าตัวสถิติทดสอบที่
น าเสนอมีการแจกแจงปรกติมาตรฐานโดยประมาณจริง  

ในส่วนก าลังการทดสอบที่ได้รับพบว่าตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอมีก าลังการทดสอบที่ได้รับ
ใกล้เคียงกับตัวสถิติทดสอบอ่ืน ๆ เมื่อเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากรมีลักษณะเป็น 
เมทริกซ์เอกลักษณ์ และตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอมีก าลังการทดสอบที่ได้รับสูงกว่าตัวสถิติทดสอบ 
อ่ืน ๆ เมื่อเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของประชากรมีลักษณะเป็นเมทริกซ์แนวเส้นทแยงมุมเป็น
บล็อก โดยตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอจะมีก าลังการทดสอบที่ได้รับเพ่ิมขึ้นเมื่อขนาดตัวอย่างทั้งสอง
ตัวอย่างมีขนาดใหญ่ขึ้นเมื่อจ านวนตัวแปรสุ่มคงที่ หรือจ านวนตัวแปรสุ่มเพ่ิมข้ึนเมื่อขนาดตัวอย่างทั้ง
สองตัวอย่างคงท่ี หรือความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรสุ่มมีระดับความสัมพันธ์เพ่ิมข้ึนทั้งสองตัวอย่าง 
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ส าหรับขั้นตอนการทดสอบสมมุติฐานทางสถิติด้วยตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอ มีรายละเอียด
ดังนี้ 

1) ขนาดตัวอย่างสุ่มต้องมีขนาดไม่น้อยกว่า 8 ทั้งสองตัวอย่าง หรือ 1 2, 8n n   

2) ตรวจสอบว่าข้อมูลในแต่ละตัวอย่างเป็นอิสระกันหรือไม่ 

3) ตรวจสอบข้อก าหนดเบื้องต้นว่าข้อมูลในแต่ละตัวอย่างมีการแจกแจงปรกติหลายตัวแปร 

(Multivariate Normality) หรือไม ่

4) ตรวจสอบว่าข้อมูลในแต่ละตัวอย่างเป็นเวกเตอร์สุ่มจากประชากรที่มี เมทริกซ์ความ

แปรปรวนร่วมของประชากรไม่เท่ากันหรือไม ่

5) ค านวณเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่าง จากสมการที่ (2.28)  

6) จัดตัวแปรสุ่มออกเป็นกลุ่ม ๆ โดยตัวแปรสุ่มที่มีความสัมพันธ์กันให้อยู่ในกลุ่มเดียวกัน  

โดยควรจัดตัวแปรสุ่มจนกระทั่งเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่างมีลักษณะใกล้เคียงกับเมทริกซ์แนวเส้น

ทแยงมุมเป็นบล็อก หรือใช้การวิเคราะห์กลุ่ม (Cluster Analysis) ด้วยค าสั่ง hclust()ใน

โปรแกรมอาร์ ซึ่งค าสั่งดังกล่าวจะช่วยจัดกลุ่มตัวแปรโดยพิจาณาจากระยะห่างของค่าสหสัมพันธ์

ระหว่างตัวแปร การจัดกลุ่มตัวแปรจะพิจารณาจากเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่างโดยไม่พิจารณา

เครื่องหมาย (Sign) ของค่าสหสัมพันธ์  

7) สลับต าแหน่งของตัวแปรสุ่มทั้ง 2 ตัวอย่าง ตามการจัดกลุ่มในกราฟเดมโดแกรม และ

พิจารณาว่าเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่างที่ค านวณใหม่อีกครั้ง มีลักษณะใกล้เคียงกับเมทริกซ์แนว

เส้นทแยงมุมเป็นบล็อกหรือไม่ หากยังไม่ใกล้เคียงควรจัดกลุ่มตัวแปรอีกครั้งโดยเลือกวิธีการรวมกลุ่ม

หรือวิธีการวัดความต่าง ที่แตกต่างจากเดิม 

8) ก าหนดขนาดของบล็อกหรือเมทริกซ์ย่อย  kq  จ านวน m  ค่า โดยที่ 
1

m

k
k

q p


  และมี

ความสอดคล้องกับข้อมูล โดยที่  1 2min , 4kq n n  และ  1 2min 1, 1 5kq n n    ส าหรับ

ขนาดตัวอย่างเท่ากันและไม่เท่ากัน ตามล าดับ หรือเพ่ือความสะดวกอาจก าหนดขนาดของบล็อกร่วม 

เป็น  1 2min , 4q n n     หรือ  1 2min 1, 1 5q n n      ส าหรับขนาดตัวอย่างเท่ากันและ

ไม่เท่ากัน ตามล าดับ 

9) ค านวณค่าสถิติทดสอบ pT  

10) ถ้า 1pT Z   จะปฎิเสธสมมุติฐานหลัก ที่ระดับนัยส าคัญ   
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5.2 ข้อเสนอแนะส าหรับการวิจัยในอนาคต 

 การพัฒนาตัวสถิติทดสอบ pT  มีพ้ืนฐานมาจากการแจกแจงโดยประมาณของตัวสถิติทดสอบ 
2T  ในสมการที่ (2.2) โดยในงานวิจัยนี้ได้ใช้การแจกแจงโดยประมาณของ Krishnamoorthy and 

Yu (2004) ซึ่งจากการทบทวนวรรณกรรมพบว่าในปัจจุบันการแจกแจงโดยประมาณดังกล่าวมีความ
เหมาะสมมากที่สุดส าหรับการทดสอบสมมุติฐานความเท่ากันของเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยระหว่าง 2 
ประชากร เมื่อเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมระหว่าง 2 ประชากรไม่เท่ากัน ดังนั้นหากในอนาคตมีการ
น าเสนอการแจกแจงโดยประมาณที่มีประสิทธิภาพเพ่ิมมากขึ้นหรือมีการปรับปรุงการแจกแจงแม่น
ตรงของ D. d. Nel et al. (1990) ให้อยู่ในรูปที่ไม่ซับซ้อนและอยู่ในวิสัยที่จะค านวณได้โดยสะดวก  
ก็เหมาะสมที่จะน าการแจกแจงโดยประมาณหรือการแจกแจงแม่นตรงเหล่านั้นมาปรับใช้กับตัวสถิติ
ทดสอบท่ีน าเสนอในครั้งนี้ 
 สืบเนื่องจากการใช้การแจกแจงโดยประมาณของ Krishnamoorthy and Yu (2004) ซึ่งได้มี
ข้อแนะน าเกี่ยวกับความเหมาะสมของการแจกแจงโดยประมาณส าหรับบางรูปแบบของความสัมพันธ์
ระหว่างขนาดตัวอย่างและจ านวนตัวแปรสุ่ม โดยการวิจัยครั้งนี้ได้แนะน าการเลือกขนาดของบล็อก

ร่วมของเมทริซ์ย่อย kkS  จากเมทริกซ์ S  คือ  1 2min , 4q n n     ส าหรับขนาดตัวอย่างเท่ากัน 

และ  1 2min 1, 1 5q n n      ส าหรับขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน เพ่ือให้สอดคล้องกับค าแนะน า

ของ Krishnamoorthy and Yu (2004) แต่ในทางหลักการแล้วตัวสถิติทดสอบที่น าเสนอสามารถ

เลือกขนาดของบล็อกหรือเมทริกซ์ย่อยจากเมทริกซ์ S  ได้สูงสุดถึงขนาด kq  โดยที่ 1 6k kq v    
เมื่อ kv  คือ องศาเสรีของ Krishnamoorthy and Yu (2004) ภายใต้ตัวแปรสุ่มที่จัดอยู่ในบล็อกหรือ
เมทริกซ์ย่อยที่ k , ทุกค่าของ k , 1,2, ,k m  ซึ่งค านวณได้จากสมการที่ (3.14) ดังนั้นแล้วอาจ
ศึกษาประสิทธิภาพของตัวสถิติทดสอบ pT  เมื่อขนาดของบล็อกหรือเมทริกซ์ย่อยที่เลือกจากเมทริกซ์ 

S  มีขนาดสูงสุดเท่าที่เป็นไปได้ในแต่ละสถานการณ์ 
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ภาคผนวก ก 
 

บทนิยามและทฤษฎีที่ใช้ในงานวิจัย 
 

บทนิยามที่ 1 การทดสอบไม่แปรเปลี่ยน (Invariant Test) 
ให้  1 2, , , nx x x x  เป็นตัวอย่างจาก P  และ   ซึ่งเป็นกลุ่มของการแปลงแบบ

หนึ่ งต่อหนึ่ ง (one–to–one Transformations) ของ x  แล้วสถิติทดสอบ  T x  จะเป็นการ
ทดสอบไม่แปรเปลี่ยนภายใต้   ก็ต่อเมื่อ     T g x T x  ส าหรับทุกค่าของ x  และ g   
 
ทฤษฏีที่ 1 การแจกแจงเอฟ ( F – Distribution) 
 ให้ X  เป็นตัวแปรสุ่มที่มีการแจกแจงเอฟ ( F – Distribution) ด้วยองศาเสรี a  และ b  
แล้วค่าเฉลี่ย (Expected) ความแปรปรวน (Variance) และโมเมนต์ศูนย์กลาง (Central Moment) 
ที่ 3 ของตัวแปรสุ่ม X  คือ (Jiamwattanapong & Chongcharoen, 2017) 

  E X    
2

b

b 
 ,   2b   

  Var X      

   

2

2

2 2

2 4

b a b

a b b

 

 
   ,   4b   

และ   
3

E X E X      

    

3

32

8 2 2 2

2 4 6

b a b a b

a b b b

   

  
  ,   6b   

 
ทฤษฏีที่ 2 ทฤษฎีบทขีดจ ากัดส่วนกลางของเลียปูนอฟ (Lyapunov’s Central Limit Theorem)  
สมมุติว่า 1 2, , ,

nn n nrx x x เป็นตัวแปรสุ่มที่เป็นค่าจริงและเป็นอิสระกันส าหรับแต่ละ n  ก าหนด 

1 2 nn n n nrS x x x     แล้ว   0nkE x   และ    2 2
nk nk nkVar x E x     ก าหนดให้  

2 2

1

nr

n nk
k

s 


    (Jiamwattanapong & Chongcharoen, 2017) 

ถ้าเง่ือนไขของเลียปูนอฟ (Lyapunov’s Condition) คือ   2

2
1

1
lim 0

nr

nk
n k n

E x
S







 

  

เป็นจริงส าหรับบางค่า เมื่อ 0   แล้ว   0,1
dn

n

S
N

s
  
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ภาคผนวก ข 
 

ขนาด จ านวนและต าแหน่งอย่างสุ่มของบลอ็กหรือเมทริกซ์ย่อย 
บนแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ ์ 1  และ 2  ส าหรับขนาดตัวอย่างเท่ากนั 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

ตารางภาคผนวก ข ท่ี 1 ขนาด จ านวนและต าแหน่งอย่างสุ่มของเมทริกซ์ย่อยบนแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ 1  และ 2  ส าหรับขนาดตัวอย่างเท่ากัน 
 

 1 2; ,p n n  ลักษณะ 
เมทริกซ์ย่อย 

1  หรือ 2  3  หรือ 4  5  หรือ 6  

 60;20,20  

ขนาด 5 4 3 5 4 3 5 4 2 

จ านวน 2 1 1 3 1 1 3 1 1 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 12,6 4 8 14,9,13 5 11 2,1,10 7 3 

 100;20,20  

ขนาด 5 4 3 5 4 2 5 4 3 

จ านวน 3 3 2 3 3 1 4 3 2 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 3,13,21 19,12,15 8,10 22,16,7 11,18,14 1 24,23,9,6 4,17,5 2,20 

 100;40,40  

ขนาด 10 8 6 10 8 6 10 8 4 

จ านวน 2 1 1 2 1 1 2 1 1 
ต าแหน่งอย่างสุ่ม 12,3 4 8 6,2 7 5 1,10 9 11 

 200;20,20  

ขนาด 5 4 3 5 4 2 5 4 3 

จ านวน 9 5 1 9 3 1 10 5 1 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 
29,2,27,3,

44,30, 
34,1,24 

8,13,37,2
8,36 

41 
19,33,9,4,
20,16,14,

7,5 
42,22,15 43 

40,31,23, 
10,35,17, 
26,21,11,

32 

18,6,38,3
9,25 

12 
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ตารางภาคผนวก ข ท่ี 1 ขนาด จ านวนและต าแหน่งอย่างสุ่มของเมทริกซ์ย่อยบนแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ 1  และ 2  ส าหรับขนาดตัวอย่างเท่ากัน (ต่อ) 
 

 1 2; ,p n n  ลักษณะ 
เมทริกซ์ย่อย 

1  หรือ 2  3  หรือ 4  5  หรือ 6  

 200;40,40  
ขนาด 10 8 6 10 7 6 10 9 8 

จ านวน 3 2 2 5 2 2 4 2 1 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 10,3,23 14,17 5,16 6,4,1,20,8 12,13 2,11 22,19,7,18 15,9 21 

 200;60,60  

ขนาด 15 14 12 15 12 7 15 14 10 

จ านวน 2 2 1 2 2 1 3 1 1 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 14,6 5,3 15 4,2 9,7 12 10,13,1 11 8 

 400;20,20  

ขนาด 5 4 3 5 4 2 5 4 3 

จ านวน 24 3 1 23 3 1 25 2 1 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 

11,1,45,81, 
49,68,47, 
19,15,78, 
20,77,51, 

42,8,61,82, 
44,75,73, 

48,71,29,25 

33,26,76 16 

22,62,52, 
41,65,3,27,
80,38,63, 
13,46,70, 

56,24,7,28,
32,35,9,2, 

30,79 

39,55,37 6 

59,66,5,50, 
60,43,21,54,
12,58,4,67, 
74,53,83,14,
31,72,18,23, 
40,36,69, 

17,57 

10,64 34 
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ตารางภาคผนวก ข ท่ี 1 ขนาด จ านวนและต าแหน่งอย่างสุ่มของเมทริกซ์ย่อยบนแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ 1  และ 2  ส าหรับขนาดตัวอย่างเท่ากัน (ต่อ) 
 

 1 2; ,p n n  ลักษณะ 
เมทริกซ์ย่อย 

1  หรือ 2  3  หรือ 4  5  หรือ 6  

 400;40,40  

ขนาด 10 9 7 10 8 6 10 9 8 

จ านวน 9 3 2 8 4 1 9 5 2 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 
21,32,5, 
14,19,8, 
43,10,39 

22,29,31 18,17 
9,1,7,26, 
37,27,2, 

42 

36,24,33,
13 

11 
34,15,20,
35,6,25, 
38,41,4 

28,3,40, 
16,23 

12,30 

 400;60,60  

ขนาด 15 14 13 15 12 10 15 14 12 

จ านวน 6 2 1 6 2 1 7 2 1 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 
5,26,7,27,

18,19 
14,23 25 

1,6,13,12,
8,10 

16,28 22 
24,21,4, 
15,20,9,3 

11,17 2 

 400;80,80  

ขนาด 20 18 15 20 15 12 20 19 16 
จ านวน 4 3 1 3 2 1 3 3 2 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 2,21,4,10 17,5,11 20 22,14,12 1,9 19 8,15,7 18,6,13 3,16 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาคผนวก ค 

 
ขนาด จ านวนและต าแหน่งอย่างสุ่มของบลอ็กหรือเมทริกซ์ย่อย 

บนแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ ์ 1  และ 2  ส าหรับขนาดตัวอย่างไม่เทา่กัน 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

ตารางภาคผนวก ค ที่ 1 ขนาด จ านวนและต าแหน่งอย่างสุ่มของเมทริกซ์ย่อยบนแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ 1  และ 2  ส าหรับขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน 
 

 1 2; ,p n n  ลักษณะ 
เมทริกซ์ย่อย 

1  หรือ 2  3  หรือ 4  5  หรือ 6  

 60;26,31  

ขนาด 5 4 2 5 4 3 5 4 3 

จ านวน 3 1 1 2 1 1 3 1 1 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 6,14,8 3 11 2,5 1 12 4,9,13 10 7 

 100;26,31  

ขนาด 5 4 3 5 4 2 5 4 3 

จ านวน 3 3 2 3 3 1 4 3 2 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 13,18,2 17,8,1 15,3 12,24,19 7,22,10 14 11,4,6,9 20,21,23 16,5 

 100;36,46  

ขนาด 7 6 4 7 5 3 7 6 5 

จ านวน 3 1 1 3 2 2 3 1 1 
ต าแหน่งอย่างสุ่ม 9,10,17 7 13 5,16,12 3,4 8,15 1,6,2 14 11 

 200;26,31  

ขนาด 5 4 3 5 4 3 5 4 2 

จ านวน 10 5 1 9 5 1 9 3 1 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 
11,26,17,
4,40,34,2,
28,41,38 

19,15,3,3
2,42 

10 
7,33,12, 
20,36,8, 
30,31,5 

9,21,35,2
5,6 

43 
27,39,23,
18,16,29,
13,44,22, 

37,14,1 24 
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ตารางภาคผนวก ค ที่ 1 ขนาด จ านวนและต าแหน่งอย่างสุ่มของเมทริกซ์ย่อยบนแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ 1  และ 2  ส าหรับขนาดตัวอย่างไมเ่ท่ากัน (ต่อ) 
 

 1 2; ,p n n  ลักษณะ 
เมทริกซ์ย่อย 

1  หรือ 2  3  หรือ 4  5  หรือ 6  

 200;46,51  

ขนาด 9 7 5 9 8 7 9 6 4 

จ านวน 5 3 1 4 3 1 4 3 2 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 
7,18,24, 
26,17 

8,3,13 14 16,25,4,5 2,6,12 19 9,1,10,23 20,21,22 15,11 

 200;66,76  

ขนาด 13 12 9 13 10 8 13 12 8 
จ านวน 3 2 1 3 1 1 3 2 1 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 13,9,5 7,14 6 17,1,4 16 2 12,10,3 8,11 15 

 400;26,31  

ขนาด 5 4 3 5 4 3 5 4 2 
จ านวน 25 3 1 23 2 1 24 3 1 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 

13,19,10,6,42, 
31,71,48,28, 
17,65,4,61, 
27,29,23,78,
2,20,35,30, 
81,11,25,50 

62,68,52 26 

8,64,21,66, 
70,82,47,63,
57,18,1,5, 

75,67,14,37,
43,33,45,12,
39,79,38 

55,49 16 

22,54,74,24,
58,32,51,73,
3,76,34,60, 
83,59,56,41,
40,36,7,53, 
44,46,9,77 

80,69,72 15 
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ตารางภาคผนวก ค ที่ 1 ขนาด จ านวนและต าแหน่งอย่างสุ่มของเมทริกซ์ย่อยบนแนวเส้นทแยงมุมของเมทริกซ์ 1  และ 2  ส าหรับขนาดตัวอย่างไมเ่ท่ากัน (ต่อ) 
 

 1 2; ,p n n  ลักษณะ 
เมทริกซ์ย่อย 

1  หรือ 2  3  หรือ 4  5  หรือ 6  

 400;46,51  

ขนาด 9 8 7 9 7 5 9 8 6 

จ านวน 10 4 1 11 3 1 12 4 1 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 
33,43,34, 
47,6,37,18,
25,40,17 

41,3,31, 
46 

2 

13,9,45, 
26,28,5, 
22,44,36, 

15,30 

32,8,29 10 

1,16,42, 
12,21,27,
19,4,23, 
35,7,20 

24,39,38,
14 

11 

 400;66,76  

ขนาด 13 10 8 13 12 10 13 12 9 
จ านวน 7 3 1 7 1 1 8 3 2 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 
25,10,8, 
26,1,33,4 

15,20,14 13 
6,18,2,32,

24,5,3 
9 21 

17,30,27,
19,29,11,

23,7 
28,31,16 22,12 

 400;86,106  

ขนาด 17 15 10 17 15 8 17 16 12 

จ านวน 5 3 1 5 2 2 5 2 1 

ต าแหน่งอย่างสุ่ม 
5,14,21, 

16,1 
25,2,26 7 

4,17,8,3, 
19 

15,6 18,11 
13,10,12,

22,23 
9,20 24 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาคผนวก ง 

 
ค าสั่งโปรแกรมอาร์ทีใ่ช้ในการวิจัย 
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ภาคผนวก ง 
 

ค าสั่งโปรแกรมอาร์ที่ใช้ในการวิจัย 
 

ค าสั่งที่ 1 ค าสั่งส าหรับค านวณค่าสถิติทดสอบและค่าพีของตัวสถิติทดสอบ BST  และ pT  
 

#Bai & Saranadasa(1996) Test# 

BS2test = function(data1,data2){ 

 data1 = as.matrix(data1) 

 data2 = as.matrix(data2) 

 p = ncol(data1) 

 n1 = nrow(data1)  

 n2 = nrow(data2) 

 m1 = colMeans(data1) 

 m2 = colMeans(data2) 

 S1 = cov(data1) 

 S2 = cov(data2) 

 trS1 = sum(diag(S1))  

 trS2 = sum(diag(S2))  

 Qn = ((t(m1-m2)%*%(m1-m2))-(trS1/n1)-(trS2/n2))/sqrt(p) 

 a21 = (((n1-1)^2)/(p*(n1-2)*(n1)))*((sum(diag(S1%*%S1)))-

((trS1^2)/(n1-1))) 

 a22 = (((n2-1)^2)/(p*(n2-2)*(n2)))*((sum(diag(S2%*%S2)))-

((trS2^2)/(n2-1))) 

 sigmaQ = 

((2*a21)/(n1^2))+((2*a22)/(n2^2))+((4*sum(diag(S1%*%S2)))/(p*n1*n2)) 

 TBS2 = Qn/sqrt(sigmaQ) 

 pvalue = pnorm(TBS2,lower.tail = FALSE) 

 result = list(test = TBS2,pvalue = pvalue) 

 result  

} 

 

#Propose Test# 
Ptest = function(data1,data2){ 

 data1 = as.matrix(data1) 

 data2 = as.matrix(data2) 

 p = ncol(data1) 

 n1 = nrow(data1)  

 n2 = nrow(data2) 

 mean1 = colMeans(data1) 

 mean2 = colMeans(data2) 

 s1 = cov(data1) 

 s2 = cov(data2) 

 shat = (s1/n1)+(s2/n2) 

 Yk = rep(0,m) 

 EYk = rep(0,m) 

 VarYk = rep(0,m) 

 dfv = rep(0,m) 

 for(i in 1:m) 

 { 

  m1 = mean1[first[i]:last[i]] 

  m2 = mean2[first[i]:last[i]] 

  shatt = shat[first[i]:last[i],first[i]:last[i]] 
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  A1 = s1[first[i]:last[i],first[i]:last[i]] 

  A2 = s2[first[i]:last[i],first[i]:last[i]] 

  Yk[i] = (t(m1-m2))%*%solve(shatt)%*%(m1-m2) 

  b1 = solve(shatt)%*%(A1/n1) 

  b2 = solve(shatt)%*%(A2/n2) 

  low = (sum(diag(b1%*%b1))+sum(diag(b1))^2)/(n1-

1)+(sum(diag(b2%*%b2))+sum(diag(b2))^2)/(n2-1) 

  dfv[i] = (size[i]+(size[i]^2))/low  

  EYk[i] = (dfv[i]*size[i])/(dfv[i]-size[i]-1) 

  VarYk[i] = (2*size[i]*(dfv[i]^2)*(dfv[i]-1))/(((dfv[i]-

size[i]-1)^2)*(dfv[i]-size[i]-3)) 

 } 

 TP = (sum(Yk)-sum(EYk))/sqrt(sum(VarYk)) 

 pvalue = pnorm(TP,lower.tail = FALSE) 

 result = list(test = TP,pvalue = pvalue) 

 result  

} 

 
ค าสั่งที่ 2 ค าสั่งส าหรับค านวณค่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับ กรณี เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ
ประชากร 1Σ  และ 2Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน กรณี 1q   (บางส่วนของตารางที่ 4.1) 
 

library(MASS) 

library(magic) 

library(MethylCapSig) 

M = 10000 

old <- Sys.time() 

variable = c(60,rep(100,2),rep(200,3),rep(400,4)) 

sample = c(20,20,40,20,40,60,20,40,60,80) 

COUNT1 = array(rep(0,10*4),dim=c(10,4)) 

for(h in 1:10) 

{ 

 p = variable[h]  

 n1 = sample[h] 

 n2 = sample[h] 

 qk = 1 

 D = diag(p) 

 W = diag(p) 

 for(i in 1:p) 

 { 

  diag(D)[i] = 2+((p-i+1)/p) 

  diag(W)[i] = 4+((p-i+1)/p) 

 } 

 sigma1 = D 

 sigma2 = W 

 mu1 = rep(0,p) 

 mu2 = rep(0,p) 

 a = floor(p/qk) 

 if(p%%qk == 0) size = c(rep(qk,a)) 

 if(p%%qk != 0) size = c(rep(qk,a),p-(qk*a)) 

 m = length(size) 

 first = rep(0,m) 

 last = rep(0,m) 
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 for(i in 1:m) 

 { 

  if(i==1) (first[i] = 1) && (last[i] = size[i]) 

  if(i!=1) (first[i] = first[i-1]+size[i-1]) && (last[i] = 

last[i-1]+size[i]) 

 } 

 set.seed(2^31-1) 

 for(k in 1:M) 

 { 

  data1 = mvrnorm(n1,mu1,sigma1) 

  data2 = mvrnorm(n2,mu2,sigma2) 

  BS = BStest(data1,data2) 

  if(BS$pvalue <= 0.05) COUNT1[h,1] = COUNT1[h,1]+1 

 

  ChenQin = cqtest(data1,data2) 

  if(ChenQin[2] <= 0.05) COUNT1[h,2] = COUNT1[h,2]+1 

 

  skk = skktest(data1,data2) 

  if(skk[2] <= 0.05) COUNT1[h,3] = COUNT1[h,3]+1 

 

  P = Ptest(data1,data2) 

  if(P$pvalue <= 0.05) COUNT1[h,4] = COUNT1[h,4]+1 

 } 

} 

COUNT1 = COUNT1/M 

COUNT1 

new <- Sys.time() - old  

print(new) 

 
ค าสั่งที่ 3 ค าสั่งส าหรับค านวณค่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับ กรณี เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ
ประชากร 3Σ  และ 4Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน (บางส่วนของตารางที่ 4.2) 
 
library(MASS) 

library(magic) 

library(MethylCapSig) 

M = 10000 

old <- Sys.time() 

variable = c(60,rep(100,2),rep(200,3),rep(400,4)) 

sample = c(20,20,40,20,40,60,20,40,60,80) 

COUNT1 = array(rep(0,10*4),dim=c(10,4)) 

for(h in 1:10) 

{ 

 p = variable[h]  

 n1 = sample[h] 

 n2 = sample[h] 

 qk = floor(sample[h]/4) 

 p1 = qk 

 if(p%%p1 == 0) p2 = 0 

 if(p%%p1 != 0) p2 = p%%p1 

 numberofblock1 = floor(p/qk) 

 R11 = diag(p1) 

 R12 = diag(p1) 

 R21 = diag(p2) 

 R22 = diag(p2) 
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 for(i in 1:p1) 

 { 

  for(j in 1:p1) 

  { 

   R11[i,j] = ((-1)^(i+j))*((0.2)^abs(i-j)^0.1) 

   R12[i,j] = ((-1)^(i+j))*((0.4)^abs(i-j)^0.1) 

  } 

 } 

 if(p2 != 0) for(i in 1:p2) 

  { 

   for(j in 1:p2) 

   { 

    R21[i,j] = ((-1)^(i+j))*((0.2)^abs(i-j)^0.1) 

    R22[i,j] = ((-1)^(i+j))*((0.4)^abs(i-j)^0.1) 

   } 

  } 

 D = diag(p) 

 W = diag(p) 

 for(i in 1:p) 

 { 

  diag(D)[i] = 2+((p-i+1)/p) 

  diag(W)[i] = 4+((p-i+1)/p) 

 } 

 D = D^(1/2) 

 W = W^(1/2) 

 if(p2 == 0) sigma1 = D%*%adiag(diag(numberofblock1)%x%R11)%*%D 

 if(p2 == 0) sigma2 = W%*%adiag(diag(numberofblock1)%x%R12)%*%W 

 if(p2 != 0) sigma1 = 

D%*%adiag(diag(numberofblock1)%x%R11,R21)%*%D 

 if(p2 != 0) sigma2 = 

W%*%adiag(diag(numberofblock1)%x%R12,R22)%*%W 

 mu1 = rep(0,p) 

 mu2 = rep(0,p) 

 a = floor(p/qk) 

 if(p%%qk == 0) size = c(rep(qk,a)) 

 if(p%%qk != 0) size = c(rep(qk,a),p-(qk*a)) 

 m = length(size) 

 first = rep(0,m) 

 last = rep(0,m) 

 for(i in 1:m) 

 { 

  if(i==1) (first[i] = 1) && (last[i] = size[i]) 

  if(i!=1) (first[i] = first[i-1]+size[i-1]) && (last[i] = 

last[i-1]+size[i]) 

 } 

 set.seed(2^31-1) 

 for(k in 1:M) 

 { 

  data1 = mvrnorm(n1,mu1,sigma1) 

  data2 = mvrnorm(n2,mu2,sigma2) 

  BS = BStest(data1,data2) 

  if(BS$pvalue <= 0.05) COUNT1[h,1] = COUNT1[h,1]+1 

 

  ChenQin = cqtest(data1,data2) 

  if(ChenQin[2] <= 0.05) COUNT1[h,2] = COUNT1[h,2]+1 

 

  skk = skktest(data1,data2) 

  if(skk[2] <= 0.05) COUNT1[h,3] = COUNT1[h,3]+1 
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  P = Ptest(data1,data2) 

  if(P$pvalue <= 0.05) COUNT1[h,4] = COUNT1[h,4]+1 

 } 

} 

COUNT1 = COUNT1/M 

COUNT1 

new <- Sys.time() - old  

print(new) 
 
ค าสั่งที่ 4 ค าสั่งส าหรับค านวณก าลังการทดสอบที่ได้รับ กรณีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ
ประชากร 7Σ  และ 8Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างไม่เท่ากัน (บางส่วนของตารางที่ 4.9) 
 
library(MASS) 

library(magic) 

library(MethylCapSig) 

M = 10000 

old <- Sys.time() 

variable = c(60,rep(100,2),rep(200,3),rep(400,4)) 

sample1 = c(26,26,36,26,46,66,26,46,66,86) 

sample2 = c(31,31,46,31,51,76,31,51,76,106) 

COUNT1 = array(rep(0,10*4),dim=c(10,4)) 

for(h in 1:10) 

{ 

 p = variable[h]  

 n1 = sample1[h] 

 n2 = sample2[h] 

 qk = floor((sample1[h]-1)/5) 

 p1 = qk 

 if(p%%p1 == 0) p2 = 0 

 if(p%%p1 != 0) p2 = p%%p1 

 numberofblock1 = floor(p/qk) 

 R11 = diag(p1) 

 R12 = diag(p1) 

 R21 = diag(p2) 

 R22 = diag(p2) 

 for(i in 1:p1) 

 { 

  for(j in 1:p1) 

  { 

   R11[i,j] = ((-1)^(i+j))*((0.9)^abs(i-j)^0.1) 

   R12[i,j] = ((-1)^(i+j))*((0.95)^abs(i-j)^0.1) 

  } 

 } 

 if(p2 != 0) for(i in 1:p2) 

  { 

   for(j in 1:p2) 

   { 

    R21[i,j] = ((-1)^(i+j))*((0.9)^abs(i-j)^0.1) 

    R22[i,j] = ((-1)^(i+j))*((0.95)^abs(i-j)^0.1) 

   } 

  } 

 D = diag(p) 

 W = diag(p) 
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 for(i in 1:p) 

 { 

  diag(D)[i] = 2+((p-i+1)/p) 

  diag(W)[i] = 4+((p-i+1)/p) 

 } 

 D = D^(1/2) 

 W = W^(1/2) 

 if(p2 == 0) sigma1 = D%*%adiag(diag(numberofblock1)%x%R11)%*%D 

 if(p2 == 0) sigma2 = W%*%adiag(diag(numberofblock1)%x%R12)%*%W 

 if(p2 != 0) sigma1 = 

D%*%adiag(diag(numberofblock1)%x%R11,R21)%*%D 

 if(p2 != 0) sigma2 = 

W%*%adiag(diag(numberofblock1)%x%R12,R22)%*%W 

 mu1 = rep(0,p) 

 mu2 = rep(0,p) 

 set.seed(2^31-1) 
 pp = p/2 

 nu = runif(pp,-0.5,0.5) 

 for(r in 1:pp) 

 { 

  mu2[2*r] = nu[r] 

 } 

 a = floor(p/qk) 

 if(p%%qk == 0) size = c(rep(qk,a)) 

 if(p%%qk != 0) size = c(rep(qk,a),p-(qk*a)) 

 m = length(size) 

 first = rep(0,m) 

 last = rep(0,m) 

 for(i in 1:m) 

 { 

  if(i==1) (first[i] = 1) && (last[i] = size[i]) 

  if(i!=1) (first[i] = first[i-1]+size[i-1]) && (last[i] = 

last[i-1]+size[i]) 

 } 

 set.seed(2^31-1) 
 for(k in 1:M) 

 { 

  data1 = mvrnorm(n1,mu1,sigma1) 

  data2 = mvrnorm(n2,mu2,sigma2) 

  BS = BStest(data1,data2) 

  if(BS$pvalue <= 0.05) COUNT1[h,1] = COUNT1[h,1]+1 

 

  ChenQin = cqtest(data1,data2) 

  if(ChenQin[2] <= 0.05) COUNT1[h,2] = COUNT1[h,2]+1 

 

  skk = skktest(data1,data2) 

  if(skk[2] <= 0.05) COUNT1[h,3] = COUNT1[h,3]+1 

 

  P = Ptest(data1,data2) 

  if(P$pvalue <= 0.05) COUNT1[h,4] = COUNT1[h,4]+1 

 } 

  

} 

COUNT1 = COUNT1/M 

COUNT1 

new <- Sys.time() - old  

print(new) 
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ค าสั่งที่ 5 ค าสั่งส าหรับค านวณค่าระดับนัยส าคัญที่ได้รับ กรณี เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ
ประชากร 9Σ  และ 10Σ  เมื่อขนาดตัวอย่างเท่ากัน (บางส่วนของตารางที่ 4.5) 
 
library(MASS) 

library(magic) 

library(MethylCapSig) 

M = 10000 
scale1 = c(5,4,3,5,4,3,5,4,2) 

number1 = c(2,1,1,3,1,1,3,1,1) 

location1 = c(12,6,4,8,14,9,13,5,11,2,1,10,7,3) 

scale2 = c(5,4,3,5,4,2,5,4,3) 

number2 = c(3,3,2,3,3,1,4,3,2) 

location2=c(3,13,21,19,12,15,8,10,22,16,7,11,18,14,1,24,23,9,6,4,17,5

,2,20) 

scale3 = c(10,8,6,10,8,6,10,8,4) 

number3 = c(2,1,1,2,1,1,2,1,1) 

location3 = c(12,3,4,8,6,2,7,5,1,10,9,11) 

scale4 = c(5,4,3,5,4,2,5,4,3) 

number4 = c(9,5,1,9,3,1,10,5,1) 

location4=c(29,2,27,3,44,30,34,1,24,8,13,37,28,36,41,19,33,9,4,20,16,

14,7,5,42,22,15,43,40,31,23,10,35,17,26,21,11,32,18,6,38,39,25,12) 

scale5 = c(10,8,6,10,7,6,10,9,8) 

number5 = c(3,2,2,5,2,2,4,2,1) 

location5=c(10,3,23,14,17,5,16,6,4,1,20,8,12,13,2,11,22,19,7,18,15,9,

21) 

scale6 = c(15,14,12,15,12,7,15,14,10) 

number6 = c(2,2,1,2,2,1,3,1,1) 

location6 = c(14,6,5,3,15,4,2,9,7,12,10,13,1,11,8) 

scale7 = c(5,4,3,5,4,2,5,4,3) 

number7 = c(24,3,1,23,3,1,25,2,1) 

location7=c(11,1,45,81,49,68,47,19,15,78,20,77,51,42,8,61,82,44,75,73

,48,71,29,25,33,26,76,16,22,62,52,41,65,3,27,80,38,63,13,46,70,56,24,

7,28,32,35,9,2,30,79,39,55,37,6,59,66,5,50,60,43,21,54,12,58,4,67,74,

53,83,14,31,72,18,23,40,36,69,17,57,10,64,34) 

scale8 = c(10,9,7,10,8,6,10,9,8) 

number8 = c(9,3,2,8,4,1,9,5,2) 

location8=c(21,32,5,14,19,8,43,10,39,22,29,31,18,17,9,1,7,26,37,27,2,

42,36,24,33,13,11,34,15,20,35,6,25,38,41,4,28,3,40,16,23,12,30) 

scale9 = c(15,14,13,15,12,10,15,14,12) 

number9 = c(6,2,1,6,2,1,7,2,1) 

location9=c(5,26,7,27,18,19,14,23,25,1,6,13,12,8,10,16,28,22,24,21,4,

15,20,9,3,11,17,2) 

scale10 = c(20,18,15,20,15,12,20,19,16) 

number10 = c(4,3,1,3,2,1,3,3,2) 

location10=c(2,21,4,10,17,5,11,20,22,14,12,1,9,19,8,15,7,18,6,13,3,16

) 
old <- Sys.time() 

variable = c(60,rep(100,2),rep(200,3),rep(400,4)) 

sample = c(20,20,40,20,40,60,20,40,60,80) 

COUNT1 = array(rep(0,10*4),dim=c(10,4)) 

for(h in 1:10) 

{ 

 p = variable[h]  

 n1 = sample[h] 

 n2 = sample[h] 
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 if(h==1) (scale=scale1) && (number=number1) && 

(location=location1) 

 if(h==2) (scale=scale2) && (number=number2) && 

(location=location2) 

 if(h==3) (scale=scale3) && (number=number3) && 

(location=location3) 

 if(h==4) (scale=scale4) && (number=number4) && 

(location=location4) 

 if(h==5) (scale=scale5) && (number=number5) && 

(location=location5) 

 if(h==6) (scale=scale6) && (number=number6) && 

(location=location6) 

 if(h==7) (scale=scale7) && (number=number7) && 

(location=location7) 

 if(h==8) (scale=scale8) && (number=number8) && 

(location=location8) 

 if(h==9) (scale=scale9) && (number=number9) && 

(location=location9) 

 if(h==10) (scale=scale10) && (number=number10) && 

(location=location10) 

 format = rep(c(rep(1,3),rep(3,3),rep(5,3)),number) 

 size = rep(scale,number) 

 ta = data.frame(location,format,size) 

 table = ta[order(ta$location),] 

 m = length(size) 

 first = rep(0,m) 

 last = rep(0,m) 

 for(i in 1:m) 

 { 

  if(i==1) (first[i] = 1) && (last[i] = table$size[i]) 

  if(i!=1) (first[i] = first[i-1]+table$size[i-1]) && 

(last[i] = last[i-1]+table$size[i]) 

 } 

 sig1 = diag(p) 

 sig2 = diag(p) 

 for(l in 1:m) 

 { 

  siz = table$size[l] 

  R1 = diag(siz) 

  R2 = diag(siz) 

  if(table$format[l]==1)  for(i in 1:siz) 

     { 

      for(j in 1:siz) 

      { 

       R1[i,j] = ((-

1)^(i+j))*((0.2)^abs(i-j)^0.1) 

       R2[i,j] = ((-

1)^(i+j))*((0.4)^abs(i-j)^0.1) 

      }    

     } 

  if(table$format[l]==3) for(i in 1:siz) 

     { 

      for(j in 1:siz) 

      { 
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       R1[i,j] = ((-

1)^(i+j))*((0.6)^abs(i-j)^0.1) 

 

       R2[i,j] = ((-

1)^(i+j))*((0.8)^abs(i-j)^0.1) 

      }    

     } 

  if(table$format[l]==5) for(i in 1:siz) 

     { 

      for(j in 1:siz) 

      { 

       R1[i,j] = ((-

1)^(i+j))*((0.9)^abs(i-j)^0.1) 

       R2[i,j] = ((-

1)^(i+j))*((0.95)^abs(i-j)^0.1) 

      }    

     } 

  sig1[first[l]:last[l],first[l]:last[l]] = R1 

  sig2[first[l]:last[l],first[l]:last[l]] = R2 

 } 

 D = diag(p) 

 W = diag(p) 

 for(i in 1:p) 

 { 

  diag(D)[i] = 2+((p-i+1)/p) 

  diag(W)[i] = 4+((p-i+1)/p) 

 } 

 D = D^(1/2) 

 W = W^(1/2) 

 sigma1 = D%*%sig1%*%D 

 sigma2 = W%*%sig2%*%W 

 mu1 = rep(0,p) 

 mu2 = rep(0,p) 

 set.seed(2^31-1) 

 for(k in 1:M) 

 { 

  data1 = mvrnorm(n1,mu1,sigma1) 

  data2 = mvrnorm(n2,mu2,sigma2) 

  BS = BStest(data1,data2) 

  if(BS$pvalue <= 0.05) COUNT1[h,1] = COUNT1[h,1]+1 

 

  ChenQin = cqtest(data1,data2) 

  if(ChenQin[2] <= 0.05) COUNT1[h,2] = COUNT1[h,2]+1 

 

  skk = skktest(data1,data2) 

  if(skk[2] <= 0.05) COUNT1[h,3] = COUNT1[h,3]+1 

 

  P = Ptest(data1,data2) 

  if(P$pvalue <= 0.05) COUNT1[h,4] = COUNT1[h,4]+1 

 } 

} 

COUNT1 = COUNT1/M 

COUNT1 

new <- Sys.time() - old  

print(new) 
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ค าสั่งที่ 6 ค าสั่งส าหรับการค านวณค่าสถิติทดสอบของ Chaipitak and Chongcharoen (2013) 
การเลือกตัวแปรสุ่ม การจัดกลุ่มตัวแปรสุ่มภายในเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวอย่าง และการค านวณ
ค่าสถิติทดสอบของตัวสถิติทดสอบ BST , CQT , SKKT , และ pT   

 
library(spls) 

library(MethylCapSig) 

 

#Import Data# 

data(prostate) 

data = data.frame(prostate$x,prostate$y) 

normal = data[data$prostate.y == 0,-6034] 

tumor = data[data$prostate.y == 1,-6034] 

Gene = 1000 

set.seed(2^31-1) 

random = sort(sample(1:6033,Gene,replace = F)) 

data1 = normal[,random] 

data2 = tumor[,random] 

p = Gene 

n1 = dim(data1)[1] 

n2 = dim(data2)[1] 

 

#saowapha chaipitak & Samruam Chongcharoen(2013) Test# 

s1 = cov(data1) 

s2 = cov(data2) 

s = (((n1-1)*s1)+((n2-1)*s2))/(n1+n2-2) 

h21 =(((n1-1)^2)/(p*(n1-2)*(n1+1)))*((sum(diag(s1%*%s1)))-((1/(n1-

1))*((sum(diag(s1)))^2))) 

h22 =(((n2-1)^2)/(p*(n2-2)*(n2+1)))*((sum(diag(s2%*%s2)))-((1/(n2-

1))*((sum(diag(s2)))^2))) 

bhat = h21/h22 

n = n1+n2-1 

nn = n1+n2-2 

b = -(4/(n-1)) 

c = -(((2*((n-1)^2))+(3*(n-3)))/((n-1)*((n^2)-n+2))) 

d = (2*((5*n)+1)/((n-1)*((n^2)-n+2))) 

e = -((5*n)+1)/(((n-1)^2)*((n^2)-n+2)) 

thu = (((n-1)^5)*((n^2)-n+2))/(n*(n+1)*(n+3)*(n+5)*(n-2)*(n-3)*(n-4)) 

h2 = ((nn^2)/(p*(nn-1)*(nn+2)))*((sum(diag(s%*%s)))-

((1/nn)*(sum(diag(s))^2))) 

h4 = 

(thu/p)*((sum(diag(s%*%s%*%s%*%s)))+(b*sum(diag(s%*%s%*%s))*sum(diag(

s)))+(c*(sum(diag(s%*%s))^2))+(d*sum(diag(s%*%s))*(sum(diag(s))^2))+(

e*(sum(diag(s))^4))) 

deta = 4*((((2*h4)/(p*(h2^2)))*((1/(n1-1))+(1/(n2-1))))+(((1/(n1-

1))^2)+((1/(n2-1))^2))) 

T = (bhat-1)/sqrt(deta) 

pvalue = 2*pnorm(abs(T),lower.tail = FALSE) 
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#Cluster Analysis# 

S1 = cov(data1) 

S2 = cov(data2) 

diagS1 = diag(diag(S1)) 

diagS2 = diag(diag(S2)) 

D = (diagS1/n1)+(diagS2/n2) 

shat = (S1/n1)+(S2/n2) 

Dsq = diag(1/sqrt(diag(D))) 

RE =  Dsq%*%shat%*%Dsq 

Hierarchical = hclust(dist(abs(RE),method = "euclidean"),method = 

"complete", members = NULL) 

new = c(Hierarchical$order) 

data1NEW = data1[,new] 

data2NEW = data2[,new] 

 

#Test Statistic# 

BStest(data1NEW,data2NEW) 

cqtest(data1NEW,data2NEW) 

skktest(data1NEW,data2NEW) 

qk = 9 

a = floor(p/qk) 

if(p%%qk == 0) size = c(rep(qk,a)) 

if(p%%qk != 0) size = c(rep(qk,a),p-(qk*a)) 

m = length(size) 

first = rep(0,m) 

last = rep(0,m) 

for(i in 1:m) 

{ 

 if(i==1) (first[i] = 1) && (last[i] = size[i]) 

 if(i!=1) (first[i] = first[i-1]+size[i-1]) && (last[i] = 

last[i-1]+size[i]) 

} 

Ptest(data1NEW,data2NEW)  
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