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โครงถัก หรือในท่ีน้ีคือโครงข้อหมุน (truss) และโครงข้อแข็ง (frame) เป็นโครงสร้ำงท่ีมีกำร
ประยุกตใ์ชง้ำนในทำงวิศวกรรมหลำยรูปแบบ กำรประยุกตใ์ชโ้ครงถกัมีขอ้ไดเ้ปรียบคือ มีรำคำถูกและ
ท ำกำรก่อสร้ำงไดง่้ำย โดยเฉพำะกำรก่อสร้ำงในพื้นท่ีท่ียำกในกำรเขำ้ถึง เช่น บนภูเขำ เป็นตน้ โครงถกั
สำมำรถใช้ในงำนโครงหลงัคำ โครงสะพำน เสำส่งสัญญำณ เสำไฟฟ้ำแรงสูง เสำกงัหันลม โครงของ
ยำนยนต์ โครงสร้ำงทำงวิศวกรรมโยธำ และช้ินส่วนยำนยนต์อีกมำกมำย ในกำรออกแบบโครงถัก 
ขั้นตอนวิธีววิฒันำกำรเป็นวธีิท่ีนิยมใชม้ำกท่ีสุด เน่ืองจำกกำรใชง้ำนง่ำยและไดค้  ำตอบท่ีดี อยำ่งไรก็ตำม
ขั้นตอนวธีิววิฒันกำรมีจุดดอ้ยคือ มีอตัรำกำรลู่เขำ้ต ่ำ ดว้ยเหตุดงักล่ำว กำรเพิ่มสมรรถนะของขั้นตอนวิธี
เหล่ำนั้นจึงเป็นวตัถุประสงคห์ลกัของโครงกำรวจิยัน้ี  

งำนวิจัยน้ี เป็นกำรศึกษำกำรประยุกต์ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรเพื่อกำรออกแบบโครงถัก ใน
รำยละเอียดของงำนสำมำรถแยกออกเป็นสองหมวดยอ่ย คือกำรพฒันำกระบวนกำรออกแบบโครงถกั 
และกำรพฒันำสมรรถนะของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรทั้ งแบบเป้ำหมำยเดียวและหลำยเป้ำหมำย ใน
ระหวำ่งท ำกำรศึกษำไดท้  ำกำรขยำยกำรประยุกตใ์ชง้ำนออกไปยงักำรออกแบบระบบทำงวิศวกรรมอ่ืน
ดว้ย เพื่อใหก้ำรด ำเนินกำรวจิยัเกิดประโยชน์สูงสุด 

 ผูว้ิจยั ไดท้  ำกำรศึกษำกำรเพิ่มสมรรถนะของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร ดว้ยเทคนิคกำรผสมผสำน
ส ำหรับกำรออกแบบโครงถกัและระบบทำงกลอ่ืนๆ ไดพ้ฒันำวิธี PBIL ท่ีใชเ้ลขจ ำนวนจริง และผสม
กบัตวัด ำเนินกำรของวิธีววิฒันำกำรเชิงอนุพนัธ์ ซ่ึงจะไดว้ิธีแบบผสมท่ีมีสมรรถนะสูงส ำหรับกำรหำค่ำ
เหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยของโครงถัก นอกจำกน้ียงัได้ท ำกำรประยุกต์ RPBIL-DE กับกำร
ออกแบบระบบโครงข่ำยท่อน ้ ำประปำ ซ่ึงท ำให้ไดผ้ลเฉลยท่ีดีและเป็นกำรยืนยนัสมรรถนะของวธีิผสม 
RPBIL-DE นอกจำกน้ีส ำหรับกรณีของ RPBIL ได้พฒันำ local search เพื่อใช้กับวิธี RPBIL ซ่ึง
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สำมำรถช่วยเพิ่มสมรรถนะของ RPBIL ในกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยของโครงถกั ดงัจะ
เห็นไดจ้ำก ผลกำรทดสอบเม่ือเปรียบเทียบกบัขั้นตอนวธีิวิวฒันำกำรท่ีมีมำก่อน นอกจำกน้ี ยงัไดส้ำธิต
กำรประยุกต์ใช้ approximate gradient เพื่อเพิ่มสมรรถนะ MOEAs อ่ืนๆ ซ่ึงก็แสดงให้เห็นว่ำ 
approximate gradient เป็น local search ท่ีช่วยเพิ่มสมรรถนะของ MOEAs ในกำรหำค่ำเหมำะ
ท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยของโครงถกัได ้

 ได้ท  ำกำรศึกษำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงข้ำมของโครงถัก กำรออกแบบลักษณะน้ีมี
ประโยชน์คือ เม่ือปัญหำกำรออกแบบจริงมีพำรำมิเตอร์ท่ีไม่สำมำรถระบุค่ำได้อย่ำงชัดเจน แต่อำจ
สำมำรถระบุช่วงของค่ำของพำรำมิเตอร์เหล่ำนั้นได้ ได้ท  ำกำรพฒันำขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรส ำหรับ
ปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้ม จำกผลกำรทดสอบพบว่ำวิธีท่ีพฒันำข้ึนมำใหม่ เป็นวิธีท่ีมี
ประสิทธิภำพสูง สำมำรถใชใ้นกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้มของโครงถกัไดอ้ย่ำงมีประสิทธิภำพ  
ได้ท ำกำรผสมผสำนวิธี  real code ant colony optimisation (ACOR) กับวิธี  local search ซิม
เพล็กซ์ลงเขำ ผลท่ีไดท้  ำให้ ACOR มีสมรรถนะในกำรหำผลเฉลยกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบมีเง่ือนไข
บงัคบัของระบบทำงกลสูงข้ึน ได้ท ำกำรผสมผสำนระหว่ำงขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรสองวิธีท่ีมีแนวคิด
แตกต่ำงกนั คือวิธี differential evolution และวิธี teaching-learning based optimisation เพื่อกำร
หำค่ำเหมำะท่ีสุดของกำรมว้นแผน่โลหะซ่ึงเป็นปัญหำขนำดใหญ่เพรำะมีจ ำนวนตวัแปรออกแบบมำก 
ผลจำกกำรทดสอบพบวำ่วธีิท่ีพฒันำข้ึนมำมีสมรรถนะสูงกวำ่วธีิววิฒันำกำรอ่ืนท่ีมีมำก่อน  

ได้ท ำกำรวิจยัเพื่อพฒันำกระบวนกำรออกแบบอตัโนมัติของโครงข้อหมุนและโครงข้อแข็ง 
กระบวนกำรออกแบบชนิดน้ีคือ กำรหำทอพอโลยี รูปทรงและขนำดเหมำะท่ีสุดพร้อมกันของ
โครงสร้ำง กำรด ำเนินกำรออกแบบลักษณะน้ีสำมำรถท ำได้โดยกำรใช้เทคนิคเอลิเมนต์พื้น ซ่ึงใน
งำนวิจยัน้ีได้ศึกษำทั้ งในส่วนของเอลิเมนต์พื้นแบบคงตวัและเอลิเมนต์พื้นแบบ adaptive ซ่ึงจำก
ผลกำรวิจยัพบวำ่ เอลิเมนต์พื้นแบบ adaptive จะมีประสิทธิภำพในกำรออกแบบท่ีดีกวำ่ แต่ก็มีปัญหำ
เร่ืองควำมยำกและสลับซับซ้อนของกระบวนกำรดังกล่ำวคืออุปสรรคท่ีตำมมำ ประโยชน์ของ
กระบวนกำรออกแบบน้ีคือ เป็นกระบวนกำรท่ีช่วยให้ผูอ้อกแบบท่ีมีประสบกำรณ์ในกำรออกแบบ
โครงสร้ำงน้อย สำมำรถออกแบบโครงสร้ำงได้ใกล้เคียงหรือแม้กระทั่งดีกว่ำผู ้ออกแบบท่ี มี
ประสบกำรณ์สูง ทั้ งน้ีผูอ้อกแบบตอ้งมีควำมรู้พื้นฐำนในด้ำนกำรวิเครำะห์โครงสร้ำงและกำรหำค่ำ
เหมำะท่ีสุดท่ีเพียงพอ นอกจำกน้ี องคค์วำมรู้ส่วนหน่ึงของงำนวิจยัน้ีถูกพฒันำเป็นหลกัสูตรอบรมกำร
หำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกั 

 

 

ค าหลกั: ขั้นตอนวธีิววิฒันาการ, การหาค่าเหมาะทีสุ่ดของโครงสร้าง, การวเิคราะห์ทางไฟไนท์เอลิ
เมนต์, ขั้นตอนวธีิผสมผสาน, เอลเิมนต์พืน้แบบปรับตัวได้ 
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Abstract 

 

Project Code: BRG5580017 
 

Project Title: Performance Enhancement and Applications of Evolutionary 

Algorithms for Truss and Frame Design 
 

Investigator: Sujin Bureerat, Department of Mechanical Engineering 

            Faculty of Engineering, Khon Kaen University 

 
Email: sujbur@kku.ac.th 

 
Project Period 3 years 
 

Trusses and frames, also known as skeleton-like structures, are some of the most 

commonly used structures in daily life engineering systems. Using such structures is 

advantageous since they are inexpensive and simple to construct. It is also easier to build 

this type of structures in difficult-to-access areas. The structures can be used as roof 

structures, bridge structures, transmission and communication towers, wind turbine 

towers, vehicle frames, civil engineering structure, and mechanical parts etc. With the 

invention and development of computer hardware and software as well as overwhelming 

research work towards structural design, it has been found that the use of optimisation in 

combination with finite element analysis greatly enhance a design process of the 

structures. The most popular optimisers for truss and frame design are evolutionary 

algorithms (EAs) due to their simplicity, robustness, and ability to deal with discrete 

design variables. None-the-less, their inevitable drawbacks still remains, which are a low 

convergence rate and a lack of search consistency. 

 As a result, this work is conducted so as to improve search performance of EAs. 

The performance enhancement is investigated in two ways. Firstly, the hybridisation 

between EAs is investigated. The second type of hybridisation is using EAs as the main 

algorithm while a local search technique is used to accelerate its convergence. In this 

project, it has been shown that the integration between real-code population-based 

incremental learning and differential evolution is an efficient method for multiobjective 

optimisation of trusses. A local search technique called an approximated gradient was 

created for both unconstrained and constrained optimisation. It has been found that the 

approximate gradient is a powerful local search technique for multiobjective evolutionary 

algorithms (MOEAs) in solving mutiobjective optimisation of trusses. The simplex 

downhill method has been integrated into the main procedure of real-code ant colony 

optimisation resulting in a powerful hybrid evolutionary algorithm for constrained 

mechanical design problems. The hybrid real-code population-based incremental learning 

and differential evolution has been extended and then used to solve simultaneous 

topology and sizing multiobjective optimisation of pipe network. It is shown that the 

hybrid algorithm is superior to other existing MOEAs. Further demonstration of hybrid 

approached has been made. The differential evolution algorithm and teaching-learning 

based optimisation have been hybridised for solving a strip coiling process where the 

hybrid method is superior to other EAs. The two-level population-based incremental 

learning using binary strings has been proposed for anti-optmisation of trusses. The 

method is proven effiective for such a design type. 
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 Moreover, an automate design process of trusses and frames has been studied. The 

automate design of truss also known as simultaneous topology, shape and sizing 

optimisation is a means to help inexperienced designers to be able to design structures as 

effectively as those who are highly experienced provided that the inexperience ones have 

good backgrounds in structural analysis and optimisation. The automate design processes 

of two- and three- dimensional trusses and frames have been investigated. The automate 

design process is based on a ground element approach. It has been illustrated that the use 

of adaptive ground element is the better choice for the automate design. Finally, this 

project leads to a training course on truss optimisation. 

 

Keywords: Evolutionary Algorithms; Structural Optimisation; Finite Element 

Analysis; Hybrid Algorithms; Adaptive Ground Elements 
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หน้าสรุปโครงการ (Executive Summary) 
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    หวัหนำ้โครงกำร (ช่ือ-สกลุ ภำษำไทย) สุจินต ์บุรีรัตน์ 

     (ช่ือ-สกุล ภำษำองักฤษ) Sujin Bureerat 
สถำนท่ีท ำงำน  

ภำควชิำวศิวกรรมเคร่ืองกล คณะวศิวกรรมศำสตร์ มหำวิทยำลยัขอนแก่น 
จงัหวดั ขอนแก่น รหสัไปรษณีย ์40002 

โทรศพัท ์043-202845 โทรสำร 043-202849 

โทรศพัทมื์อถือ 09-7114229 e-mail sujbur@kku.ac.th 

 

3. สาขาวชิาทีท่ าการวจัิย  
Structural Optimisation 

 

4. งบประมาณทั้งโครงการ 1,000,000.00 บำท 
 

5. ระยะเวลาด าเนินงาน 3 ปี 

 

6. ไดเ้สนอโครงกำรน้ี หรือโครงกำรท่ีมีส่วนเหมือนกบัเร่ืองน้ีบำงส่วนเพื่อขอทุนต่อแหล่งทุนอ่ืนท่ี
ใดบำ้ง 

  ไม่ไดเ้สนอต่อแหล่งทุนอ่ืน 

 

 

7. ปัญหาที่ท าการวจัิย และความส าคัญของปัญหา 
โครงขอ้หมุน (trusses) และโครงขอ้แข็ง (frames) หรือเรียกว่ำโครงถกั เป็นโครงสร้ำงท่ีนิยมใช้ใน
งำนโครงสร้ำงทำงวิศวกรรมด้วยเหตุว่ำมีควำมได้เปรียบในกำรประยุกต์ใช้ เช่น มีควำมง่ำยในกำร
ก่อสร้ำงและมีรำคำถูก ง่ำยในกำรล ำเลียงเพื่อก่อสร้ำงในพื้นท่ีท่ีเขำ้ถึงไดย้ำกเช่น บนภูเขำ ตวัอยำ่งของ
กำรใช้งำนโครงถกัท่ีสำมำรถเห็นได้ในชีวิตประจ ำวนั เช่น โครงสร้ำงป้ำยโฆษณำขนำดใหญ่ โครง
หลังคำของอำคำรขนำดใหญ่ สะพำน เสำไฟฟ้ำ และช้ินส่วนทำงกลบำงอย่ำง เป็นต้น ในอดีต กำร
ออกแบบโครงสร้ำงเหล่ำน้ีมักด ำเนินกำรด้วยกำรลองผิดลองถูก (trial and error) และอำศัย
ประสบกำรณ์ของผูอ้อกแบบเป็นหลกั อย่ำงไรก็ตำม เม่ือวิทยำกำรทำงคอมพิวเตอร์อยู่ในขั้นสูง กำร
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ประยุกต์ใช้กำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถัก (truss optimisation) ก็สำมำรถท ำได้ ซ่ึงส่งผลให้
ผูอ้อกแบบสำมำรถออกแบบโครงถกัไดอ้ยำ่งมีประสิทธิภำพมำกกวำ่เดิม  

 วตัถุประสงค์ของโครงกำรวิจัยน้ีมีสองส่วนคือ จะท ำกำรเพิ่มสมรรถนะของขั้นตอนวิธี
วิวฒันำกำร (evolutionary algorithms) ซ่ึงเป็นวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดรูปแบบหน่ึงท่ีนิยมใช้กนัมำกใน
กลุ่มนกัวิจยัทำงดำ้นวิศวกรรม กำรเพิ่มประสิทธิภำพของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรจะเน้นไปท่ีหลกักำร
ผสมผสำนขั้นตอนวิธีท่ีมีอยูเ่ดิม เพื่อให้ไดส่ิ้งใหม่ท่ีดีข้ึน ส่วนวตัถุประสงคท่ี์สองเป็นกำรประยุกต์ใช้
ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรท่ีพฒันำข้ึนมำเพื่อกำรออกแบบ หำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกัท่ีประยุกตใ์ชง้ำน
จริงในทำงวิศวกรรมในประเทศไทย ทั้งน้ีจะท ำกำรพฒันำกระบวนกำรออกแบบอตัโนมติั (automate 

design) ซ่ึงเป็นกระบวนกำรท่ีจะช่วยให้วิศวกรท่ีมีประสบกำรณ์น้อย สำมำรถออกแบบโครงสร้ำง
ลกัษณะน้ีไดดี้ใกลเ้คียงกบันักออกแบบท่ีมีประสบกำรณ์ นอกจำกน้ียงัน ำเสนอกำรพฒันำขั้นตอนวิธี
ววิฒันำกำรส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้ม (anti-optimisation) เพื่อใชอ้อกแบบโครงสร้ำง
ในกรณีท่ีมีพำรำมิเตอร์บำงตวัมีควำมไม่แน่นนอน (uncertainties) ทำ้ยท่ีสุดโครงกำรน้ีจะน ำไปสู่กำร
ตั้งหน่วยวจิยั Applied Mathematics and Optimisation Research Unit (AMORU) 

 

8. วตัถุประสงค์ 

วตัถุประสงคห์ลกัของงำนวจิยัน้ีประกอบดว้ย 

8.1 ศึกษำกำรเพิ่มสมรรถนะของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรทั้งแบบเป้ำหมำยเดียวและหลำย
เป้ำหมำยโดยเนน้ไปท่ีกำรประยกุตใ์ชก้บักำรออกแบบโครงสร้ำง 

8.2 ศึกษำกำรผสมผสำนค่ำประมำณเกรเดียนต์ (approximate gradient) กบัขั้นตอนวิธี
ววิฒันำกำรเพื่อคน้หำวธีิผสม (hybrid) ท่ีมีประสิทธิภำพสูง 

8.3 ศึกษำกำรผสมผสำนระหวำ่งตวัด ำเนินกำรของขั้นตอนวธีิวิวฒันำกำรแบบต่ำงๆเพื่อให้
เกิดวธีิท่ีมีสมรรถนะสูงข้ึนกวำ่เดิม 

8.4 ประยุกต์ใช้ขั้นตอนวิธีแบบผสมผสำนท่ีคิดข้ึนมำใหม่กบักำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของ
โครงถกั โดยเนน้ไปท่ีกำรประยกุตใ์ชใ้นงำนจริง 

 
9. ระเบียบวธีิวจัิย 

9.1 กำรเพิ่มสมรรถนะของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรสำมำรถท ำไดห้ลำยวิธี วิธีท่ีง่ำยท่ีสุดคือ
กำรปรับปรุงตวัด ำเนินกำรเชิงวิวฒันำกำร (evolutionary operators) เช่น กำรครอสโอเวอร์ และมิวเท
ชนัในขั้นตอนวิธีเชิงพนัธุกรรมเพื่อให้มีประสิทธิภำพมำกข้ึน นอกจำกน้ีอำจท ำกำรคิดคน้ขั้นตอนวิธี
วิวฒันำกำรข้ึนมำใหม่ โดยยงัคงแนวคิดในกำรเลียนแบบกำรวิวฒันำกำรของระบบทำงธรรมชำติ
รูปแบบต่ำงๆ   
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9.2 จำกงำนวิจัยก่อนหน้ำน้ี  ผู ้วิจ ัยหลักได้ท ำกำรน ำเสนอตัวด ำเนินกำรท่ี เรียกว่ำ
ค่ำประมำณของเกรเดียนต์ ซ่ึงเป็นกำรสร้ำงเวกเตอร์เกรเดียนต์จำกขอ้มูลในแต่ละรอบของขั้นตอนวิธี
วิวฒันำกำร กำรเพิ่มตวัด ำเนินกำรน้ีในขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร จะท ำให้เพิ่มประสิทธิภำพในกำรคน้หำ
แบบโกลบอล-โลคอล ซ่ึงเรียกอีกช่ือหน่ึงวำ่ ขั้นตอนวิธีเมเมติก (memetic algorithms) [17 24 45 81 
88 90] ในท่ีน้ีจะท ำกำรพฒันำค่ำประมำณเกรเดียนตเ์พิ่มเติม ส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบมีเง่ือนไข
บงัคบั 

9.3 กำรผสมผสำนระหว่ำงขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรมำกกว่ำหน่ึงวิธี เป็นอีกรูปแบบหน่ึงใน
กำรสร้ำงขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแบบใหม่ ในงำนวิจัยน้ีจะท ำกำรศึกษำเร่ืองน้ี โดยน ำขั้นตอนวิธี
ววิฒันำกำรท่ีมีประสิทธิภำพสูงหลำยๆตวัมำผสมกนั โดยเนน้ไปท่ีกำรดึงเอำขอ้ดีของแต่ละวธีิออกมำใช้
ร่วมกนั 

9.4 นอกจำกน้ีกำรประยุกต์แบบขั้นตอนวิธีเมเมติก จะมีกำรน ำวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบ
ตรง (direct methods) เช่น วิธีซิมเพล็กซ์ลงเขำ (simplex downhill) และวิธีค้นหำเป็นรูปแบบ 
(pattern search) เพื่อน ำมำเป็นตวัด ำเนินกำรคน้หำแบบโลคอลส ำหรับขั้นตอนวธีิววิฒันำกำร 

9.5 จำกนั้นท ำกำรประยกุตก์บักำรออกแบบหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกั ทั้งน้ีจะเนน้ไปท่ี
กำรสำธิตกำรออกแบบโครงขอ้หมุนเป็นหลกั ปัญหำกำรออกแบบจะมีทั้งกำรหำทอพอโลยี รูปทรงและ
ขนำดเหมำะท่ีสุดของโครงถกั กำรออกแบบอตัโนมติั มีทั้งกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบเป้ำหมำยเดียวและ
หลำยเป้ำหมำย 

 

ช่วงเวลำท่ีใชใ้นกำรด ำเนินกำรแต่ละหวัขอ้แสดงในตำรำงขำ้งล่ำง 
No. Plan 1st year 2nd year 3rd year 

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 
1 สืบคน้งำนวจิยัท่ีมีมำก่อน             
2 กำรจดัเตรียมซอฟแวร์และโปรแกรมโคด้             
3 กำรเพ่ิมสมรรถนะของขั้นตอนวธีิววิฒันำกำร             
4 กำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกั             
5 รำยงำนวจิยั             

6 กำรประชุมประจ ำปีของ สกว.             
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บทที ่1 บทน า 
 

1.1 ทีม่าและความส าคัญของปัญหา 
 โครงขอ้หมุน (trusses) และโครงขอ้แข็ง (frames) หรือเรียกวำ่โครงถกั เป็นโครงสร้ำงท่ีนิยม
ใชใ้นงำนโครงสร้ำงทำงวศิวกรรมดว้ยเหตุวำ่มีควำมไดเ้ปรียบในกำรประยุกตใ์ช ้เช่น มีควำมง่ำยในกำร
ก่อสร้ำงและมีรำคำถูก ง่ำยในกำรล ำเลียงเพื่อก่อสร้ำงในพื้นท่ีท่ีเขำ้ถึงไดย้ำกเช่น บนภูเขำ ตวัอยำ่งของ
กำรใช้งำนโครงถกัท่ีสำมำรถเห็นได้ในชีวิตประจ ำวนั เช่น โครงสร้ำงป้ำยโฆษณำขนำดใหญ่ โครง
หลังคำของอำคำรขนำดใหญ่ สะพำน เสำไฟฟ้ำ และช้ินส่วนทำงกลบำงอย่ำง เป็นต้น ในอดีต กำร
ออกแบบโครงสร้ำงเหล่ำน้ีมักด ำเนินกำรด้วยกำรลองผิดลองถูก (trial and error) และอำศัย
ประสบกำรณ์ของผูอ้อกแบบเป็นหลกั อย่ำงไรก็ตำม เม่ือวิทยำกำรทำงคอมพิวเตอร์อยู่ในขั้นสูง กำร
ประยุกต์ใช้กำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถัก (truss optimisation) ก็สำมำรถท ำได้ ซ่ึงส่งผลให้
ผูอ้อกแบบสำมำรถออกแบบโครงถกัไดอ้ยำ่งมีประสิทธิภำพมำกกวำ่เดิม  
 วตัถุประสงค์ของโครงกำรวิจัยน้ีมีสองส่วนคือ จะท ำกำรเพิ่มสมรรถนะของขั้นตอนวิธี
วิวฒันำกำร (evolutionary algorithms) ซ่ึงเป็นวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดรูปแบบหน่ึงท่ีนิยมใช้กนัมำกใน
กลุ่มนกัวิจยัทำงด้ำนวิศวกรรม กำรเพิ่มประสิทธิภำพของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรจะเน้นไปท่ีหลกักำร
ผสมผสำนขั้นตอนวิธีท่ีมีอยู่เดิม เพื่อให้ไดส่ิ้งใหม่ท่ีดีข้ึน ส่วนวตัถุประสงค์ท่ีสองเป็นกำรประยุกต์ใช้
ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรท่ีพฒันำข้ึนมำเพื่อกำรออกแบบ หำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกัท่ีประยุกตใ์ชง้ำน
จริงในทำงวิศวกรรมในประเทศไทย ทั้งน้ีจะท ำกำรพฒันำกระบวนกำรออกแบบอตัโนมติั (automate 

design) ซ่ึงเป็นกระบวนกำรท่ีจะช่วยให้วิศวกรท่ีมีประสบกำรณ์น้อย สำมำรถออกแบบโครงสร้ำง
ลกัษณะน้ีไดดี้ใกลเ้คียงกบันกัออกแบบท่ีมีประสบกำรณ์ นอกจำกน้ียงัน ำเสนอกำรพฒันำขั้นตอนวิธี
ววิฒันำกำรส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้ม (anti-optimisation) เพื่อใชอ้อกแบบโครงสร้ำง
ในกรณีท่ีมีพำรำมิเตอร์บำงตวัมีควำมไม่แน่นนอน (uncertainties) ทำ้ยท่ีสุดโครงกำรน้ีจะน ำไปสู่กำร
ตั้งหน่วยวจิยั Applied Mathematics and Optimisation Research Unit (AMORU)  
 

1.2 การสืบค้นงานวจัิยทีม่ีมาก่อน 
ในกำรออกแบบโครงสร้ำง เรำสำมำรถแยกกระบวนกำรออกแบบออกเป็น 3 ขั้นตอนคือ กำร

ออกแบบตำมแนวคิด (concept design) กำรออกแบบขั้นตน้ (preliminary design) และกำรออกแบบ
ละเอียด (detailed design) ทั้ งสำมขั้นตอนน้ี เรำสำมำรถประยุกต์ใช้วิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดในกำรหำ
ค ำตอบหรือผลเฉลยเหมำะท่ีสุด [7 31 70] กำรออกแบบตำมแนวคิดเป็นกำรออกแบบขั้นตอนแรกท่ี
ผูอ้อกแบบมกัจะก ำหนดแนวคิดของกำรใช้งำนของโครงสร้ำง แต่จะไม่ทรำบขอ้มูลรูปทรงหรือทอ
พอโลยี (topology) ของโครงสร้ำง หลงัจำกกำรออกแบบขั้นตอนน้ีแลว้ ผูอ้อกแบบสำมำรถปรับปรุง
โครงสร้ำงเพิ่มเติมดว้ยกำรกำรหำรูปร่ำงและขนำดเหมำะท่ีสุด (shape and sizing optimisation) ซ่ึง
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จัดว่ำเป็นกำรออกแบบขั้นต้น ในขั้นตอนท่ีสำมหรือกำรออกแบบละเอียด จะเป็นกำรวิเครำะห์
โครงสร้ำงอย่ำงละเอียดโดยค ำนึงถึงปัจจยัท่ีจะท ำให้โครงสร้ำงเกิดกำรเสียหำยทุกรูปแบบซ่ึงเป็น
ขั้นตอนสุดทำ้ยของกำรออกแบบ ในส่วนของงำนวิจยัโดยมำกจะเป็นกำรสำธิตกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด
ของโครงขอ้หมุน อยำ่งไรก็ตำม เรำสำมำรถประยุกตใ์ชก้ระบวนกำรออกแบบโครงขอ้หมุนส ำหรับกำร
ออกแบบโครงขอ้แขง็ได ้

 ในกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกั ปัญหำกำรออกแบบคือ กำรหำผลเฉลยของชุดตวัแปร
ออกแบบ (design variables) เพื่อให้ไดค้่ำท่ีดีท่ีสุดของฟังก์ชนัเป้ำหมำย (objective function) และ
ผลเฉลยนั้ นสอดคล้องกับเง่ือนไขบังคับ (constraints) ของกำรออกแบบ ตัวแปรออกแบบของ
โครงสร้ำงสำมำรถจ ำแนกเป็นตวัแปรออกแบบทอพอโลยี ตวัแปรออกแบบก ำหนดรูปทรง และตวัแปร
ออกแบบก ำหนดขนำด ตวัแปรทอพอโลยี คือเซตของค่ำพำรำมิเตอร์ท่ีใช้ก ำหนดโครงร่ำงเบ้ืองตน้ของ
โครงสร้ำง โดยทัว่ไปประยุกต์ใช้ในกำรออกแบบเชิงแนวคิด [2-5 9 12 14 33 39-41 43 58 73 75 

83 103 106 109 114 125-127] ส่วนตัวแปรออกแบบก ำหนดรูปร่ำงและขนำด นิยมใช้ในกำร
ออกแบบขั้นต้น [10 15 21 25 28 30 34-38 46-55 57 59 62 64-66 68 74 86 88-89 92-93 98-

99 104 113 116-117 119-121 123 134] กำรออกแบบทอพอโลยีของโครงสร้ำงสำมำรถด ำเนินกำร
ไดห้ลำยวิธี แต่หน่ึงในวิธีท่ีนิยมกนัมำกท่ีสุดคือกำรประยุกตใ์ชเ้อลิเมนต์พื้น (ground elements) [39 

79] ส ำหรับโครงถัก ตวัแปรออกแบบก ำหนดรูปร่ำงคือต ำแหน่งของจุดต่อ (nodes) ของโครงสร้ำง 
ส่วนตวัแปรออกแบบขนำดคือกำรก ำหนดขนำดของช้ินส่วนของโครงถัก กำรประยุกต์ใช้ตวัแปร
ออกแบบหลำยชนิดพร้อมกนัในกำรรันกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด 1 คร้ัง ไดมี้กำรศึกษำและวิจยั [1 24 76-

80 82 91 97 108 111 118 128-129] และได้มีกำรแสดงให้เห็นว่ำ กำรหำค่ำทอพอโลยี รูปร่ำงและ
ขนำดเหมำะท่ีสุดพร้อมกัน ท ำให้ได้ผลเฉลยเหมำะท่ีสุดท่ีดีกว่ำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดเป็นขั้นตอน
ตำมล ำดบัดงัท่ีกล่ำวในขำ้งตน้ [77-80] กำรออกแบบชนิดน้ี เรียกอีกช่ือหน่ึงวำ่ กำรออกแบบอตัโนมติั 
(automate design) ซ่ึงเป็นกระบวนกำรออกแบบท่ีตอ้งกำรพฒันำให้มีประสิทธิภำพสูงและเป็นโจทย์
ท่ีทำ้ทำยส ำหรับนกัวจิยัทำงดำ้นกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงสร้ำง 
 ฟังก์ชนัเป้ำหมำยท่ีนิยมใชม้ำกท่ีสุดในกำรออกแบบโครงถกั คือ น ้ ำหนกัของโครงสร้ำงซ่ึงอำจ
ใชบ้่งช้ีถึงรำคำส่วนหน่ึงของโครงสร้ำง ส่วนฟังกช์นัเป้ำหมำยรูปแบบอ่ืนท่ีนิยมประยกุตใ์ชคื้อ ค่ำควำม
อ่อนตวั (compliance) ของโครงสร้ำง กำรหำค่ำควำมอ่อนตวัต ่ำสุดมีควำมสมมูลกบักำรหำค่ำควำม
แข็งตึง (stiffness) สูงสุดของโครงสร้ำง ซ่ึงเป็นพำรำมิเตอร์ท่ีใช้บ่งช้ีควำมแน่นอน (reliability) ของ
โครงสร้ำง นอกจำกน้ีเรำสำมำรถก ำหนดค่ำฟังก์ชันเป้ำหมำยเป็น ค่ำปัจจัยกำรโก่งตัว (buckling 

factor) ค่ำควำมถ่ีธรรมชำติ และค่ำฟังกช์นักำรตอบสนองเชิงควำมถ่ี (frequency response function) 
ส่วนเง่ือนไขบงัคบัประกอบด้วย ควำมเคน้ กำรกระจดั ค่ำควำมถ่ีธรรมชำติและปัจจยักำรโก่งตวั ค่ำ
เหล่ำน้ีถูกก ำหนดขอบเขตเพื่อให้โครงสร้ำงมีควำมปลอดภยัภำยใตภ้ำระท่ีกระท ำกบัตวัโครงสร้ำง ใน
ส่วนของปัญหำกำรออกแบบ เรำสำมำรถก ำหนดเป็นปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบเป้ำหมำยเดียว 
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(single-objective optimisation) หรือกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำย (multiobjective 

optimisation) ส่วนวิธีหรือขั้นตอนวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดสำมำรถจ ำแนกได้เป็น 2 แบบคือ วิธีหำค่ำ
เหมำะท่ีสุดแบบใชอ้นุพนัธ์และวธีิท่ีไม่ใชอ้นุพนัธ์ วธีิท่ีไม่ใชอ้นุพนัธ์ท่ีนิยมใชก้นัมำกท่ีสุดคือ กลุ่มของ
วธีิ เมตะฮิวริสติกส์และขั้นตอนวธีิววิฒันำกำร 

 กำรประยุกต์ใช้ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรมีขอ้ไดเ้ปรียบหลำยอย่ำงเช่น ง่ำยในกำรท ำควำมเขำ้ใจ
และใช้งำน มีควำมเสถียรเชิงตวัเลขสูง เน่ืองจำกใช้กำรสุ่ม (randomisation) เป็นกลไกหลกั ท ำให้
วธีิกำรเหล่ำน้ีสำมำรถใชใ้นกำรหำผลเฉลยของปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดไดเ้กือบทุกรูปแบบ สำมำรถ
หำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดแบบโกลบอล (global optimum) ได ้นอกจำกน้ี ควำมสำมำรถท่ีโดดเด่นท่ีสุด
ของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรคือ สำมำรถหำขอบหน้ำพำเรโต (Pareto front) ของปัญหำกำรหำค่ำเหมำะ
ท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยไดภ้ำยในกำรรันเพียงคร้ังเดียว ซ่ึงควำมสำมำรถท่ีโดดเด่นน้ีไม่มีในวิธีกำรหำ
ค่ำเหมำะท่ีสุดแบบใชอ้นุพนัธ์ อยำ่งไรก็ตำม ถึงแมจ้ะมีขอ้ไดเ้ปรียบมำกมำย ขั้นตอนวิธีววิฒันำกำรจะมี
ขอ้ดอ้ยสองอยำ่งคือ มีอตัรำกำรลู่เขำ้ต ่ำและไม่มีควำมคงเส้นคงวำ (ไม่สำมำรถหำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดชุด
เดิมไดจ้ำกกำรรันหลำยๆคร้ัง) กำรประยกุตใ์ชข้ั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรและเมตะฮิวริสติกส์มกัจะมีปัญหำ
เสมอเม่ือกำรหำค่ำฟังก์ชนัในปัญหำกำรออกแบบใชเ้วลำนำนมำก และเม่ือจ ำนวนของตวัแปรออกแบบ
มีมำกเกินไป (large-scale problems) ดว้ยเหตุน้ี จึงมีควำมตอ้งกำรในกำรพฒันำสมรรถนะของวิธีกำร
เหล่ำน้ีอยู่เสมอ ตรำบใดปัญหำหรือขอ้ด้อยท่ีกล่ำวถึงในขำ้งตน้ยงัไม่หมดไป กำรพฒันำขั้นตอนวิธี
ใหม่ๆ มีกำรน ำเสนออยำ่งต่อเน่ือง เร่ิมตน้ท่ีขั้นตอนวธีิเชิงพนัธุกรรม (genetic algorithm) จำกนั้นไดมี้
กำรพฒันำขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรมำกกวำ่หน่ึงพนัวธีิ ทั้งในส่วนของวธีิกำรส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด
แบบฟังก์ชันเป้ำหมำยเดียว  [13 16 17 42 44 56 60 87 89 94 100 102 107 110 112] และหลำย
เป้ำหมำย [6 11 19-20 26 27 29 32 61 69 94 101 105 131-133] แต่ก็ไม่มีวิธีกำรไหนท่ีสำมำรถ
กล่ำวไดว้่ำเป็นวิธีท่ีดีท่ีสุด และวิธีกำรหล่ำน้ีจะมีควำมโดดเด่นส ำหรับปัญหำกำรออกแบบเฉพำะบำง
ชนิดเท่ำนั้น ในช่วงแรกกำรพฒันำขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรจะเนน้ไปท่ีควำมสำมำรถในกำรใชง้ำนได ้[29 

61 87 95 105 133] แต่ในปัจจุบนั นกัวิจยัจะเน้นท่ีกำรเพิ่มสมรรถนะในกำรหำผลเฉลย หรือกำรเพิ่ม
อตัรำกำรลู่เข้ำ [6 11 17 26 32 42 56 131] อย่ำงไรก็ตำม อัตรำกำรลู่เข้ำของวิธีวิวฒันำกำรยงัไม่
สำมำรถเทียบกบัวธีิหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบใชอ้นุพนัธ์ไดแ้ละยงัคงตอ้งมีกำรพฒันำต่อไป  

ในเชิงกำรวิจยั ไดมี้กำรประยุกตใ์ชข้ั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรในกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกั 
และมีกำรน ำเสนอในบทควำมวิจยัมำกกวำ่หน่ึงพนัเร่ืองต่อปี กำรเพิ่มสมรรถนะในกำรหำผลเฉลยของ
ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรนั้นสำมำรถท ำไดห้ลำยวิธีเช่น กำรใชว้ิธีผสมผสำน [50-51 53-54 81 88 124] 
กำรใชแ้บบจ ำลองทดแทน (surrogate models) และกำรผสมขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรกบัแนวคิดของกำร
หำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบใชอ้นุพนัธ์ [17 24 45 90] กำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงขอ้หมุนและโครงขอ้
แข็ง สำมำรถน ำไปประยุกต์ใชจ้ริงไดห้ลำกหลำยงำนเช่น เสำส่งสัญญำณ เสำไฟฟ้ำ ป้ำยโฆษณำ โครง
หลังคำ สะพำน โครงของยำนพำหนะ และช้ินส่วนทำงกล ในปัจจุบันได้มีกำรพัฒนำขั้นตอนวิธี
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ววิฒันำกำรแบบใหม่และกำรเพิ่มสมรรถนะของวิธีท่ีมีอยูแ่ลว้ [16-20] และมีกำรสำธิตกำรประยุกตใ์ช้
ในงำนจริงเช่นใน [19 47 79-80] 
 

1.3 วตัถุประสงค์ 

วตัถุประสงคห์ลกัของงำนวจิยัน้ีประกอบดว้ย 

- ศึกษำกำรเพิ่มสมรรถนะของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรทั้งแบบเป้ำหมำยเดียวและหลำยเป้ำหมำย

โดยเนน้ไปท่ีกำรประยกุตใ์ชก้บักำรออกแบบโครงสร้ำง 

- ศึกษำกำรผสมผสำนค่ ำประมำณ เกรเดียนต์  (approximate gradient) กับขั้ นตอนวิ ธี

ววิฒันำกำรเพื่อคน้หำวธีิผสม (hybrid) ท่ีมีประสิทธิภำพสูง 

- ศึกษำกำรผสมผสำนระหวำ่งตวัด ำเนินกำรของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแบบต่ำงๆเพื่อให้เกิดวิธีท่ี

มีสมรรถนะสูงข้ึนกวำ่เดิม 

- ประยกุตใ์ชข้ั้นตอนวธีิแบบผสมผสำนท่ีคิดข้ึนมำใหม่กบักำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกั โดย

เนน้ไปท่ีกำรประยกุตใ์ชใ้นงำนจริง  

1.4 ระเบียบวธีิวจัิย 

- กำรเพิ่มสมรรถนะของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรสำมำรถท ำได้หลำยวิธี วิธีท่ีง่ำยท่ีสุดคือกำร

ปรับปรุงตวัด ำเนินกำรเชิงวิวฒันำกำร (evolutionary operators) เช่น กำรครอสโอเวอร์ และ

มิวเทชนัในขั้นตอนวิธีเชิงพนัธุกรรมเพื่อให้มีประสิทธิภำพมำกข้ึน นอกจำกน้ีอำจท ำกำรคิดคน้

ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรข้ึนมำใหม่ โดยยงัคงแนวคิดในกำรเลียนแบบกำรวิวฒันำกำรของระบบ

ทำงธรรมชำติรูปแบบต่ำงๆ   

- จำกงำนวจิยัก่อนหนำ้น้ี ผูว้จิยัหลกัไดท้  ำกำรน ำเสนอตวัด ำเนินกำรท่ีเรียกวำ่ค่ำประมำณของเกร

เดียนต์ ซ่ึงเป็นกำรสร้ำงเวกเตอร์เกรเดียนตจ์ำกขอ้มูลในแต่ละรอบของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร 

กำรเพิ่มตวัด ำเนินกำรน้ีในขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร จะท ำให้เพิ่มประสิทธิภำพในกำรคน้หำแบบ

โกลบอล-โลคอล ซ่ึงเรียกอีกช่ือหน่ึงวำ่ ขั้นตอนวิธีเมเมติก (memetic algorithms) [17 24 45 

81 88 90] ในท่ีน้ีจะท ำกำรพฒันำค่ำประมำณเกรเดียนต์เพิ่มเติม ส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด

แบบมีเง่ือนไขบงัคบั 

- กำรผสมผสำนระหวำ่งขั้นตอนวธีิวิวฒันำกำรมำกกวำ่หน่ึงวิธี เป็นอีกรูปแบบหน่ึงในกำรสร้ำง

ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแบบใหม่ ในงำนวิจัยน้ีจะท ำกำรศึกษำเร่ืองน้ี โดยน ำขั้นตอนวิธี

ววิฒันำกำรท่ีมีประสิทธิภำพสูงหลำยๆตวัมำผสมกนั โดยเนน้ไปท่ีกำรดึงเอำขอ้ดีของแต่ละวิธี

ออกมำใชร่้วมกนั 
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- นอกจำกน้ีกำรประยกุตแ์บบขั้นตอนวิธีเมเมติก จะมีกำรน ำวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรง (direct 

methods) เช่น วิธีซิมเพล็กซ์ลงเขำ (simplex downhill) และวิธีคน้หำเป็นรูปแบบ (pattern 

search) เพื่อน ำมำเป็นตวัด ำเนินกำรคน้หำแบบโลคอลส ำหรับขั้นตอนวธีิววิฒันำกำร 

- จำกนั้นท ำกำรประยุกต์กบักำรออกแบบหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกั ทั้ งน้ีจะเน้นไปท่ีกำร

สำธิตกำรออกแบบโครงขอ้หมุนเป็นหลกั ปัญหำกำรออกแบบจะมีทั้งกำรหำทอพอโลย ีรูปทรง

และขนำดเหมำะท่ีสุดของโครงถัก กำรออกแบบอตัโนมัติ มีทั้ งกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบ

เป้ำหมำยเดียวและหลำยเป้ำหมำย  

กระบวนกำรด ำเนินกำรวจิยัท่ีมีก ำหนดเวลำเป็นแผนงำน แสดงในตารางที ่1.1 

ตารางที ่1 ขั้นตอนกำรด ำเนินกำรวจิยั 

No. Plan 1st year 2nd year 3rd year 

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 
1 สืบคน้งำนวจิยัท่ีมีมำก่อน             

2 กำรจดัเตรียมซอฟแวร์และโปรแกรมโคด้             

3 กำรเพิ่มสมรรถนะของขั้นตอนวธีิ
ววิฒันำกำร 

            

4 กำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกั             

5 รำยงำนวจิยั             

6 กำรประชุมประจ ำปีของ สกว.             
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บทที ่2 ขั้นตอนวธีิววิฒันาการ 
 

2.1 ความน า นิยาม และแนวคิดเบือ้งต้น  
 ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรในท่ีน้ี คือวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีมีกระบวนกำรค ำนวณเลียนแบบหรือ
คลำ้ยคลึงกบัพฤติกรรมกำรวิวฒันำกำรของระบบบำงอยำ่งในธรรมชำติ ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรท่ีเป็นท่ี
รู้จกัและนิยมใช้กนัมำกท่ีสุดคือ ขั้นตอนวิธีเชิงพนัธุกรรม (genetic algorithms) อยำ่งไรก็ตำม เม่ือมี
กำรคน้ควำ้วจิยัในสำขำวชิำน้ีแพร่หลำยไปทัว่โลก ไดก่้อใหเ้กิดวิธีวิวฒันำกำรข้ึนมำหลำกหลำยรูปแบบ 
ซ่ึงนอกจำกจะเลียนแบบพฤติกรรมทำงธรรมชำติแลว้ ยงัขยำยไปยงักระบวนกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ี
เลียนแบบพฤติกรรมของระบบอ่ืนๆ ทั้งท่ีมีชีวิตและไม่มีชีวติ ดว้ยเหตุน้ี จึงมีกำรก ำหนดช่ือของวธีิหำค่ำ
เหมำะท่ีสุดรูปแบบน้ีข้ึนใหม่เป็น เมตะฮิวริสติกส์ (meta-heuristics) อย่ำงไรก็ตำม ค ำว่ำขั้นตอนวิธี
ววิฒันำกำรก็ยงัเป็นท่ีนิยมเรียกกนัอยูเ่หมือนเดิม และในบทน้ี หำกมีกำรกล่ำวถึงขั้นตอนวิธีววิฒันำกำร
จะรวมไปถึงเมตะฮิวริสติกส์ทุกรูปแบบ นอกจำกน้ี วิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดชนิดน้ีนิยมเรียกอีกช่ือหน่ึงคือ 
วิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดโดยอำศยัประชำกร (population-based optimisers) ซ่ึงค ำว่ำประชำกรหมำยถึง
กลุ่มของผลเฉลยท่ีใชใ้นแต่ละวงวนของกระบวนกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด 

 ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรเม่ือเทียบกบัวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีใชอ้นุพนัธ์จะมีทั้งขอ้ดีและขอ้ดอ้ย ใน
ภำพรวม วิธีวิวฒันำกำรมีขอ้ไดเ้ปรียบคือ กำรใช้งำนง่ำย ไม่ตอ้งค ำนวณค่ำอนุพนัธ์ของฟังก์ชนัในกำร
หำผลเฉลย สำมำรถหำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดของทั้ งหมด (global optimum) ได้ เป็นวิธีท่ีทนทำน 
(robust) กล่ำวคือ มีโอกำสเกิดควำมคลำดเคล่ือนหรือหยุดกำรค ำนวณในระหว่ำงกระบวนกำรหำค่ำ
เหมำะท่ีสุดนอ้ยมำก และท่ีส ำคญัอีกขอ้หน่ึงคือ เม่ือไม่มีกำรใชอ้นุพนัธ์ของฟังกช์นั วธีิหำค่ำเหมำะท่ีสุด
เหล่ำน้ี สำมำรถประยุกตใ์ชก้บัปัญหำกำรออกแบบไดทุ้กรูปแบบ ค่ำพำรำมิเตอร์ยอ่ยของวิธีกำรเหล่ำน้ี
สำมำรถปรับเปล่ียนไดง่้ำย ไม่เป็นค่ำเฉพำะเจำะจงเหมือนวธีิหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบใชอ้นุพนัธ์ อยำ่งไรก็
ตำมวิธีวิวฒันำกำรมีขอ้ดอ้ยคือ เน่ืองจำกท ำกำรประยุกตใ์ชก้ระบวนกำรสุ่มในกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด ท ำ
ให้วิธีกำรน้ีมีสมรรถนะในกำรหำผลเฉลยต ่ ำเม่ือเทียบกับวิธีท่ีใช้อนุพันธ์ นั่นคือมีอัตรำกำรลู่เข้ำ 
(convergence rate) ต ่ำ และไม่มีควำมคงเส้นคงวำ (consistency) ในกำรหำผลเฉลย (หมำยควำมว่ำ
เม่ือใช้วิธีวิวฒันำกำรใดๆ หำค ำตอบของปัญหำกำรออกแบบเดิมหลำยคร้ัง ผลเฉลยท่ีได้จะไม่
เหมือนเดิม) นอกจำกน้ี เน่ืองจำกไม่มีค่ำอนุพนัธ์ของฟังกช์นั กำรตรวจสอบเง่ือนไขควำมเหมำะท่ีสุดไม่
สำมำรถท ำได ้วิธีกำรน้ีใชจ้  ำนวนคร้ังในกำรหำค่ำฟังก์ชนัสูงมำกเม่ือเทียบกบัวิธีใชอ้นุพนัธ์ เน่ืองจำกมี
อตัรำกำรลู่เขำ้ต ่ำและไม่สำมำรถรับประกนัไดว้ำ่ผลท่ีไดเ้ป็นผลเฉลยเหมำะท่ีสุดจริง ดงันั้น เรำมกัเรียก
ค ำตอบท่ีไดจ้ำกกำรประยกุตใ์ชว้ธีิเหล่ำน้ีวำ่ ผลเฉลยใกลค้วำมเหมำะท่ีสุด (near optimum) 
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 2.1.1 ปัญหาการออกแบบ 

 ปัญหำกำรออกแบบท่ีจะท ำกำรประยุกต์ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรเพื่อหำผลเฉลยคือ ปัญหำกำร
ออกแบบท่ีมีเฉพำะเง่ือนไขบงัคบัหรือขอบเขตของตวัแปรออกแบบ หรือท่ีเรียกว่ำ เง่ือนไขบงัคบัแบบ
กล่อง (box constraints) ปัญหำกำรออกแบบชนิดน้ีเรียกว่ำ กำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีมีเง่ือนไขบงัคบั
แบบกล่อง (box-constrained optimisation) ซ่ึงสำมำรถแสดงไดด้งัน้ี 

 

จงหำค่ำต ่ำสุด f(x)         (2.1) 
 L  x  U 
 

เม่ือ  f(x) คือ ฟังกช์นัเป้ำหมำย 

  x  คือ เวกเตอร์ตวัแปรออกแบบขนำด n×1 

  L คือ ขอบเขตล่ำงของตวัแปรออกแบบ 

  U คือ ขอบเขตบนของตวัแปรออกแบบ 

 

 ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรโดยทั่วไป สำมำรถหำผลเฉลยของปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดน้ีได้
โดยตรง อย่ำงไรก็ตำม เม่ือมีเง่ือนไขบงัคบัชนิดอ่ืน จ ำเป็นตอ้งเพิ่มกระบวนกำรเชิงตวัเลขเขำ้มำเพื่อ
สำมำรถดดัแปลงปัญหำกำรออกแบบให้อยูใ่นรูปแบบ (2.1) เช่น กำรประยุกตใ์ชเ้ทคนิคฟังกช์นัปรับแก ้
(penalty function techniques) เป็นตน้ 

 กระบวนกำรหำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดของวิธีกำรท่ีน ำเสนอในท่ีน้ี ส่วนมำกจะใชก้ลุ่มของเวกเตอร์
ตัวแปรออกแบบซ่ึงนิยมเรียกว่ำ ประชำกร (population) ในกำรหำค ำตอบ ในกรณีของตัวแปร
ออกแบบจ ำนวนจริง ประชำกรของเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบ สำมำรถเขียนแทนดว้ย 

 

 P = {x1, x2, …, xN}        (2.2) 
 

เม่ือ N คือ ขนำดของประชำกรหรือจ ำนวนเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบท่ีเป็นสมำชิกของประชำกร  
วิธีวิวฒันำกำรใช้หลกักำรค ำนวณแบบกระท ำซ ้ ำ (iterative method) ในกำรหำผลเฉลย รอบของกำร
ค ำนวณหรือวงวน นิยมเรียกวำ่ รุ่น (generation) ของประชำกรของเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบ  
 

 

 

 2.1.2 การเข้ารหัสและถอดรหัสตัวแปรออกแบบ 

รูปแบบของตวัแปรออกแบบท่ีใช้ส ำหรับวิธีวฒันำกำรมีไดห้ลำยรูปแบบ เช่น เวกเตอร์จ ำนวน
จริง เวกเตอร์จ ำนวนเต็ม หรือแนวของเลขฐำนสอง (binary string) กำรเขำ้รหัสของตวัแปรออกแบบ
หมำยถึง กำรท่ีผูอ้อกแบบก ำหนดชนิดของตวัแปรออกแบบเพื่อใชก้บัปัญหำกำรออกแบบใดๆ ส่วนกำร
ถอดรหัสตวัแปรออกแบบคือ กำรแปลงเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบให้อยู่ในรูปของตวัแปรท่ีเป็นตวัเลข 
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เพื่อใช้ค  ำนวณค่ำของฟังก์ชันเป้ำหมำยและเง่ือนไขบงัคบั เน่ืองจำกวิธีวิวฒันำกำรเช่น ขั้นตอนวิธีเชิง
พนัธุกรรม และวิธีกำรเรียนรู้แบบเพิ่มพูนโดยอำศยักลุ่มประชำกร (Population-Based Incremental 

Learning, PBIL) เขำ้รหัสตวัแปรออกแบบเป็นแนวของเลขฐำนสอง ดงันั้น เม่ือท ำกำรหำค่ำฟังก์ชัน
ของตวัแปรเหล่ำนั้น จ  ำเป็นตอ้งถอดรหัสจำกตวัเลขฐำนสองมำเป็นตวัเลขฐำนสิบหรือจ ำนวนจริง เพื่อ
สำมำรถค ำนวณค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยและเง่ือนไขบงัคบัได ้ 
 ในกรณีทัว่ไป อยำ่งเช่น ปัญหำกำรออกแบบ (2.1) กำรแปลงค่ำเวกเตอร์แนวของเลขฐำนสอง b 

ขนำด 1Nb ไปเป็นค่ำของตวัแปรออกแบบจ ำนวนจริง xi ท่ีอยูใ่นขอบเขตของตวัแปร [Li, Ui] สำมำรถ
ท ำไดโ้ดยกำรใชส้มกำร  
 

12
)(




bNiiii LULx
bt

       (2.3) 

 

เม่ือ t คือ เมตริกซ์กำรแปลงเลขฐำนสองขนำด Nb1 สมำชิกของ t มีค่ำเป็น ti = 2(Nb-i) 

 ในกรณีท่ีตวัแปรออกแบบในปัญหำตั้งตน้มีมำกกวำ่หน่ึงตวั ในกำรเขำ้รหัสตวัแปรออกแบบ ใช้
เวกเตอร์ของแนวของเลขฐำนสองเพียงหน่ึงชุดเท่ำนั้นส ำหรับเวกเตอร์ x = {x1, x2}

T ผูอ้อกแบบตอ้ง
ก ำหนดว่ำ ต้องกำรใช้เวกเตอร์ b ขนำดเท่ำใดเพื่อเป็นตัวแทนของ x เช่น ถ้ำใช้ควำมยำวของ
เลขฐำนสองเป็น Nb = 10 หลกั โดย 5 หลกัแรก แปลงค่ำเป็น x1 และ 5 หลกัท่ีเหลือเป็นตวัแทนของ x2 

ตวัอย่ำงเช่น ถำ้เรำมี b = {1 0 0 0 1 0 0 1 1 1} เลขฐำนสอง 10001 ใช้ถอดรหัสเป็นค่ำของ x1 และ 
00111 เป็นค่ำของ x2 

 ตวัแปรออกแบบท่ีใชแ้นวของเลขฐำนสองจะเป็นตวัแปรแบบดิสครีทหรือวิยุต (discrete) ควำม
ละเอียดของผลเฉลยบนโดเมนของตวัแปรออกแบบข้ึนอยูก่บัค่ำของ Nb ถำ้มีค่ำมำก ควำมละเอียดของ
ตวัแปรออกแบบจะสูงมำกข้ึน  
 

 2.1.3 กระบวนการค านวณในรูปแบบทัว่ไป 
  กระบวนกำรคน้หำผลเฉลยของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรโดยทัว่ไปเร่ิมต้นด้วยประชำกรตั้งต้น 
(initial population) หรือกลุ่มของเวกเตอร์ออกแบบเร่ิมต้น จำกนั้ นท ำกำรประยุกต์ใช้กลไกท่ี
เลียนแบบวิวฒันำกำรทำงธรรมชำติ หรือระบบอ่ืนๆเพื่อสร้ำงประชำกรลูก (offspring) ข้ึนมำ ทั้งน้ี 
กระบวนกำรสุ่ม (randomisation) มกัถูกใช้เป็นเคร่ืองมือหลักในขั้นตอนน้ี จำกนั้นท ำกำรคดัเลือก 
(selection) ผลเฉลยเพื่อเป็นประชำกรรุ่นถดัไป (next generation) โอกำสในกำรถูกคดัเลือกจะข้ึนอยู่
กบัค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำย หรือในบำงวิธีวิวฒันำกำร จะแปลงค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำยเป็นค่ำควำมเหมำะสม 
(fitness) ของผลเฉลยท่ีเป็นสมำชิกของประชำกรเหล่ำนั้น กระบวนกำรค ำนวณโดยทัว่ไปสำมำรถ
แสดงไดด้งัน้ี 
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ขั้นตอนวธีิที ่2.1 กระบวนกำรค ำนวณของขั้นตอนวธีิววิฒันำกำร 

ขั้นตอนเร่ิมตน้ ก ำหนดพำรำมิเตอร์ท่ีจ  ำเป็นทั้งหมด และประชำกรเร่ิมตน้พร้อมค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยของ
สมำชิกในประชำกร 

ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขเหมำะท่ีสุดเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2: 

2: ผลิตประชำกรลูกดว้ยหลกักำรเฉพำะของขั้นตอนวธีิเหล่ำนั้น 

3: หำค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยและค่ำควำมเหมำะสม (ส ำหรับบำงวธีิกำร) 
4: ท ำกำรคดัเลือกประชำกรรุ่นใหม่ 
5: กลบัไปขั้นตอนท่ี 1: 

 

  เน่ืองจำกขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรและเมตะฮิวริสติกส์อ่ืนๆมีจ ำนวนมำกกวำ่ 100 วิธี ในบทน้ีจะ
น ำเสนอเฉพำะวิธีกำรท่ีเป็นท่ีรู้จัก ใช้งำนง่ำย มีรูปแบบกำรค ำนวณท่ีง่ำย และในขณะเดียวกันมี
สมรรถนะในกำรหำผลเฉลยสูง 
 
2.2 ข้ันตอนวธีิเชิงพนัธุกรรม 

 ขั้นตอนวิธีเชิงพันธุกรรมหรือ GA คือวิธีวิวฒันำกำรท่ีเป็นท่ีรู้จกัและนิยมใช้งำนมำกท่ีสุด 
ปัจจุบนัได้มีกำรประยุกต์ใช้และมีกำรปรับปรุงดัดแปลง GA เพื่อปัญหำกำรออกแบบจริง ท ำให้มี
ขั้นตอนวธีิของ GA มำกกวำ่ 1000 วิธี GA ถูกพฒันำข้ึนมำโดยเลียนแบบหลกักำรววิฒันำกำร และกำร
คดัเลือกทำงธรรมชำติของกลุ่มของส่ิงมีชีวติ ตำมทฤษฎีวิวฒันำกำรของ ชำร์ล ดำร์วนิ ในท่ีน้ี จะอธิบำย
กระบวนกำรค ำนวณคน้หำค่ำเหมำะท่ีสุดของ GA ในรูปแบบของกระบวนกำรค ำนวณเชิงตวัเลข เพื่อ
ควำมกระชบัและเขำ้ใจง่ำย  
 กระบวนกำรคน้หำผลเฉลยของ GA ในท่ีน้ีเป็นรูปแบบอยำ่งง่ำยส ำหรับผูเ้รียนรู้ใหม่  เร่ิมตน้ดว้ย
ประชำกรตั้งตน้ จำกนั้นท ำกำรผลิตประชำกรลูกโดยกำรคดัเลือกคู่ของพ่อ-แม่ (parents) จำกสมำชิก
ของประชำกรรุ่นปัจจุบัน (current generation) ทั้ งน้ีสมำชิกผลเฉลยของตวัแปรออกแบบท่ีให้ค่ำ
ฟังก์ชันเป้ำหมำยดีกว่ำ จะมีโอกำสถูกคดัเลือกมำกกว่ำ กำรผลิตประชำกรลูกท ำไดโ้ดยตวัด ำเนินกำร 
ครอสโอเวอร์ (crossover) และกำรมิวเทชนั (mutation) เม่ือไดป้ระชำกรลูก ท ำกำรคดัเลือกประชำกร
ส ำหรับรุ่นหรือวงวนถดัไป ด ำเนินกำรแบบท ำซ ้ ำไปเร่ือยๆจนครบเง่ือนไขกำรหยดุคน้หำผลเฉลยเหมำะ
ท่ีสุด รำยละเอียดของตวัด ำเนินกำรของ GA มีดงัน้ี 

 

 2.2.1 การคัดเลอืก 
 กำรด ำเนินกำรคดัเลือก ในท่ีน้ีเป็นกำรคดัเลือกโดยใชว้งลอ้รูเลทท ์(roulette) ซ่ึงเป็นพื้นท่ีวงกลม
ท่ีแบ่งออกเป็นเซกเตอร์ย่อยจ ำนวนเท่ำกบัจ ำนวนผลเฉลยท่ีจะถูกเลือก ขนำดของเซกเตอร์จะแตกต่ำง
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กนัข้ึนอยูก่บัค่ำโอกำสในกำรถูกเลือกของผลเฉลยต่ำงๆในประชำกรปัจจุบนั ในรูปแบบท่ีง่ำยท่ีสุด ค่ำ
โอกำสในกำรถูกเลือกสำมำรถค ำนวณไดจ้ำก ค่ำควำมเหมำะสมของสมำชิกในประชำกร ก ำหนดให้ค่ำ
ควำมเหมำะสมท่ีมีค่ำมำกกวำ่หมำยถึงผลเฉลยท่ีดีกว่ำและควรมีโอกำสถูกเลือกมำกกวำ่ ดงันั้นโอกำส
ในกำรถูกเลือกของผลเฉลยท่ี s-th สำมำรถค ำนวณไดจ้ำก 
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         (2.4) 

 

เม่ือ N คือ ขนำดของประชำกรตวัอย่ำง ก ำหนดให้สมำชิกผลเฉลยในประชำกรคือ g1, g2, g3, g4 และ 

g5 โดยผลเฉลยทั้ง 5 น้ี มีค่ำควำมเหมำะสมเป็น f1 = 10, f2 = 5, f3 = 3, f4 = 7 และ f5 = 15 ตำมล ำดบั 

ดงันั้น โอกำสในกำรถูกเลือกของสมำชิกในประชำกรชุดน้ี ค  ำนวณไดด้งัน้ี (P(gi) คือโอกำสในกำรถูก
เลือกของ gi)  
 

สมำชิก    g1 g2 g3 g4 g5 

ค่ำควำมเหมำะสม 10 5 3 7 15 fi = 40 

P(gi)    0.25 0.125 0.075 0.175 0.375 

 

วงลอ้รูเลททข์องโอกำสในกำรถูกเลือกของประชำกรชุดน้ี แสดงในรูปที ่2.1  
 กระบวนกำรคดัเลือก สำมำรถท ำไดโ้ดยกำรตั้งเขม็ช้ีต ำแหน่งท่ีดำ้นใดดำ้นหน่ึงของวงลอ้ จำกนั้น
ท ำกำรหมุนวงลอ้โดยใชแ้รงท่ีไม่เฉพำะเจำะจงหรือแบบสุ่ม เม่ือวงลอ้หยุด เซกเมนตท่ี์อยูต่รงท่ีเข็มช้ีจะ
ไดรั้บกำรคดัเลือก จำกหลกักำรน้ี สำมำรถกล่ำวไดว้ำ่ สมำชิกในประชำกรท่ีมีค่ำควำมเหมำะสมมำกกวำ่ 
(ในท่ีน้ีคือ g5) ยอ่มมีโอกำสท่ีจะถูกเลือกมำกกวำ่ เพรำะมีแถบเซกเมนตบ์นวงลอ้ใหญ่กวำ่สมำชิกตวัอ่ืน 
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รูปที ่2.1 วงลอ้รูเลททส์ ำหรับกำรด ำเนินกำรคดัเลือกของ GA 

 

 ขอ้ดอ้ยของกำรสร้ำงวงล้อด้วยสมกำรท่ี (2.4) คือ เม่ือมีสมำชิกตวัใดตวัหน่ึงในประชำกรมีค่ำ
ควำมเหมำะสมมำกกว่ำสมำชิกตัวอ่ืนอย่ำงมีนัยส ำคัญ หรืออำจเรียกว่ำ เป็นสมำชิกท่ีครอบง ำ 
(dominate) เหนือตวัอ่ืน ดงัตวัอยำ่ง 
 
สมำชิก    g1 g2 g3 g4 g5 

ค่ำควำมเหมำะสม 4 2 3 1 30 fi = 40 

P(gi)    0.100 0.050 0.075  0.025 0.750 

 

รูปที ่2.2 วงลอ้รูเลททส์ ำหรับกำรด ำเนินกำรคดัเลือกของ GA 

  

 รูปที่ 2.2 แสดงวงลอ้รูเลทท์ของประชำกรชุดน้ี จำกรูปจะเห็นไดว้่ำ เซกเมนต์ของสมำชิกตวัท่ีดี
ท่ีสุด g5 จะมีแถบกวำ้งเป็น 3/4 เท่ำของวงกลม นัน่หมำยควำมวำ่ ในกำรหมุนวงลอ้เพื่อคดัเลือกผลเฉลย 
g5 มีโอกำสท่ีจะถูกเลือกซ ้ ำแลว้ซ ้ ำอีกซ่ึงไม่เป็นผลดีต่อกระบวนกำรค ำนวณของ GA เพรำะจะท ำให้
ขั้นตอนวิธีน้ี ลู่เข้ำสู่ผลเฉลยก่อนเวลำอันควร (premature convergence) กำรแก้ปัญหำจุดอ่อนน้ี
สำมำรถท ำไดโ้ดยกำรประยุกต์ใช้หลกักำรค ำนวณโอกำสของกำรถูกเลือกรูปแบบใหม่ โดยท ำกำรจดั
อนัดบัของสมำชิกดว้ยค่ำควำมเหมำะสม ก ำหนดให้ rs คืออนัดบัของสมำชิกตวัท่ี s-th สมำชิกท่ีมีค่ำ
ควำมเหมำะสมมำกท่ีสุดจะมีอนัดบัสูงสุด (rs = N) ส่วนสมำชิกตวัท่ีมีค่ำควำมเหมำะสมนอ้ยท่ีสุดจะได้
เลขอนัดบันอ้ยท่ีสุด (rs = 1) ค่ำโอกำสของกำรถูกเลือก สำมำรถค ำนวณไดด้งัน้ี 
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จำกวงลอ้รูเลททใ์นรูปที่ 2.2 ถำ้เรำใชส้มกำร (2.5) ในกำรค ำนวณโอกำสของกำรถูกเลือก วงลอ้รูเลทท์
จะมีรูปแบบดงัแสดงในรูปที ่2.3 ค่ำมธัยฐำนของโอกำสในกำรถูกเลือกมีค่ำประมำณ 1/(N + 1) ส่วนผล
เฉลยท่ีดีท่ีสุดจะมีโอกำสในกำรถูกเลือกท่ี 2/(N + 1) ซ่ึงมีค่ำเป็นสองเท่ำของค่ำมธัยฐำนโดยประมำณ 
สมำชิก    g1 g2 g3 g4 g5 

ค่ำควำมเหมำะสม 4 2 3 1 30 

ri    4 2 3 1 5 

P(gi) (2rs/N/(N+1)) 4/15   2/15   3/15     1/15 5/15 

 

 

รูปที ่2.3 วงลอ้รูเลททส์ ำหรับกำรด ำเนินกำรคดัเลือกของ GA โดยใช ้(4.5) 
 

 นอกจำกกำรคดัเลือกโดยใชว้งลอ้รูเลททแ์ลว้ เรำยงัสำมำรถประยกุตใ์ชก้ระบวนกำรคดัเลือกแบบ
กำรแข่งขนั (tournament selection) กำรคดัเลือกแบบน้ีสำมำรถท ำได้โดยก ำหนดกำรแข่งขนัข้ึนมำ
หลำยๆคร้ัง ในกำรแข่งขนัแต่ละคร้ัง สมำชิกในประชำกร nT ตวัจะถูกคดัเลือกแบบสุ่มเพื่อมำแข่งกนั ผู ้
ชนะหรือผลเฉลยท่ีอยู่ในกำรแข่งขนัท่ีให้ค่ำควำมเหมำะสมหรือฟังก์ชนัเป้ำหมำยดีท่ีสุดคือผูถู้กเลือก
เพื่อเขำ้สู่กระบวนกำร ครอสโอเวอร์ต่อไป กำรด ำเนินกำรคดัเลือกแบบน้ีเป็นกระบวนกำรท่ีง่ำยกวำ่กำร
ใชว้งลอ้รูเลทท์ ถำ้ค่ำ nT ต ่ำโอกำสในกำรถูกเลือกของผลเฉลยท่ีมีค่ำควำมเหมำะสมต ่ำจะมีสูง ในทำง
กลบักนั ถำ้ค่ำ nT สูง โอกำสในกำรถูกเลือกของสมำชิกท่ีมีค่ำควำมเหมำะสมต ่ำจะมีค่ำนอ้ย 

 

 2.2.2 การด าเนินการครอสโอเวอร์ 

 ครอสโอเวอร์เป็นตวัด ำเนินกำรเชิงพนัธุกรรมหลกัของขั้นตอนวิธีเชิงพนัธุกรรม เม่ือเลือกคู่ของ
ผลเฉลยพ่อ-แม่ได้ตำมจ ำนวนท่ีต้องกำรแล้ว จำกนั้ น ท ำกำรด ำเนินกำรแบบครอสโอเวอร์ กำร
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ด ำเนินกำรเชิงตวัเลขน้ีมีรูปแบบคล้ำยกบักำรผสมพนัธ์ุของคู่พ่อแม่ของส่ิงมีชีวิต รูปที่ 2.4 แสดงรูป
เสมือนโครโมโซม (chromosome) ของคู่ผลเฉลยพ่อ-แม่ กำรด ำเนินกำรครอสโอเวอร์ คือกำรเลือก
ต ำแหน่งจุดตดัโครโมโซมโดยกำรสุ่มเพื่อแยกโครโมโซมเหล่ำนั้นออกเป็นสองส่วน จำกนั้น ผลเฉลย
ลูก (offspring) ชุดท่ี 1 คือผลเฉลยท่ีมีส่วนแรกของโครโมโซมของผลเฉลยพ่อ-แม่ชุดท่ี 1 และมีส่วน
หลงัของผลเฉลยพ่อ-แม่ชุดท่ี 2 เช่นเดียวกนั ผลเฉลยลูกชุดท่ี 2 จะมีโครโมโซมส่วนแรกเป็นของผล
เฉลยพ่อ-แม่ชุดท่ี 2 และมีโครโมโซมส่วนหลงัเป็นของผลเฉลยพ่อ-แม่ชุดท่ี 1 กำรด ำเนินกำรน้ี เรียกว่ำ
กำรครอสโอเวอร์แบบ 1 จุด 

  รูปที่ 2.5 แสดงกำรครอสโอเวอร์แบบ 2 จุด จำกรูป ท ำกำรตัดโครโมโซมของคู่พ่อ-แม่ 2 
ต ำแหน่งโดยกำรสุ่ม จำกนั้นผลเฉลยลูก 1 และ 2 จะมีรูปแบบโครโมโซมเหมือนกบัของผลเฉลยพอ่-แม่ 
1 และ 2 ตำมล ำดับ ส ำหรับโครโมโซมส่วนหัวและท้ำย แต่มีกำรสลับต ำแหน่งส่วนกลำงของ
โครโมโซมพ่อ-แม่ทั้ งสองดังแสดง ด้วยแนวคิดเดียวกนัน้ี เรำสำมำรถด ำเนินกำรครอสโอเวอร์แบบ
หลำยจุด ดงัแสดงในรูปที่ 2.6 ในกระบวนกำรค ำนวณของ GA เรำใชแ้นวของเลขฐำนสองเป็นตวัแทน
ของโครโมโซมของผลเฉลย ส่วนกำรถอดรหัสเลขฐำนสองเป็นตวัแปรออกแบบ น ำเสนอในหัวข้อ 
2.1.2 ตวัอยำ่งของกำรครอสโอเวอร์แบบ 1 จุด เม่ือมีโครโมโซมเป็นเลขฐำนสอง แสดงไดด้งัน้ี 

ผลเฉลยพอ่-แม่ 1: 1000|11110 ผลเฉลยลูก 1: 100001010 

ผลเฉลยพอ่-แม่ 2: 1011|01010 ผลเฉลยลูก 2: 101111110 
 

ผลเฉลยพ่อ-แม่ 1                       ผลเฉลยลูก 1 
                 

ผลเฉลยพ่อ-แม่ 2                                    ผลเฉลยลูก 2 
 

 

รูปที ่2.4 ครอสโอเวอร์แบบ 1 จุด 
 

 

ผลเฉลยพ่อ-แม่ 1                       ผลเฉลยลูก 1 
                 

ผลเฉลยพ่อ-แม่ 2                                    ผลเฉลยลูก 2 
 

 

รูปที ่2.5 ครอสโอเวอร์แบบ 2 จุด 
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รูปที ่2.6 ครอสโอเวอร์แบบหลำยจุด 

 

 

 2.2.3 การด าเนินการมิวเทชัน 

 กำรด ำเนินกำรมิวเทชนัหรือกำรกลำยพนัธ์ุ เป็นตวัด ำเนินกำรเชิงพนัธุกรรมท่ีเลียนแบบธรรมชำติ
ของส่ิงมีชีวิตกล่ำวคือ เม่ือมีกำรผสมพนัธ์ระหวำ่งคู่ของพ่อ-แม่ จะมีโอกำสท่ีผลผลิตท่ีไดคื้อประชำกร
ลูกจะมียีน(gene) บำงส่วนมีควำมแตกต่ำงไปจำกอินทรียข์องพ่อ-แม่ ในทำงกำรค ำนวณเชิงตวัเลข กำร
ด ำเนินกำรน้ีถูกใชเ้พื่อป้องกนักำรลู่เขำ้สู่ค  ำตอบก่อนเวลำอนัควร (premature convergence) ท่ีเกิดจำก
กำรประยกุตใ์ช ้ตวัด ำเนินกำรครอสโอเวอร์เพียงอยำ่งเดียว กำรเกิดมิวเทชนัในผลเฉลยแบบเลขฐำนสอง 
สำมำรถท ำไดโ้ดย เลือกต ำแหน่งท่ีตอ้งกำรเปล่ียนแปลงยนีโดยกำรสุ่ม จำกนั้นท ำกำรเปล่ียนเอลิเมนตท่ี์
เลือกนั้นในรูปแบบดงัน้ี ถำ้เอลิเมนต์นั้นมีค่ำเป็น 1 ให้เปล่ียนค่ำเป็น 0 หรือในทำงกลบักนัให้เปล่ียน
จำกค่ำเดิมท่ีเป็น 0 ใหเ้ป็นเลข 1 

  
ผลเฉลยพอ่-แม่: 100011110 ผลเฉลยลูก: 100001110 (ตวัเขม้ คือเอลิเมนตท่ี์ถูกเลือก) 
 

 โดยทั่วไปแล้ว กำรด ำเนินกำรเชิงพนัธุกรรมครอสโอเวอร์และมิวเทชันจะได้รับอนุญำตให้
ด ำเนินกำรดว้ยค่ำควำมน่ำจะเป็น หรือเรียกวำ่อตัรำกำรครอสโอเวอร์และมิวเทชนัตำมล ำดบั ส ำหรับวิธี
เชิงพนัธุกรรม โดยทัว่ไปจะมีอตัรำกำรครอสโอเวอร์สูงและมีอตัรำกำรมิวเทชนัต ่ำ กระบวนกำรค ำนวณ
ของขั้นตอนวิธีเชิงพนัธุกรรมแสดงในขั้นตอนวิธีที่ 2.2 กระบวนกำรเร่ิมตน้ด้วย กำรระบุขนำดของ
ประชำกร N ควำมยำวของแนวตวัเลขฐำนสองต่อหน่ึงตวัแปรออกแบบ nb อตัรำกำรเกิดครอสโอเวอร์ 
pc และมิวเทชนั pm และจ ำนวนวงวน (รุ่น) สูงสุด Gmax จำกนั้นสุ่มสร้ำงประชำกรเร่ิมตน้ซ่ึงเป็นเซต
ของผลเฉลยตัวเลขฐำนสองขนำด N(n.nb) ในท่ีน้ี ผลเฉลยคือแถวของเมตริกซ์ประชำกร เม่ือได้
ประชำกร ท ำกำรหำค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำย และค่ำควำมเหมำะสม จำกนั้นคดัเลือกคู่ของผลเฉลยพอ่-แม่ให้

ผลเฉลยลูก 1 

  จุดตดั 

ผลเฉลยลูก 2 

ผลเฉลยพอ่แม่ 1 

ผลเฉลยพอ่แม่ 2 
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ไดต้ำมจ ำนวนท่ีตอ้งกำร ท ำกำรครอสโอเวอร์และมิวเทชัน ท ำกำรคดัสรรประชำกรส ำหรับรุ่นถดัไป 
ด ำเนินกำรค ำนวณซ ้ ำจนไดผ้ลเฉลยเหมำะท่ีสุด 

ขั้นตอนวธีิที ่2.2 กระบวนกำรค ำนวณของขั้นตอนวธีิพนัธุกรรม 

ขั้นตอนเร่ิมต้น ก ำหนดพำรำมิเตอร์ท่ีจ  ำเป็นทั้ งหมด และสร้ำงประชำกรเร่ิมต้นพร้อมค่ำฟังก์ชัน
เป้ำหมำยของสมำชิกในประชำกร 

ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขกำรหยดุค ำนวณเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย  
ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2: 

2: ด ำเนินกำรเลือกคู่ของผลเฉลยพอ่-แม่ 
3: ท ำกำรครอสโอเวอร์คู่พอ่-แม่ท่ีเลือกมำ ตำมเง่ือนไขของอตัรำกำรครอสโอเวอร์ 

4: ด ำเนินกำรมิวเทชนัตำมเง่ือนไขของอตัรำกำรมิวเทชนั จะไดชุ้ดประชำกรลูก 
5: หำค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยและค่ำควำมเหมำะสมของประชำกรลูก 

6: ท ำกำรคดัเลือกประชำกรรุ่นใหม่จำกประชำกรพอ่-แม่ และประชำกรลูก 

7: กลบัไปขั้นตอนท่ี 1: 

 

2.3 วธีิการเรียนรู้แบบเพิม่พูนโดยอาศัยกลุ่มประชากร (Population-Based Incremental 

Learning, PBIL) 
 วิธี PBIL เป็นวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดเชิงวิวฒันำกำรหรือเมตะฮิวริสติกส์ท่ีประยุกต์ใช้ขั้นตอน
วิธีกำรประมำณกำรกระจำย (estimation of distribution algorithm) อย่ำงง่ำย เป็นวิธีท่ีประยุกต์ใช้
แนวของเลขฐำนสองแทนเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบเช่นเดียวกบั GA อย่ำงไรก็ตำม PBIL จะไม่ใช้
ประชำกรของผลเฉลยเลขฐำนสองในกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดเหมือน GA แต่จะใชเ้วกเตอร์ควำมน่ำจะเป็น 
(probability vector) เวกเตอร์ควำมน่ำจะเป็น คือเวกเตอร์ท่ี มีขนำดเท่ ำกับขนำดของแนวตัว
เลขฐำนสองท่ีใช้แทนเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบ ตวัอย่ำงเช่น ถำ้เวกเตอร์ตวัแปรออกแบบถูกแทนดว้ย
แนวของตวัเลขฐำนสองท่ีมีจ ำนวนทั้งหมด 5 หลกั เวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นก็จะมีสมำชิกทั้งหมด 5 

ตวั โดยสมำชิกแต่ละตวัคือค่ำควำมน่ำจะเป็นของกำรมีอยู่ของเลข “1” ในแนวคอลมัน์ของเมตริกซ์
ประชำกรเลขฐำนสอง (ส ำหรับกรณีท่ีแถวของประชำกรคือผลเฉลย) 
 เพื่อง่ำยต่อกำรท ำควำมเขำ้ใจ ก ำหนดให้ เวกเตอร์ของตวัแปรออกแบบถูกแทนด้วยแนวของ
เลขฐำนสองท่ีมีสมำชิก 4 ตวั และในชุดประชำกรเลขฐำนสอง มีสมำชิกทั้งหมด 5 ผลเฉลย ดงันั้ น
เมตริกซ์ของประชำกรเลขฐำนสองจะมีขนำดเป็น 54 เม่ือแต่ละแถวของเมตริกซ์คือผลเฉลยของปัญหำ
กำรออกแบบ จำกนิยำมเวกเตอร์ควำมน่ำจะเป็น เวกเตอร์จะมีขนำดเป็น 14 เม่ือสมำชิกตวัท่ี i-th ของ
เวกเตอร์คือควำมน่ำจะเป็นในกำรมีเลข “1” ในแนวคอลัมน์ท่ี  i-th ของเมตริกซ์ของประชำกร
เลขฐำนสอง รูปที่ 2.8 แสดงตัวอย่ำงของเวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นและประชำกรท่ีสร้ำงมำจำก
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เวกเตอร์เหล่ำนั้น จำกรูปเรำสำมำรถสรุปไดว้ำ่ เวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นหน่ึงเวกเตอร์สำมำรถสร้ำง
เป็นประชำกรเลขฐำนสองไดห้ลำกหลำยรูปแบบ และน่ีคือจุดแข็งของวิธี PBIL โดยเฉพำะเม่ือท ำกำร
ประยกุตใ์ชใ้นกำรหำผลเฉลยพำเรโต ในบทถดัไป 

 

ประชำกร 1       ประชำกร 2               ประชำกร 3 

0    0     1      1       0     1     0     0    0     1    0    1 

1    1     0      0       1     1     1     1    1     0    0    1 

0    0     1      1       1     0     0     0    0     1    0    1 

1    1     0      0       0     1     0     0    0     1    0    0 

0    1     0      0       0     0     1     1    0     1    0    0 

 

เวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป น      

2/5, 3/5, 2/5, 2/5   2/5, 3/5, 2/5, 2/5  1/5, 4/5, 0/5, 3/5 

 

รูปที ่2.8 เวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นและประชำกรเลขฐำนสอง 
 

 กระบวนกำรหำผลเฉลยของวิธี PBIL เร่ิมตน้ดว้ย เวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นตั้งตน้ท่ีมีค่ำของ
สมำชิกทุกตวัเป็น 0.5 จำกนั้น ท ำกำรสร้ำงประชำกรเลขฐำนสองจำกเวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นน้ี ท ำ
กำรหำค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำย เม่ือไดผ้ลเฉลยเลขฐำนสองท่ีดีท่ีสุดส ำหรับประชำกรชุดน้ี น ำผลเฉลยนั้นมำ
ปรับปรุงค่ำของเวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นส ำหรับวงวนถดัไป ดงัน้ี  

 

 RiRii LbLPP )()1(          (2.6) 

 

เม่ือ  

 Pi คือ สมำชิกตวัท่ี i-th ของเวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นหลงัจำกปรับปรุงค่ำ 
 Pi  คือ สมำชิกตวัท่ี i-th ของเวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นในวงวนปัจจุบนั 
 bi   คือ สมำชิกตวัท่ี i-th ของผลเฉลยเลขฐำนสองท่ีดีท่ีสุดท่ีคน้หำได ้

 LR  [0, 1] คือ ค่ำอตัรำกำรเรียนรู้  

 

 กำรเปล่ียนแปลงค่ำของเวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็น ในสมกำร (2.6) ข้ึนอยู่กับผลเฉลย
เลขฐำนสองท่ีดีท่ีสุด bi ถ้ำ bi = 1 ค่ำของ Pi จะเพิ่มข้ึน ทั้ งน้ี ข้ึนอยู่กับค่ำอัตรำกำรเรียนรู้ ในทำง
กลบักนั ถำ้ bi = 0 ค่ำของ Pi ท่ีถูกปรับปรุงจะมีค่ำลดลง นอกจำกกำรปรับปรุงค่ำของเวกเตอร์ของควำม
น่ำจะเป็นแลว้ เรำสำมำรถประยกุตก์ำรมิวเทชนักบัเวกเตอร์น้ี โดยใชส้มกำร  
 

 ssii mrandmPP )1or  0()1(        (2.7) 

 

เม่ือ  

 ms  [0, 1] คือ ค่ำพำรำมิเตอร์ของกำรมิวเทชนัท่ีผูอ้อกแบบตอ้งระบุ  
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 rand(0 or 1) = round(rand) คือ กำรสุ่มตวัเลขท่ีมีโอกำสเท่ำกนัท่ีจะเป็น “0” หรือ “1” 

 round(.) คือ ฟังกช์นักำรปัดเศษเลขจ ำนวนจริงใดๆไปเป็นเลขจ ำนวนเตม็ท่ีใกลท่ี้สุด 

 เช่นเดียวกับวิธี GA ตัวด ำเนินกำรมิวเทชันถูกใช้เพื่อป้องกันกำรลู่เข้ำก่อนเวลำอันควรของ
กระบวนกำรหำผลเฉลยของ PBIL กำรมิวเทชนัจะถูกอนุญำตให้ด ำเนินกำรดว้ยค่ำของควำมน่ำจะเป็น
หรืออตัรำมิวเทชนั pm ซ่ึงโดยทัว่ไปจะมีค่ำต ่ำ ค่ำของอตัรำกำรเรียนรู้ LR สำมำรถใชค้่ำคงท่ี (โดยทัว่ไป
ใชค้่ำ LR = 0.5) หรือเป็นแบบปรับเปล่ียนไดต้ำมจ ำนวนรอบของวงวน  
ขั้นตอนวธีิของ PBIL แสดงดงัต่อไปน้ี 

ขั้นตอนวธีิที ่2.3 กระบวนกำรค ำนวณของวธีิกำรเรียนรู้แบบเพิ่มพนูโดยอำศยักลุ่มประชำกร 

ขั้นตอนเร่ิมตน้ ก ำหนดค่ำของ Pi = 0.5, LR, ms, pm 

ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขกำรหยดุค ำนวณเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย  
ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2: 

2: สร้ำงประชำกรเลขฐำนสองจำกเวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็น P 

3: หำค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยของประชำกร f 
4: เลือกผลเฉลยท่ีดีท่ีสุด b  
5: ปรับปรุงค่ำของเวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นตำมสมกำร (2.6) 
6: ด ำเนินกำรมิวเทชนัตำมสมกำร (2.7) 
7: กลบัไปขั้นตอนท่ี 1: 

 
2.4 วธีิการหาค่าเหมาะทีสุ่ดแบบอนุภาครวมกลุ่ม (Particle Swarm Optimisation, PSO) 
 วิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบอนุภำครวมกลุ่มหรือ PSO นั้ น เป็นเมตะฮิวริสติกส์ท่ีเลียนแบบ
พฤติกรรมของส่ิงมีชีวิตท่ีออกหำกินเป็นฝูงเช่น นก และ ปลำ โดยสัตวเ์หล่ำน้ีจะรวมกลุ่มกนัหำกินใน
บริเวณท่ีมีอำหำรอุดมสมบูรณ์มำกท่ีสุด แต่ก็อำจมีนก หรือ ปลำบำงตวัท่ีหำกินในแหล่งท่ีไม่อุดม
สมบูรณ์มำกนัก ในเชิงเปรียบเทียบ ต ำแหน่งของนก คือต ำแหน่งของเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบ ส่วน
ควำมอุดมสมบูรณ์ของแหล่งอำหำรคือค่ำของฟังก์ชนัเป้ำหมำย เรำอำจเรียกต ำแหน่งของนกหรือปลำซ่ึง
เป็นต ำแหน่งของผลเฉลยในรูปแบบทัว่ไปวำ่ ต ำแหน่งของอนุภำค วิธี PSO เป็นหน่ึงในวิธีแรกๆของ
ขั้นตอนวิธีกำรรวมกลุ่มแบบฉลำด (swarm intelligence) กระบวนกำรค ำนวณของ PSO เร่ิมตน้ดว้ย
กลุ่มของผลเฉลย หรือกลุ่มของอนุภำคตั้งตน้ หรือจะเรียกวำ่ประชำกรตั้งตน้เหมือนกบัวิธีววิฒันำกำรท่ี
กล่ำวถึงก่อนหน้ำน้ีก็ได้ นอกจำกน้ียงัมีค่ำควำมเร็วตั้ งตน้ของอนุภำคเหล่ำนั้นประกอบกำรค ำนวณ 
จำกนั้นท ำกำรค ำนวณหำเวกเตอร์ควำมเร็วของกลุ่มอนุภำคเหล่ำนั้น ทิศทำงกำรเคล่ือนท่ีของอนุภำคจะ
ข้ึนอยูก่บัควำมอุดมสมบูรณ์ของแหล่งอำหำรหรือค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำย 

 ท่ีวงวนท่ี k ใดๆ กำรปรับปรุงทิศทำงและต ำแหน่งของอนุภำคตวัท่ี i-th สำมำรถหำไดจ้ำก  
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 )()1()( kkk iii vxx          (2.8) 

 

โดยท่ี vi(k) คือ เวกเตอร์ควำมเร็วของอนุภำค ซ่ึงค ำนวณไดด้งัน้ี 
 

 ))1(())1(()1()( 2211  krCkrCkWk i
best
ii

best
iii xgxpvv    (2.9) 

 

เม่ือ  

 xi(k) คือ ต ำแหน่งของอนุภำคหรือเวกเตอร์ผลเฉลยท่ี i-th ในวงวนท่ี k 

 vi(k) คือ ควำมเร็วของอนุภำค i-th ในวงวนท่ี k 

 W คือ ค่ำถ่วงน ้ำหนกัใชส้ ำหรับแสดงผลกระทบของ vi(k-1) ท่ีมีต่อ vi(k) 
 r1, r2  [0,1] คือ ค่ำตวัเลขสุ่มท่ีกระจำยแบบเอกรูป 
 C1 คือ ตวัประกอบกำรเรียนรู้ดว้ยตนเอง 

 C2    คือ ตวัประกอบกำรเรียนรู้ทำงสังคม 

 
best
ip คือ ผลเฉลยท่ีดีท่ีสุดท่ีอนุภำค xi คน้เจอ 

 
best
ig คือ ผลเฉลยท่ีดีท่ีสุดท่ีอนุภำคทั้งหมดคน้เจอ 

 

รูปที่ 2.9 แสดงทิศทำงของเวกเตอร์ควำมเร็วของอนุภำค xi(k) ในสองมิติ ในวงวนท่ี k จำกรูป 
ถำ้ก ำหนดให้ ค่ำถ่วงน ้ ำหนกั W = 0 เวกเตอร์ควำมเร็ว คือเวกเตอร์ท่ีมีจุดเร่ิมตน้ท่ี xi(k) และมีจุดปลำย
ท่ีจุดใดจุดหน่ึงในส่ีเหล่ียมดำ้นขนำน ดงัแสดงในรูป ทั้งน้ี ข้ึนอยูก่บัค่ำของ r1, r2, C1 และ C2 ในกรณีท่ี 
W = 0 และ r1 = r2 = C1 = C2 =1 เวกเตอร์ควำมเร็วคือ v(k) = ( best

g -xi(k)) + ( best

ip -xi(k)) ดัง
แสดงในรูปที ่2.9 

 

รูปที ่2.9 เวกเตอร์ควำมเร็วของอนุภำค 

 

 ขั้นตอนวิธีของ PSO แสดงในขั้นตอนวิธีที่ 2.4 กระบวนกำรค ำนวณเร่ิมตน้ดว้ยประชำกรตั้งตน้
หรือกลุ่มของอนุภำคตั้งตน้ ก ำหนดให้เวกเตอร์ควำมเร็วของอนุภำคตั้งตน้ทั้งหมดเป็นเวกเตอร์ศูนย ์
(หมำยควำมว่ำอนุภำคเร่ิมตน้เคล่ือนท่ีจำกต ำแหน่งหยุดน่ิง) จำกนั้นท ำกำรหำค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำยของ

x1 

x2 

xi(k) 

best
ig

 

best

ip  ( best
g -xi(k)) + ( best

ip -xi(k)) 

จุดเหมำะท่ีสุด 
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อนุภำคเหล่ำนั้น เม่ือทรำบค่ำของฟังก์ชันเป้ำหมำยอนุภำคแล้วท ำกำรหำค่ำ best
ip และ best

g จำกนั้ น
ค ำนวณหำค่ำควำมเร็วของอนุภำคส ำหรับวงวนถดัไปโดยใช้สมกำร (2.8) และ (2.9) จำกนั้นท ำกำร
ปรับปรุงต ำแหน่งของอนุภำคทั้งหมดและปรับปรุง best

ip และ best
g แบบท ำซ ้ ำ จนกระทัง่เจอเง่ือนไขหยุด

คน้หำผลเฉลย  
ขั้นตอนวธีิที ่2.4 กระบวนกำรค ำนวณของวธีิ PSO 

ขั้นตอนเร่ิมตน้ ก ำหนดพำรำมิเตอร์ท่ีจ  ำเป็นทั้งหมด และกลุ่มอนุภำคตั้งตน้พร้อมค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำย
ของสมำชิกในประชำกร ก ำหนดควำมเร็วเร่ิมตน้ของอนุภำคเป็นศูนย ์

ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขกำรหยดุค ำนวณเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย  
ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2 

2: ค ำนวณเวกเตอร์ควำมเร็วของอนุภำคพร้อมปรับต ำแหน่งของอนุภำคตำมเวกเตอร์ควำมเร็ว 
3: หำค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยของอนุภำคใหม่ 
4: หำค่ำของ best

ip และ best
g  

5: กลบัไปขั้นตอนท่ี 1 

 

2.5 วธีิววิฒันาการเชิงอนุพนัธ์ (Differential Evolution, DE) 
 วิธีวิวฒันำกำรเชิงอนุพนัธ์หรือ DE เป็นวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดเชิงวิวฒันำกำรท่ีพฒันำข้ึนมำในยุค
ใกล้เคียงกับ PBIL และ PSO จุดเด่นของวิธีน้ีคือ มีขั้นตอนกำรค ำนวณท่ีง่ำย ไม่สลับซับซ้อนแต่มี
สมรรถนะในกำรคน้หำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดสูง เม่ือเทียบกบัขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรอ่ืนๆ กระบวนกำร
ค ำนวณของ DE จะใช้กลุ่มของเวกเตอร์ผลเฉลยหรือประชำกรในกำรหำค ำตอบเช่นเดียวกบัวิธีก่อน
หน้ำน้ี ประชำกรจะท ำกำรวิวฒันำกำรไปหำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดด้วยผลต่ำงของเวกเตอร์ตัวแปร
ออกแบบ จึงเรียกช่ือวำ่วิธีวิวฒันำกำรเชิงอนุพนัธ์ ตวัด ำเนินกำรของ DE สำมำรถแบ่งไดเ้ป็น กำรมิวเท
ชนั ครอสโอเวอร์ และกำรคดัเลือก ในท่ีน้ีจะเป็นรำยละเอียดของ DE/best/1/bin ซ่ึงมีดงัน้ี 
 

 2.5.1 มิวเทชัน 

 ท่ีรอบของกำรค ำนวณใดๆ ก ำหนดให้ประชำกรวงวนปัจจุบันคือ P = {x1, x2, …, xN} กำร
สร้ำงผลเฉลยลูก ui เพื่อเปรียบเทียบกบัผลเฉลยพอ่-แม่ xi โดยกำรมิวเทชนั สำมำรถท ำไดโ้ดยใชส้มกำร 

 

 ui = xi1 + F(xi2 - xi3)        (2.10) 

 

เม่ือ  F  [0, 1] คือ ตวัประกอบมำตรำส่วน (scaling factor) 
ui  คือ ผลเฉลยจำกกำรมิวเทชนั 

xi1 คือ เวกเตอร์ผลเฉลยท่ีดีท่ีสุดในสมำชิกของประชำกรวงวนปัจจุบนั 
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xi2 และ xi3 คือ เวกเตอร์ผลเฉลยซ่ึงเป็นสมำชิกของประชำกรท่ีไดม้ำจำกกำรเลือกแบบสุ่ม  
ทั้งน้ี xi2  xi3 

 รูปที่ 2.10 แสดงกำรค ำนวณหำเวกเตอร์ผลเฉลยลูก ui ส ำหรับปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดใน
ปริภูมิสองมิติ จำกรูปจะเห็นไดว้ำ่ต ำแหน่งของ ui ไดจ้ำกกำรเคล่ือนท่ีจำกต ำแหน่งของผลเฉลยท่ีดีท่ีสุด
ไปยงัทิศทำงซ่ึงเป็นผลต่ำงของเวกเตอร์ 2 เวกเตอร์ท่ีเลือกข้ึนมำแบบสุ่ม ขอ้สังเกตเพิ่มเติมกำรเลือก xi2 

และ xi3 จะมีผลต่อ ui มำก เพรำะจำกตวัอยำ่งในรูป หำกสลบัต ำแหน่งของเวกเตอร์ทั้งสองจะท ำให้ ui 

เคล่ือนท่ีไปยงัต ำแหน่งท่ีแยก่วำ่ xi1 

 2.5.2 ครอสโอเวอร์ 

 เม่ือได ้ ui จำกกำรมิวเทชนัแลว้ ผลเฉลยลูก ui จะตอ้งน ำมำท ำกำรครอสโอเวอร์กบัผลเฉลยพอ่-
แม่ xi ซ่ึงจะไดผ้ลเฉลยลูกสุดทำ้ย vi ในท่ีน้ีเป็นกำรครอสโอเวอร์แบบทวภิำค (binary crossover) เอลิ
เมนตท่ี์ j-th ของ vi เขียนแทนดว้ย vi,j สำมำรถหำไดจ้ำก 
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,         (2.11) 

 

เม่ือ CR  [0, 1] คือ โอกำสในกำรถูกเลือกของเอลิเมนตข์องผลเฉลยลูก กำรครอสโอเวอร์จะถูก
ด ำเนินกำรดว้ยค่ำควำมน่ำจะเป็นของกำรครอสโอเวอร์ pc 

 

รูปที ่2.10 มิวเทชนัของวธีิววิฒันำกำรเชิงอนุพนัธ์ 

 

 2.5.3 การคัดเลอืก 

 เม่ือท ำกำรผลิตเวกเตอร์ผลเฉลยท่ีเป็นสมำชิกของประชำกรลูก vi ดว้ยกำรมิวเทชนัและครอสโอ
เวอร์ต่อเน่ืองกนัแลว้ ท ำกำรหำค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำยของผลเฉลยลูก จำกนั้นเปรียบเทียบกบัผลเฉลยพ่อ-
แม่ต ำแหน่งเดียวกนั xi ผลเฉลยท่ีดีกว่ำจะถูกเลือกเป็นสมำชิกของประชำกรในวงวนถดัไป จำกนั้นท ำ

x2 

x1 

จุดเหมำะท่ีสุด 

xi2 
xi3 

xi2 - xi3 

F(xi2 - xi3) 

xi1 

u 
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กำรสลบัต ำแหน่งของสมำชิกในประชำกรวงวนถดัไปแบบสุ่ม ด ำเนินกำรซ ้ ำจนกระทัง่ไดค้่ำเหมำะท่ีสุด 
กระบวนกำรคน้หำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดดว้ยวธีิ DE แสดงในขั้นตอนวธีิที ่2.5 

ขั้นตอนวธีิที ่2.5 กระบวนกำรค ำนวณของวธีิ DE 

ขั้นตอนเร่ิมตน้ ก ำหนดพำรำมิเตอร์ท่ีจ  ำเป็นทั้งหมด และสร้ำงประชำกรตั้งตน้พร้อมค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำย
ของสมำชิกในประชำกร  
ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขกำรหยดุค ำนวณเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย  
ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2 

2: หำประชำกรลูกดว้ยกำรมิวเทชนัและครอสโอเวอร์ 
3: หำค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยของประชำกรลูก 
4: ท ำกำรคดัเลือกสมำชิกของประชำกรในวงวนถดัไประหวำ่งประชำกรพอ่-แม่และประชำกรลูก 
5: สลบัต ำแหน่งของประชำกรชุดใหม่แบบสุ่ม และกลบัไปขั้นตอนท่ี 1 
 นบัตั้งแต่มีกำรพฒันำขั้นตอนวิวฒันำกำรในยุคเร่ิมตน้ซ่ึงประกอบด้วยวิธี GA และ (1+1)-ES 

เป็นตน้ จนถึงปัจจุบนั ไดมี้กำรพฒันำขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรหรือเมตะฮิวริสติกส์และน ำเสนอในทำง
วิชำกำรประมำณหน่ึงพนัวิธีหรือมำกกว่ำน้ี ดงันั้น จึงเป็นไปไม่ได้ท่ีจะน ำรำยละเอียดหรือแมก้ระทัง่
กล่ำวถึงแค่ช่ือของวธีิกำรเหล่ำนั้นทุกวธีิในบทน้ี ขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรท่ีกล่ำวถึงในบทน้ี เป็นส่วนหน่ึง
ของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรท่ีมีแนวคิดและรูปแบบในกำรหำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดท่ีแตกต่ำงกนั ซ่ึงจะเป็น
พื้นฐำนท่ีดีส ำหรับผูท่ี้สนใจทำงดำ้นน้ีทั้งในแง่ของกำรประยกุตใ์ชง้ำนและกำรวจิยั 

  
2.6 ฟังก์ชันปรับแก้ส าหรับขั้นตอนวธีิววิฒันาการ 
 เน่ืองจำกขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรส่วนใหญ่ เป็นวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีพฒันำข้ึนมำส ำหรับกำรหำ
ค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีมีขอบเขตของตวัแปรออกแบบ ดงันั้น ในกรณีของกำรประยุกต์ใชว้ิธีเหล่ำน้ีกบัปัญหำ
กำรออกแบบท่ีมีเง่ือนไขบงัคบัชนิดอ่ืน จ ำเป็นตอ้งมีกำรประยุกตใ์ชฟั้งก์ชนัปรับแกเ้พื่อแปลงปัญหำท่ีมี
เง่ือนไขบงัคบัไปเป็นปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบไม่มีเง่ือนไขบงัคบัท่ีสมมูลกนั ไดมี้กำรพฒันำวิธี
ฟังก์ชนัปรับแกส้ ำหรับขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรหลำกหลำยรูปแบบ วิธีกำรท่ีไดรั้บควำมนิยมมำกท่ีสุดคือ
วิธีฟังก์ชันปรับแก้ภำยนอก ในหัวข้อน้ีจะน ำเสนอวิธีฟังก์ชันปรับแก้ 3 รูปแบบท่ีผู ้วิจ ัยเห็นว่ำมี
ประโยชน์จริง มีประสิทธิภำพและประสิทธิผลส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดดว้ยขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร 
ซ่ึงประกอบดว้ยวิธีฟังก์ชนัปรับแกภ้ำยนอก วิธีฟังก์ชนัปรับแกโ้ดยใช้ทฤษฎีเซตคลุมเครือ (fuzzy set 

theory) และสุดทำ้ยเป็นวธีิฟังกช์นัปรับแกส้ ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดวงกวำ้ง (global optimisation) 
ซ่ึงเรียกวำ่ กลไกกำรมีส่วนร่วม (sharing mechanism) 
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 2.6.1 วธีิฟังก์ชันปรับแก้ภายนอก 

 เน่ืองจำกปัญหำกำรออกแบบท่ีมีเง่ือนไขบงัคบัส่วนมำกเป็นปัญหำท่ีมีเฉพำะเง่ือนไขบงัคบัแบบ
อสมกำร (หรือถำ้มีเง่ือนไขบงัคบัแบบสมกำรก็สำมำรถจดักำรไดด้ว้ยแนวทำงอ่ืนๆ) ดงันั้นกำรน ำเสนอ
วิธีฟังก์ชนัปรับแกใ้นท่ีน้ีจะพิจำรณำเฉพำะปัญหำกำรออกแบบท่ีมีเฉพำะเง่ือนไขบงัคบัแบบอสมกำร
เท่ำนั้น ซ่ึงสำมำรถแสดงไดด้งัน้ี 
จงหำค่ำต ่ำสุดของ 
 
 f(x)           (2.12) 

 

โดยมีเง่ือนไขบงัคบั 

 gi(x)  0, i = 1,,m 

 Li  xi  Ui, i = 1,,n 

  

 แนวคิดของฟังก์ชนัปรับแก ้คือกำรสร้ำงฟังก์ชนัเป้ำหมำยสมมูลท่ีไม่มีเง่ือนไขบงัคบั เม่ือค่ำของ
ฟังกช์นัสมมูลลดและเพิ่ม ยอ่มส่งผลใหค้่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยเดิมลดและเพิ่มตำมไปดว้ย ในขณะเดียวกนั
หำกผลเฉลยเป็นผลเฉลยท่ีเป็นไปได้ (feasible solution) ค่ำของฟังก์ชันเป้ำหมำยสมมูลควรมีค่ำ
เท่ำกับหรือสัมพนัธ์กับค่ำฟังก์ชันเป้ำหมำยเดิม แต่ถ้ำผลเฉลยอยู่นอกพื้นท่ีหำค ำตอบได้ ค่ำฟังก์ชัน
สมมูลควรมีค่ำสูงข้ึนเพื่อให้วิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดเคล่ือนยำ้ยผลเฉลยออกจำกบริเวณนั้น ฟังก์ชนัปรับแก้
ภำยนอกสำมำรถเขียนอยูใ่นรูปของ 
 

 f(x) = f(x) + p(x)         (2.13) 

 

เม่ือ f คือ ฟังกช์นัสมมูลหรือฟังกช์นัปรับแก ้และ p คือเทอมปรับแก ้(penalty term) ซ่ึงสำมำรถหำได้
จำก 
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โดยทัว่ไป ค่ำพำรำมิเตอร์ปรับแก ้ r จะตั้งค่ำต ่ำในช่วงเร่ิมตน้หำค่ำเหมำะท่ีสุด และจะมีค่ำสูงข้ึนเม่ือ
จ ำนวนของวงวนเพิ่มมำกข้ึน  

 

 2.6.2 วธีิฟังก์ชันปรับแก้โดยใช้ทฤษฎเีซตคลุมเครือ 
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 ส ำหรับกำรประยุกต์ใช้ทฤษฎีเซตคลุมเครือ ท่ีจุด x ใดๆ เรำสำมำรถค ำนวณค่ำฟังก์ชันภำวะ
สมำชิก (membership function) ของ x ส ำหรับเง่ือนไขบงัคบั gi เขียนแทนดว้ย Gi ซ่ึงมีนิยำมดงัน้ี 
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เม่ือ i และ id คือ พำรำมิเตอร์ท่ีก ำหนดเพื่อระบุพื้นท่ีหำค ำตอบได้ของเง่ือนไขบงัคบั gi รูปที่ 4.13 
แสดงรูปทรงของฟังกช์นัภำวะสมำชิกซ่ึงจดัวำ่เป็นฟังกช์นัต่อเน่ืองเป็นช่วงๆ (piecewise continuous)  
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รูปที ่2.11 ฟังกช์นัภำวะสมำชิก 

 

 เม่ือค ำนวณค่ำฟังก์ชนัภำวะสมำชิกของเง่ือนไขบงัคบัทั้งหมดท่ีจุด x แลว้ จำกนั้นหำค่ำฟังก์ชนั 

C ส ำหรับผลเฉลย x ไดจ้ำกควำมสัมพนัธ์ 

 
 )()()()( 21 xxxx mC    .      (2.16) 

 

ฟังกช์นัปรับแกโ้ดยใชท้ฤษฎีเซตคลุมเครือ สำมำรถหำไดจ้ำก 
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เม่ือ KD คือ ค่ำสัมประสิทธ์ิปรับแก ้และ c > 0 คือ ตวัเลขท่ีผูอ้อกแบบตอ้งก ำหนด  
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 ผลเฉลยต ่ำสุดของฟังกช์นั Fz = f(x)/(c + f(x)) จะมีค่ำเดียวกนักบัผลเฉลยต ่ำสุดของ f(x) ยกเวน้
กรณีท่ี f(x) = c ตวัเลข c ท่ีเป็นบวก ท ำให้ค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำยสมมูลของผลเฉลยท่ีเป็นไปไดมี้ค่ำนอ้ย
กว่ำ 1 เสมอ เน่ืองจำกค่ำฟังก์ชนั Fz มีค่ำไม่เกิน 1 ท ำให้ง่ำยในกำรก ำหนดค่ำ KD เทียบกบัวิธีฟังก์ชนั
ปรับแกภ้ำยนอก ซ่ึงมกัมีปัญหำในกำรก ำหนดค่ำพำรำมิเตอร์ปรับแก ้r ส่งผลให้ ผลเฉลยเหมำะท่ีสุดท่ี
ไดม้กัอยูน่อกพื้นท่ีหำค ำตอบไดเ้สมอ  

 
 2.6.3 กลไกการมีส่วนร่วม (sharing mechanism) 
 กลไกกำรมีส่วนร่วม เป็นวิธีฟังก์ชนัปรับแกส้ ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีมีผลเฉลยเหมำะท่ีสุด
ของทั้งหมด (global optimum) หลกักำรของฟังก์ชนัปรับแก้น้ีคือ กำรปรับเปล่ียนค่ำฟังก์ชนัของผล
เฉลยเดิมให้มีค่ำสูงข้ึน (กรณีของกำรหำค่ำต ่ำสุด) หำกผลเฉลยนั้นอยูใ่นต ำแหน่งท่ีใกลก้บัผลเฉลยตวัอ่ืน 
หำกจ ำนวนผลเฉลยท่ีอยูใ่กลก้บัผลเฉลย x ใดๆมีจ ำนวนมำก ค่ำของฟังก์ชนัปรับแกจ้ะมีค่ำเพิ่มข้ึนตำม
จ ำนวนเวกเตอร์ผลเฉลยใกลเ้คียงเหล่ำนั้น ก ำหนดให้ประชำกรของผลเฉลยของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร
คือ P = {x1, x2, …, xN} ฟังกช์นักำรมีส่วนร่วมของจุด xi เทียบกบั xj คือ 
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เม่ือ  dij คือ ระยะห่ำงระหวำ่งจุด xi กบัจุด xj ใดๆท่ีเป็นสมำชิกของ P 

 s คือ ระยะกำรปรับแก ้
   คือ เลขยกก ำลงัของฟังกช์นักำรมีส่วนร่วม  

 s คือ ค่ำก ำหนดขอบเขตท่ียอมให้ผลเฉลย xj เขำ้ใกล ้xi ได ้หำกระยะระหวำ่งผลเฉลยและ xi มี
ค่ำน้อยกว่ำ s ค่ำฟังก์ชันกำรมีส่วนร่วมของ xi เทียบกับ xj จะมีค่ำมำกกว่ำศูนย์ คุณสมบติัอ่ืนของ
ฟังกช์นักำรมีส่วนร่วม มีดงัน้ี 

 
 - 0  sh(dij)  1 

  - sh(0) = 1 
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 เม่ือค ำนวณค่ำฟังกช์นักำรมีส่วนร่วมของ xi เทียบกบัสมำชิกทุกตวัในเมตริกซ์ประชำกร P แลว้ 
จะไดค้่ำกำรนบัช่องวำ่ง (niche count) ของ xi เป็น 
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 ค่ำกำรนับช่องว่ำงน้ีคือฟังก์ชันปรับแก้ ในกำรปรับปรุงฟังก์ชันเป้ำหมำยเดิมด้วยค่ำฟังก์ชัน
ปรับแกน้ี้สำมำรถท ำไดส้องแบบคือ กำรมีส่วนร่วมโดยกำรคูณ 

 

 iii fmf ˆ


         (2.20) 

 

หรือกำรมีส่วนร่วมโดยกำรบวก 

 

 
)1ˆ(ˆ  iii mWff         (2.21) 

 

เม่ือ W คือ ค่ำสัมประสิทธ์ิกำรปรับแก ้
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บทที ่3 ขั้นตอนวธีิววิฒันาการแบบหลายเป้าหมาย 
 

3.1 ความน า 
 ในบทท่ีผ่ำนมำ เป็นกำรน ำเสนอกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีมีฟังก์ชันเป้ำหมำยเพียงเป้ำหมำยเดียว 
ตวัอยำ่งเช่น กำรออกแบบเพื่อลดน ้ ำหนกัหรือรำคำของช้ินงำนให้นอ้ยท่ีสุด โดยมีเง่ือนไขคือโครงสร้ำง
จะตอ้งไม่เสียหำยจำกแรงหรือภำระกระท ำ อยำ่งไรก็ตำมในทำงปฏิบติั ฟังก์ชนัเป้ำหมำยไม่ไดมี้เฉพำะ
น ้ ำหนกัหรือรำคำของช้ินงำนเท่ำนั้น ผูอ้อกแบบอำจตอ้งกำรหำน ้ ำหนกัน้อยสุด และในขณะเดียวกนัยงั
ตอ้งกำรให้โครงสร้ำงของช้ินงำนมีควำมแข็งแรงมำกสุด และมีเง่ือนไขบงัคบัคือควำมปลอดภยัในกำร
ใช้งำน  ปัญหำลักษณะน้ี เรียกว่ำ กำรหำค่ำเหมำะท่ี สุดแบบหลำยเป้ำหมำย (multiobjective 

optimisation) ซ่ึงเป็นปัญหำท่ีเกิดข้ึนบ่อยคร้ังในกำรออกแบบระบบทำงวศิวกรรม 
กำรหำผลเฉลยของปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดรูปแบบน้ี มีควำมแตกต่ำงจำกกำรหำผลเฉลยของ

ปัญหำกำรออกแบบท่ีมีฟังก์ชนัเป้ำหมำยเดียว  ในอดีต วิธีกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีพฒันำข้ึนมำส่วนใหญ่
ใช้ในกำรหำผลเฉลยของปัญหำกำรออกแบบเป้ำหมำยเดียว ดงัท่ีไดก้ล่ำวถึงในบทท่ีผ่ำนมำ อย่ำงไรก็
ตำม เรำสำมำรถประยุกต์ใชว้ิธีเหล่ำนั้นกบัปัญหำกำรออกแบบหลำยเป้ำหมำย โดยกำรเพิ่มเทคนิคเชิง
ตวัเลขพิเศษ เช่น วิธีผลรวมถ่วงน ้ ำหนกั (weighted sum method) ขอ้เสียของกระบวนกำรออกแบบ
ลกัษณะน้ีคือ ผูอ้อกแบบจะตอ้งรันกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดเป็นจ ำนวนหลำยคร้ังเท่ำกบัจ ำนวนผลเฉลยท่ีเรำ
ตอ้งกำร 

 องคค์วำมรู้ทำงดำ้นกำรหำผลเฉลยของปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำย ไดมี้กำร
พฒันำคร้ังใหญ่เม่ือมีกำรพฒันำวิธีกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบวิวฒันำกำร หรือขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร
แบบหลำยเป้ำหมำย (multiobjective evolutionary algorithms, MOEAs) เพื่อใชใ้นกำรหำผลเฉลย
เหมำะท่ีสุดของปัญหำแบบหลำยเป้ำหมำย ข้อดีของกำรประยุกต์ใช้วิธีกำรเหล่ำน้ีคือ เป็นวิธี ท่ี
ประยกุตใ์ชง้ำนง่ำย สำมำรถใชห้ำผลเฉลยของปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดไดเ้กือบทุกรูปแบบ เป็นวธีิหำ
ค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีสำมำรถรันไดโ้ดยไม่มีกำรสะดุดหรือเกิดขอ้ผิดพลำดในระหวำ่งกระบวนกำรค ำนวณ 
และท่ีส ำคญัท่ีสุด ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรท่ีพฒันำข้ึนมำในปัจจุบนัสำมำรถหำกลุ่มของผลเฉลยพำเรโต
ได้ในกำรรันเพียงคร้ังเดียวซ่ึงควำมสำมำรถตรงน้ีท ำให้วิธีวิวฒันำกำรประเภทน้ีได้รับควำมนิยมสูง  
อยำ่งไรก็ตำม วิธีกำรเหล่ำน้ียงัมีขอ้เสียท่ีหลีกเล่ียงไม่ไดก้ล่ำวคือ มีอตัรำกำรลู่เขำ้ (convergence rate) 
ต ่ำ และไม่มีควำมตอ้งกนั (consistency) ในกำรหำผลเฉลย (ไม่สำมำรถหำค ำตอบชุดเดิมไดเ้สมอ ใน
กำรรันหลำยๆคร้ัง) ทั้งน้ีเป็นเพรำะวำ่ วธีิกำรเหล่ำน้ีใชก้ำรสุ่มเป็นหลกัในกระบวนกำรค ำนวณ 

  

3.2 แนวคิดเบือ้งต้น 

ปัญหำคณิตศำสตร์ส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำย สำมำรถแสดงไดด้งัน้ี 
จงหำเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบ x ท่ีใหค้่ำต ่ำสุดของเซตของฟังกช์นัเป้ำหมำย 
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 f = {f1(x),…,fp(x)}        (3.1) 

 

โดยมีเง่ือนไขบงัคบั 

 

  gi(x)  0 

  hi(x) = 0 

 

เม่ือ  x  คือ เวกเตอร์ตวัแปรออกแบบ 

 fi  คือ ฟังกช์นัเป้ำหมำย p ค่ำ 
 gi คือ เง่ือนไขบงัคบัอสมกำร 

  hi คือ เง่ือนไขบงัคบัสมกำร 

 รูปที่ 3.1 แสดงปัญหำกำรออกแบบเหมำะท่ีสุดท่ีมีสองฟังก์ชนัเป้ำหมำย จำกรูปเป็นกำรพล็อตผล
เฉลยทั้งหมดลงบนโดเมนของฟังกช์นัเป้ำหมำย เน่ืองจำกผลเฉลย x ใดๆ จะให้ค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำย {f1, 

f2} ดงันั้น ต ำแน่งของผลเฉลยใดๆจะให้พิกดั (f1, f2) หรือจุดใดๆบนระบบพิกดั f1 – f2 จำกรูปแสดง
กลุ่มของผลเฉลยท่ีเป็นไปได ้(feasible solutions) หรือผลเฉลยท่ีสอดคลอ้งกบัเง่ือนไขบงัคบัทั้งหมด
ดว้ยพื้นท่ีแรเงำ ดงันั้น ผลเฉลยเหมำะท่ีสุดของปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบสองเป้ำหมำยน้ีจะอยูใ่น
พื้นท่ีแรเงำน้ีซ่ึงเรียกวำ่ บริเวณหำค ำตอบได ้(feasible region) ดงัท่ีไดนิ้ยำมไวแ้ลว้ในบทท่ีผำ่นมำ  
 จำกรูปที่ 3.1 จุด min f1 คือผลเฉลยเหมำะท่ีสุดในกรณีท่ีท ำกำรหำค่ำต ่ำสุดเฉพำะฟังก์ชัน
เป้ำหมำย f1 ในท ำนองเดียวกัน จุด min f2 คือผลเฉลยเหมำะท่ีสุดในกรณีท่ีท ำกำรหำค่ำต ่ำสุดของ
ฟังก์ชนัเป้ำหมำย f2 จะเห็นได้ว่ำ ผลเฉลยของกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีมีฟังก์ชันเป้ำหมำยเดียว ค ำตอบ
เหมำะท่ีสุดจะมีค ำตอบเดียว แต่เม่ือพิจำรณำกำรหำค่ำต ่ำสุดของฟังกช์นัเป้ำหมำยทั้งสองพร้อมกนัพบวำ่ 
ผลเฉลยท่ีอยู่ท่ีขอบของบริเวณหำค ำตอบไดแ้ละอยู่บนเส้นโคง้ท่ีลำกเช่ือมระหว่ำงจุด min f1 และจุด 
min f2 เป็นผลเฉลยท่ีดีกว่ำผลเฉลยอ่ืนๆในบริเวณหำค ำตอบได ้และกลุ่มผลเฉลยเหล่ำน้ี (จุดท่ีอยู่บน
เส้นทึบในรูปที่ 3.1) จดัวำ่เป็นผลเฉลยเหมำะท่ีสุดของกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบสองเป้ำหมำย เรำเรียก
เซตของจุดผลเฉลยท่ีอยู่บนเส้นโค้งทึบในรูปน้ีว่ำ ขอบหน้ำพำเรโต (Pareto front)  (ตั้ งช่ือตำม 
Vilfredo Pareto นกัเศรษฐศำสตร์ชำวอิตำลี) ส่วนเซตของผลเฉลยท่ีให้ขอบหนำ้พำเรโตน้ีเรียกวำ่ เซต
ของผลเฉลยเหมำะท่ีสุดแบบพำเรโต (Pareto optimal set) ในกรณีท่ีปัญหำกำรออกแบบมีสำมฟังกช์นั
เป้ำหมำย ขอบหน้ำพำเรโตส่วนใหญ่จะเป็นรูปพื้นผิว (surfaces) แต่ก็มีบำงกรณีท่ีเป็นเส้นโค้ง
เหมือนกบักำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบสองเป้ำหมำย 
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รูปที ่3.1 ขอบหนำ้พำเรโตส ำหรับปัญหำกำรออกแบบสองเป้ำหมำย 
 

 

3.3 ขั้นตอนวธีิววิฒันาการแบบหลายเป้าหมาย 

 วิธีผลรวมถ่วงน ้ ำหนกัและวิธีเชิงตวัเลขในรูปแบบท่ีคลำ้ยกนัมีจุดด้อยท่ีหลีกเล่ียงไม่ได้เลยคือ 
ตอ้งท ำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดหลำยคร้ังเพื่อหำขอบหน้ำพำเรโตของปัญหำกำรออกแบบ อย่ำงไรก็ตำม 
เม่ือสองทศวรรษท่ีผ่ำนมำ ไดมี้กำรพฒันำขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำยข้ึนมำ ท ำให้เกิด
กระบวนกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยในรูปแบบท่ีเปล่ียนไป จุดเด่นท่ีสุดของขั้นตอนวิธี
วิวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำยคือ สำมำรถหำขอบหน้ำพำเรโตของปัญหำกำรออกแบบไดภ้ำยในกำร
รันเพียงคร้ังเดียว ควำมสำมำรถน้ีมีในขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรและเมตะฮิวริสติกส์อ่ืนๆท่ีใชก้ลุ่มของผล
เฉลยหรือประชำกรในกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด เม่ือมีกลุ่มเวกเตอร์ผลเฉลย ส่ิงท่ีเรียกว่ำผลเฉลยท่ีไม่ถูก
ครอบง ำ (non-dominated solutions) สำมำรถหำได้จำกกลุ่มผลเฉลยน้ี เม่ือขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร
ด ำเนินไป เซตของผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำจะไดรั้บกำรปรับปรุงแบบท ำซ ้ ำจนกระทัง่ไดข้อบหน้ำพำ
เรโต 

นิยำมส ำคัญ ส ำหรับกำรค้นหำค ำตอบด้วยหลักกำรคัดสรรผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ (non-

dominated sorting) ในกรณีของกำรหำค่ำต ่ำสุด มีดงัน้ี 

นิยาม 1 การครอบง า (dominance) ก ำหนดให้ fi(x); i = 1,…p คือฟังก์ชนัเป้ำหมำย ถำ้ fi(x1) 

 fi(x2) ส ำหรับทุกดชันี i  {1,…,p} และมี j อยำ่งนอ้ยหน่ึงค่ำ โดยท่ี fj(x1) < fj(x2) สำมำรถสรุปได้
วำ่ x1 ครอบง ำ x2 เขียนแทนดว้ย 21 xx   

รูปที่ 3.2 แสดงผลเฉลยในโดเมนของฟังก์ชันเป้ำหมำยสองฟังก์ชัน จำกรูปแสดงให้เห็นว่ำผล
เฉลย x1 ครอบง ำผลเฉลย x2, x3, x4 ในขณะท่ี x5 ไม่ถูกครอบง ำโดย x1 ในรูปยงัแสดงให้เห็นถึงพื้นท่ี
ครอบง ำของผลเฉลย x1 ซ่ึงหมำยควำมว่ำ ผลเฉลยใดๆ ท่ีอยูใ่นขอบเขตพื้นท่ีครอบง ำน้ีจะถูกครอบง ำ
โดย x1 

บริเวณท่ีหำค ำตอบได ้ขอบหนำ้พำเรโต 

f1 

f2 

min f2 

min f1 
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รูปที ่3.2 พื้นท่ีครอบง ำของผลเฉลย x1 

 

นิยาม 2 ผลเฉลยที่ไม่ถูกครอบง า ก ำหนดให้ G คือเซตของผลเฉลยขนำด N, ผลเฉลย xe  G 

เรียกวำ่ ผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำใน G ถำ้ไม่มีผลเฉลย x  G ใดๆ ท่ีครอบง ำ xe 

 จำกรูปที ่3.3 ผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำคือ x1, x5 และ x6 

 

รูปที ่3.3 กำรคดัสรรผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ 
 

ในกระบวนกำรค ำนวณเชิงตวัเลข กำรหำผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำสำมำรถท ำได้โดยกำรใช้
เมตริกซ์กำรครอบง ำ (dominance matrix) A ซ่ึงแสดงวธีิกำรหำในตารางที่ 3.1 เอลิเมนต ์Aij สำมำรถ
หำไดด้งัน้ี 

 

 





otherwise;0

;1 ji
ijA

xx 
        (3.2) 

x1 x2 

x3 
x4 

f1 

f2 

x7 

x5 

x6 

 
      พ้ืนท่ีครอบง ำของ x1 

x1 x2 

x3 
x4 

f1 

f2 

x5 
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 เม่ือไดเ้มตริกซ์ของกำรครอบง ำแลว้ ค ำนวณหำค่ำกำรถูกครอบง ำของผลเฉลย xj ไดด้งัน้ี 

 

 



N

i

ijj AB
1

         (3.3) 

 

ผลเฉลย xj เรียกวำ่ผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำถำ้ Bj = 0 
ตารางที ่3.1 เมตริกซ์ส ำหรับคดัสรรผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ A 

A x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

x1 0 1 1 1 0 0 1 

x2 0 0 0 0 0 0 0 

x3 0 0 0 1 0 0 0 

x4 0 0 0 0 0 0 0 

x5 0 1 0 1 0 0 0 

x6 0 0 0 0 0 0 0 

x7 0 0 0 1 0 0 0 

รวม (B) 0 2 1 4 0 0 1 

 

 นิยาม 3 ระดับของการถูกครอบง า (level of being dominated) ก ำหนดให้ G1 คือเซตของผล
เฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำของ G และ G2 คือเซตของผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำของ G-G1 และ Gn คือเซต

ของผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำของ 
1

1






n

i

iGG เรำกล่ำวไดว้ำ่ Gn มีระดบักำรถูกครอบง ำเป็น n-1 

 รูปที ่3.4 แสดงกำรคดัสรรผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำของกลุ่มประชำกร G = {x1, …, x8} = {G1, 

G2, G3, G4} เม่ือ G1 = {x1, x2} มีระดบัของกำรถูกครอบง ำเป็น 0 G2 = {x3, x4, x7} มีระดับของ
กำรถูกครอบง ำเป็น 1 G3 = {x6, x8} มีระดบัของกำรถูกครอบง ำเป็น 2 และ G4 = {x5} มีระดบัของ
กำรถูกครอบง ำเป็น 3โดยนิยำมแลว้ ถำ้เรำลบเซตของผลเฉลย G1, …, Gn ออกจำกประชำกร เซตของ
ผลเฉลย Gn+1 จะเป็นผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำของประชำกรท่ีเหลืออยูน่ัน่เอง  
 จำกนิยำม ระดบักำรถูกครอบง ำสำมำรถหำไดจ้ำกกำรเรียงล ำดบัค่ำ Bj โดยกลุ่มผลเฉลยท่ีมีค่ำ Bj 

เป็น 0 คือสมำชิกของเซต G1 และกลุ่มผลเฉลยท่ีมีค่ำ Bj ล ำดบัถดัไปคือเซต G2 ตำมล ำดบั จำกตารางที ่
3.1 สรุปไดว้ำ่ G1 = {x1, x5, x6} มีระดบักำรถูกครอบง ำเป็น 0 G2 = {x3, x7} มีระดบักำรถูกครอบง ำ
เป็น 1 G3 = {x2} มีระดบักำรถูกครอบง ำเป็น 2 และ G4 = {x4} มีระดบักำรถูกครอบง ำเป็น 3 
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รูปที ่3.4 ระดบัของกำรถูกครอบง ำ 
 

 กระบวนกำรคน้หำขอบหนำ้พำเรโต ของขั้นตอนวิธีววิฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำยในรูปแบบ
ทัว่ๆไป แสดงในขั้นตอนวิธีที่ 3.1 กระบวนกำรค ำนวณเร่ิมตน้ดว้ยประชำกรและหน่วยเก็บผลเฉลยพำ
เรโตหรือผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ (Pareto archive) จำกนั้นท ำกำรผลิตประชำกรลูก (offspring) จำก
ประชำกรพ่อ-แม่ เม่ือไดป้ระชำกรลูกแลว้ท ำกำรหำค่ำฟังก์ชันเป้ำหมำยของผลเฉลยในประชำกรลูก 
จำกนั้นท ำกำรคดัสรรผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำจำกยเูนียนเซตของประชำกรลูกและสมำชิกในหน่วยเก็บ
ผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำเดิม เม่ือไดก้ลุ่มของผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำชุดใหม่ ใส่แทนท่ีผลเฉลยท่ีไม่ถูก
ครอบง ำชุดเก่ำในเมตริกซ์ ท ำกำรปรับปรุงเมตริกซ์บรรจุผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำไปเร่ือยๆจนกระทัง่
หยดุกำรคน้หำค ำตอบ ผลเฉลยพำเรโตจำกกำรใชว้ธีิววิฒันำกำรเหล่ำน้ีคือสมำชิกในหน่วยเก็บผลเฉลยท่ี
ไม่ถูกครอบง ำนัน่เอง อยำ่งไรก็ตำม ผลเฉลยน้ีเรียกวำ่ ค่ำประมำณของขอบหนำ้พำเรโต (approximate 

Pareto front) เท่ำนั้น เพรำะไม่มีกำรรับประกนัวำ่วธีิววิฒันำกำรจะหำขอบหนำ้พำเรโตท่ีแม่นตรงได ้ 
 ในกระบวนกำรค ำนวณของ MOEAs ส่ิงท่ีมกัเกิดข้ึนบ่อยคือ จ ำนวนของผลเฉลยท่ีไม่ถูก
ครอบง ำท่ีเก็บในหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตจะมีจ ำนวนมำกเกินไปและส่งผลให้คอมพิวเตอร์ใช้
หน่วยควำมจ ำสูงมำกเพื่อเก็บตวัแปรเมตริกซ์เหล่ำน้ี เพื่อแกปั้ญหำดงักล่ำว ไดมี้กำรประยุกต์ใช้วิธีเชิง
ตวัเลขเพื่อคดักรองผลเฉลยบำงส่วนทิ้ง โดยกำรคดักรองน้ีอยู่ภำยใตแ้นวคิดท่ีว่ำ ผลเฉลยท่ียงัคงอยูใ่น
หน่วยเก็บผลเฉลยตอ้งมีควำมหลำกหลำยมำกท่ีสุดเท่ำท่ีจะเป็นไปได ้จำกขั้นตอนวิธีที่ 3.1 เรำสำมำรถ
พฒันำ MOEAs ข้ึนมำใหม่หรือปรับปรุงวธีิกำรเดิมท่ีมีอยูแ่ลว้ให้ดีข้ึน โดยสำมำรถปรับเปล่ียนหรือน ำ
แนวคิดใหม่ มำใช้ในขั้นตอนท่ี 2 และ 4 ดว้ยเหตุน้ี ในปัจจุบนัจึงมี MOEAs ท่ีพฒันำข้ึนมำใหม่เป็น
จ ำนวนมำก ซ่ึงมีทั้งท่ีใชแ้นวคิดหรือปรัชญำใหม่ กำรปรับปรุงของเดิมท่ีมีมำก่อน และกำรผสมแนวคิด
ท่ีแตกต่ำงกนัหลำยแนวคิดเพื่อใหไ้ดส่ิ้งท่ีดีกวำ่   
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ขั้นตอนวธีิที ่3.1 กระบวนกำรคน้หำขอบหนำ้พำเรโตของ MOEAs 

ขั้นตอนเร่ิมตน้ ก ำหนดพำรำมิเตอร์ท่ีจ  ำเป็นทั้งหมด หน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตตั้งตน้ และประชำกรตั้ง
ตน้พร้อมค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยของสมำชิกในประชำกร 

ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขกำรหยดุค ำนวณเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย  
ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2 

2: ผลิตประชำกรลูกจำกประชำกรพอ่-แม่ 
3: คดัสรรผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำของกลุ่มผลเฉลยรวมกนัระหวำ่ง สมำชิกในประชำกรลูกและสมำชิก
ในหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโต 
4: ถำ้ผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำในขั้นตอนท่ี 3 มีจ  ำนวนมำกเกินไป ท ำกำรลบผลเฉลยบำงส่วนออกดว้ย
วธีิกรองผลเฉลย 
5: แทนท่ีสมำชิกในหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตเดิม ดว้ยกลุ่มผลเฉลยในขั้นตอนท่ี 4 

6: กลบัไปขั้นตอนท่ี 1 

 

3.4 วธีิการเรียนรู้แบบเพิม่พูนโดยอาศัยกลุ่มประชากรแบบหลายเป้าหมาย 
 วิธี PBIL ส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบเป้ำหมำยเดียวไดน้ ำเสนอในบทท่ีผ่ำนมำ ในบทน้ี 
PBIL จะถูกดดัแปลงเพื่อเป็น MOEA โดยมีช่ือยอ่คือ MPBIL ซ่ึงยอ่มำจำกค ำเตม็คือ multiobjective 

population-based incremental learning หลกักำรหำผลเฉลยของ MPBIL มีรูปแบบคล้ำยกันกับ 
PBIL กล่ำวคือ ใชเ้วกเตอร์ควำมน่ำจะเป็นเป็นตวัแทนของประชำกรเลขฐำนสอง ในกรณีของ MPBIL 

เรำใชเ้วกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นมำกกวำ่หน่ึงเวกเตอร์ เพื่อควำมหลำกหลำย (diversity) ในกำรหำผล
เฉลยพำเรโต ดังนั้น เม่ือมีเวกเตอร์ควำมน่ำจะเป็นมำกกว่ำหน่ึงเวกเตอร์จึงเรียกกลุ่มเวกเตอร์นั้นว่ำ 
เมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น (probability matrix)  
 กระบวนกำรคน้หำค ำตอบของ MPBIL เร่ิมดว้ยหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตตั้งตน้และเมตริกซ์
ควำมน่ำจะเป็น ในขั้นตอนเร่ิมตน้ เอลิเมนตทุ์กเอลิเมนตข์องเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นจะถูกก ำหนดค่ำให้
เป็น 0.5 ซ่ึงหมำยควำมว่ำมีกำรกระจำยของตวัเลข “0” และ “1” ในคอลมัน์ของเมตริกซ์ประชำกร
เลขฐำนสองมีจ ำนวนเท่ำกนั ก ำหนดให้ N คือจ ำนวนผลเฉลยในประชำกร l คือจ ำนวนเวกเตอร์ของ
ควำมน่ำจะเป็นท่ีต้องกำรใช้และ nNb คือควำมยำวของตวัเลขฐำนสองส ำหรับผลเฉลยใดๆ ดงันั้น
เมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นจะมีขนำดเป็น l( nNb) โดยในแต่ละแถวของเมตริกซ์คือเวกเตอร์ควำมน่ำจะ
เป็นท่ีใช้ในกำรผลิตประชำกรย่อยเป็นจ ำนวน N/l ผลเฉลย กำรผลิตประชำกรในแต่ละรอบของกำร
ค ำนวณ ท ำไดจ้ำกกำรรวมกลุ่มประชำกรยอ่ย l  กลุ่มเขำ้ดว้ยกนั รูปที ่3.5 แสดงเมตริกซ์ของควำมน่ำจะ
เป็นขนำด 34 นั่นหมำยควำมว่ำใช้เลขฐำนสอง 4 หลักส ำหรับถอดรหัสเป็นตัวแปรออกแบบ 
ก ำหนดให้ประชำกรเลขฐำนสองมีจ ำนวนสมำชิกเป็น 12 ตวั ดงันั้นแต่ละแถวของเมตริกซ์ควำมน่ำจะ
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เป็นจะตอ้งผลิตผลเฉลยเลขฐำนสองจ ำนวน 12/3 = 4 ผลเฉลย จำกรูปแสดงประชำกรยอ่ยท่ีไดจ้ำกแต่
ละแถวของเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น เม่ือท ำกำรรวมผลเฉลยทั้ งหมดเข้ำด้วยกันก็จะได้ประชำกร
เลขฐำนสองซ่ึงเป็นเมตริกซ์ขนำด 124 

เม่ือไดป้ระชำกรเลขฐำนสองแลว้ ท ำกำรหำค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำยของผลเฉลยในกลุ่มประชำกรท่ี
สร้ำงข้ึนมำ ขั้นตอนต่อมำคือกำรคดัสรรผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำจำกกำรรวมกลุ่มของประชำกรชุดใหม่
ท่ีไดก้บัสมำชิกในหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโต และแทนท่ีหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตดว้ยผลเฉลยท่ีไม่ถูก
ครอบง ำชุดใหม่น้ี กลไกกำรคน้หำผลเฉลยของ MOEA ส่วนใหญ่มกัจะคน้หำผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ
ได้เป็นจ ำนวนมำก ดงันั้น ถ้ำจ  ำนวนผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำมีจ  ำนวนมำกกว่ำค่ำท่ีเรำก ำหนดเอำไว ้
(NA) วธีิกรองผลเฉลยบำงส่วนออกจำกหน่วยเก็บผลเฉลยจะถูกเรียกใชง้ำนเพื่อคดัผลเฉลยบำงส่วนออก
จำกหน่วยเก็บ ส่วนเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น จะถูกปรับปรุงโดยใช้ผลเฉลยเลขฐำนสองท่ีสุ่มมำจำก
หน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโต ซ่ึงรูปแบบในกำรปรับปรุงแถวท่ี i-th ของเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น จะคลำ้ย
กบักำรปรับปรุงเวกเตอร์ควำมน่ำจะเป็นในสมกำร (2.6) ดงัน้ี 

 

RjR
old

ji
new
ji LbLPP  )1(,,        (3.4) 

 

เม่ือ jb หำได้โดย ท ำกำรเลือกผลเฉลยตวัเลขฐำนสองท่ีไม่ถูกครอบง ำจำกหน่วยเก็บผลเฉลย
จ ำนวนหน่ึงโดยกำรสุ่ม ค่ำของ jb คือค่ำเฉล่ียของเอลิเมนตท่ี์ j-th ของกลุ่มผลเฉลยท่ีเลือกมำ นอกจำกน้ี
เรำยงัสำมำรถประยุกต์มิวเทชันกบัแถวท่ี i-th ของเมตริกซ์ในรูปแบบเดียวกนักบัสมกำร (2.7) ทั้งน้ี
ข้ึนอยูก่บัค่ำควำมน่ำจะเป็นของกำรเกิดมิวเทชนั เช่นเดียวกบักรณีของ PBIL ในบทท่ีผำ่นมำ 

 
 

รูปที ่3.5 ตวัอยำ่งของเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นและประชำกรท่ีเก่ียวขอ้ง 
 

ขั้นตอนกำรคน้หำผลเฉลยพำเรโตของ MPBIL แสดงในขั้นตอนวิธีที่ 3.2 กระบวนกำรเร่ิมตน้
ด้วยหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโต และเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นตั้ งต้น จำกนั้ นท ำกำรสร้ำงประชำกร
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ประชำกรยอ่ย 2 

[0  0  1  1 

 0  0  1  1 

 1  0  0  0 

 0  1  1  0] 
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เลขฐำนสองจำกเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น ท ำกำรคดัผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำและท ำกำรปรับปรุงหน่วย
เก็บผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำไปเร่ือยๆจนกระทัง่ครบเง่ือนไขในกำรหยดุหำผลเฉลย 

 

ขั้นตอนวธีิที ่3.2 กระบวนกำรคน้หำขอบหนำ้พำเรโตของ MPBIL 

ขั้นตอนเร่ิมต้น ก ำหนดพำรำมิเตอร์ท่ีจ  ำเป็นทั้ งหมด หน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตตั้งต้น Pareto และ
เมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นตั้งตน้ P = 0.5 

ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขกำรหยดุค ำนวณเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย  
ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2 

2: ผลิตประชำกรเลขฐำนสอง B จำก P 

3: คดัสรรผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ B จำกกลุ่มผลเฉลย B  Pareto และแทนท่ี Pareto ดว้ย B  
4: ถำ้ขนำดของ Pareto ใหญ่เกินไป ท ำกำรลบผลเฉลยบำงส่วนออกดว้ยวธีิกรองผลเฉลย 
5: ปรับปรุงเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น P ดว้ยสมกำร (3.4) 
6: กลบัไปขั้นตอนท่ี 1 

 

 ในขั้นตอนท่ี 4 หำกสมำชิกของหน่วยเก็บผลเฉลย Pareto มีจ  ำนวนมำกกวำ่ค่ำท่ีตั้งเอำไวคื้อ NA 

ตอ้งท ำกำรกรองผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำบำงส่วนออกจำก Pareto ส ำหรับวิธี MPBIL ใช้วิธีเส้นตั้ง
ฉำก (Normal Line Method) ส ำหรับขั้นตอนกำรท ำงำนของวิธีเส้นตั้งฉำก เร่ิมต้นจำกกำรปรับค่ำ
ฟังกช์นัเป้ำหมำยทั้งหมดของสมำชิกของ Pareto ดงัน้ี   
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เม่ือ min
if คือ ค่ำต ่ำสุดของฟังก์ชนัเป้ำหมำยท่ี i-th ท่ีอยูใ่น Pareto และ max

if คือ ค่ำสูงสุดของฟังก์ชนั
เป้ำหมำยท่ี i-th ท่ีอยูใ่น Pareto 

ขั้นตอนเชิงตวัเลขของวธีิเส้นตั้งฉำกในกรณีของสองฟังก์ชนัเป้ำหมำยแสดงในรูปที ่3.6 ต ำแหน่ง
ของผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำแสดงดว้ยวงกลมสีด ำ เร่ิมตน้ดว้ย กำรระบุจุดตรึง (anchor points) จุดท่ีให้
ค่ำต ่ำสุดของแต่ละฟังก์ชนัเป้ำหมำย จำกนั้นลำกเส้นตรงเช่ือมระหว่ำงจุดทั้งสองเรียกว่ำ เส้นยูโทเปีย 
(Utopia lines) สร้ำงจุดอำ้งอิงบนเส้นยูโทเปียและกระจำยอยู่ระหว่ำงจุดตรึงทั้งสองโดยมีระยะห่ำง
เท่ำกนัเป็นจ ำนวน NA จุด ซ่ึงแสดงในรูปดว้ยวงกลมสีขำว จุดตรึงทั้งสองก็เป็นจุดอำ้งอิงดว้ย จำกนั้น
ลำกเส้นตั้งฉำกจ ำนวน NA เส้นซ่ึงเป็นเส้นท่ีลำกผำ่นจุดอำ้งอิงและตั้งฉำกกบัเส้นยโูทเปีย ผลเฉลยท่ีจะ
ถูกเลือกและเก็บในหน่วยเก็บผลเฉลย คือจุดท่ีอยู่ใกลก้บัเส้นตั้งฉำกแต่ละเส้นมำกท่ีสุด จำกรูปเส้นท่ี
ลอ้มรอบดว้ยกรอบส่ีเหล่ียมเส้นประคือ ผลเฉลยท่ีถูกเลือก  
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รูปที ่3.6 วธีิเส้นตั้งฉำก 

 

3.5 การหาค่าเหมาะทีสุ่ดแบบอนุภาครวมกลุ่มหลายเป้าหมาย  

 กำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยโดยกำรใชว้ิธีกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบอนุภำครวมกลุ่ม 
เป็นกำรขยำยผลจำกวิธี PSO ในบทท่ี 2 ในบทน้ีจะเรียกว่ำ วิธีกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบอนุภำค
รวมกลุ่มหลำยเป้ำหมำย (Multiobjective Particle Swarm Optimisation, MPSO) หลักกำรของ 
MPSO จะคลำ้ยกนักบัหลกักำรคน้หำค ำตอบของวิธี PSO ส ำหรับกำรออกแบบท่ีมีฟังก์ชนัเป้ำหมำย
เดียว กล่ำวคือ กระบวนกำรค ำนวณเร่ิมตน้ดว้ย ประชำกรหรือกลุ่มของอนุภำคตั้งตน้ ควำมเร็วเร่ิมตน้
ของอนุภำค และหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโต จำกนั้นท ำกำรปรับปรุงต ำแหน่งของอนุภำคทั้งหมดด้วย
สมกำรเดียวกนักบักรณีของกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบเป้ำหมำยเดียว 

 ท่ีวงวนท่ี k ใดๆ กำรปรับปรุงทิศทำงและต ำแหน่งของอนุภำคตวัท่ี i-th สำมำรถหำไดจ้ำก  
 

 )()1()( kkk iii vxx          (3.6) 

 

โดยท่ี vi(k) คือ เวกเตอร์ควำมเร็วของอนุภำคซ่ึงค ำนวณไดด้งัน้ี 
  

 ))1(())1(()1()( 2211  krCkrCkWk i
best
ii

best
iii xgxpvv    (3.7) 

 

เม่ือ  xi(k) คือ ต ำแหน่งของอนุภำคหรือเวกเตอร์ผลเฉลยท่ี i-th ในวงวนท่ี k 

 vi(k) คือ ควำมเร็วของอนุภำค i-th ในวงวนท่ี k 

 W คือ ค่ำถ่วงน ้ำหนกัใชส้ ำหรับแสดงผลกระทบของเวกเตอร์ควำมเร็วในวงวนก่อนหนำ้ (k-1) ท่ี
มีต่อ vi(k) 
 r1, r2  [0,1] คือ ค่ำตวัเลขสุ่มท่ีกระจำยแบบคงตวั 
 C1 คือ ตวัประกอบกำรเรียนรู้ดว้ยตนเอง 

  

1   

เสน้ตั้งฉำก   
u 2   

u 1   

1   

เสน้ยโูทเปีย   

จุดตรึง   

จุดอำ้งอิง  
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 C2 คือ ตวัประกอบกำรเรียนรู้ทำงสังคม 

 
best
ip คือ ผลเฉลยท่ีดีท่ีสุดท่ีอนุภำค xi คน้เจอ 

 
best
ig คือ ผลเฉลยท่ีเป็นสมำชิกในหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตท่ีคดัเลือกมำแบบสุ่ม (กรณีท่ีมี

มำกกวำ่ 1 ชุด) 
 จะเห็นไดว้ำ่ ขอ้แตกต่ำงระหวำ่ง PSO และ MPSO คือส่วนของ best

ip และ best
ig ในกรณีของ best

ig

ท ำกำรเลือกสมำชิกของหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตแบบสุ่ม ส่วนกำรปรับปรุง best
ip ถำ้อนุภำค xi(k) ไม่

ถูกครอบง ำโดย best
ip ของวงวนท่ี k-1 ให้แทนท่ี best

ip ดว้ย xi(k) หำกเง่ือนไขน้ีไม่เป็นจริงให้ใช้ best
ip ตวั

เดิม ในกรณีท่ีจ ำนวนผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำในหน่วยเก็บมีจ ำนวนมำกเกินไป สำมำรถประยกุตใ์ช้วิธี
เส้นตั้งฉำกในกำรยำ้ยผลเฉลยออกบำงตวัออกจำกหน่วยเก็บ หรืออำจท ำกำรประยุกตใ์ชว้ิธีคดักรองผล
เฉลยอีกรูปแบบหน่ึง นั่นคือ ขั้นตอนวิธีกริดปรับตวัได้ (adaptive grid algorithm) รูปที่ 3.7 แสดง
ขั้นตอนวธีิกริดปรับตวัได ้วิธีกำรคือสร้ำงกริดให้ครอบคลุมผลเฉลยทั้งหมดบนโดเมนตวัแปรออกแบบ 
จำกนั้น ท ำกำรยำ้ยผลเฉลยท่ีอยูใ่นกริดท่ีมีสมำชิกมำกท่ีสุดและอยูไ่กลจำกจุดศูนยก์ลำงของกริดนั้นมำก
ท่ีสุดออกจำกหน่วยเก็บ ท ำกำรยำ้ยผลเฉลยออกท่ีละตวัดว้ยหลกักำรดงักล่ำว จนกระทัง่จ  ำนวนผลเฉลย
ในหน่วยเก็บมีค่ำเท่ำกบั NA กระบวนกำรคน้หำผลเฉลยของ MPSO แสดงในขั้นตอนวธีิที ่3.3 

 

รูปที ่3.7 ขั้นตอนวธีิกริดปรับตวัได ้
 

ขั้นตอนวธีิที ่3.3 กระบวนกำรคน้หำขอบหนำ้พำเรโตของ MPSO 

ขั้นตอนเร่ิมต้น ก ำหนดพำรำมิเตอร์ท่ีจ  ำเป็นทั้งหมด หน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตตั้งต้น Pareto กลุ่ม
อนุภำคตั้งต้นพร้อมค่ำฟังก์ชันเป้ำหมำยของสมำชิกในประชำกร และก ำหนดควำมเร็วเร่ิมต้นของ
อนุภำคเป็นศูนย ์

ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขกำรหยดุค ำนวณเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย  
ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2 

2: ค ำนวณเวกเตอร์ควำมเร็วของอนุภำค vi พร้อมปรับต ำแหน่งของอนุภำคตำมเวกเตอร์ควำมเร็ว  
จะไดก้ลุ่มอนุภำค X 

3: หำค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยของกลุ่มอนุภำคใหม่ 

f1 

f2 

ผลเฉลยท่ีถูกคดัออก 

กริดท่ีมีสมำชิกมำกสุด 
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4: หำค่ำของ best
ip   

5: คดัสรรผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ X จำกกลุ่มผลเฉลย X  Pareto และแทนท่ี Pareto ดว้ย X  
6: ถำ้ขนำดของ Pareto ใหญ่เกินไป ท ำกำรลบผลเฉลยบำงส่วนออกดว้ยวธีิกรองผลเฉลย 
7: กลบัไปขั้นตอนท่ี 1 

 

 

3.6 ขั้นตอนวธีิววิฒันาการทีใ่ช้พาเรโตเชิงก าลงั  
 ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรท่ีใช้พำเรโตเชิงก ำลัง (Strength Pareto Evolutionary Algorithm, 

SPEA) เป็นหน่ึงในวิธี MOEAs ท่ีพฒันำในยุคเร่ิมตน้ และไดท้  ำกำรปรับปรุงเป็น SPEA2 เพื่อเพิ่ม
สมรรถนะ ในท่ีน้ีจะกล่ำวถึงรำยละเอียดของ SPEA2 ซ่ึงเป็นรุ่น (version) ท่ีมีประสิทธิภำพสูงกวำ่รุ่น
แรก กระบวนกำรค ำนวณของ SPEA2 เร่ิมตน้ดว้ยประชำกร X และหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตตั้งตน้ 
Pareto จำกนั้ น รวมสมำชิกในประชำกรและหน่วยเก็บผลเฉลยเข้ำด้วยกันเพื่อท ำกำรหำค่ำควำม
เหมำะสมหรือฟิตเนส (fitness) ค่ำฟิตเนสของผลเฉลยท่ี ith หำไดจ้ำก 

 
 Fi = Ri + Di         (3.8)  

 

เม่ือ Ri เรียกว่ำ ค่ำฟิสเนสดิบ (raw fitness) และ Di คือค่ำควำมหนำแน่น (density value) ของผล
เฉลยท่ี ith ค่ำ Ri สำมำรถค ำนวณไดจ้ำกค่ำก ำลงั (strength value) ดงัสมกำร (3.9)  
 

 





ijj

ji SR
,ParetoX

        (3.9) 

 

เม่ือ S คือ ค่ำก ำลงัของผลเฉลยต่ำงๆท่ีก ำลงัพิจำรณำ ij  หมำยถึงผลเฉลย jth ครอบง ำผลเฉลย ith  

 ค่ำก ำลัง Sj ของผลเฉลยท่ี jth หรือ xj คือ จ ำนวนของผลเฉลยใน XPareto ท่ีผลเฉลย xj 

ครอบง ำ สำมำรถแสดงดว้ยสมกำรคณิตศำสตร์ดงัน้ี เม่ือ |x| หมำยถึงจ ำนวนของสมำชิกใน x 

 

 |}|{| kjkkS j  ParetoX       (3.10) 

 

หำกพิจำรณำจำกเมตริกซ์กำรครอบง ำ สมกำรท่ี (3.2) ค่ำก ำลงัของผลเฉลยท่ี jth คือผลรวมของตวัเลข
ในแถวท่ี jth ของ A นัน่เอง 
 

 






ANN

k

jkj AS
1

         (3.11) 

 

เม่ือ N และ NA คือ ขนำดของ X และ Pareto ตำมล ำดบั ในส่วนของค่ำควำมหนำแน่นสำมำรถหำได้
จำกควำมสัมพนัธ์ 
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 2

1




k
j

jD


         (3.12) 

 

 เม่ือ j
k คือ ระยะระหว่ำง xj กับผลเฉลยอ่ืนท่ีใกล้ท่ีสุดกับ xj เป็นอันดับท่ี kth ค่ำตัวเลข k 

ผูอ้อกแบบสำมำรถก ำหนดเองได้ ในท่ีน้ี ก ำหนดให้  ANNroundk  ค ำว่ำระยะห่ำงในวิธี 
SPEA2 หมำยถึง ระยะห่ำงบนโดเมนของฟังกช์นัเป้ำหมำย 
 เม่ือไดค้่ำฟิสเนสแลว้ ท ำกำรบนัทึกผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำทั้งหมดลงในหน่วยเก็บผลเฉลย จำก
นิยำมของ Fi, Ri และ Di ผลเฉลยท่ีให้ค่ำ Fi น้อยกว่ำ 1 คือผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ หำกจ ำนวนผล
เฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำมีมำกกว่ำค่ำของ NA ท ำกำรลบผลเฉลยบำงค่ำออกจำก Pareto ด้วยวิธีย่ำน
ใกลเ้คียงสุด (nearest neighborhood method) ผลเฉลยท่ี ith จะถูกคดัเลือกให้ออกจำก Pareto ดว้ย
เง่ือนไข  
 

 xi d xj ส ำหรับ xj  Pareto       (3.13)  

 

ท ำกำรลบผลเฉลยออกจำก Pareto ทีละตวั จนกระทัง่จ  ำนวนสมำชิกในหน่วยเก็บผลเฉลยมีค่ำเป็น NA 

ส่วนพจน์ xi d xj มีนิยำมดงัน้ี 

 

 
 k

j
k
i

k
j

k
i

k
j

k
ijdi

klk

k









):0(:0

:0

Pareto

Paretoxx
    (3.14) 

 

นอกจำกน้ี เรำสำมำรถประยกุตใ์ชว้ิธีคดักรองผลเฉลยอ่ืนท่ีกล่ำวถึงมำแลว้ในขำ้งตน้ ในทำงกลบักนัใน
กรณีท่ีผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำมีจ  ำนวนน้อยกวำ่ NA ให้ท ำกำรบวกผลเฉลยท่ีถูกครอบง ำบำงตวัเขำ้ไป
ใน Pareto จนกระทัง่สมำชิกของ Pareto มีจ  ำนวนเท่ำกบั NA โดยผลเฉลยท่ีถูกครอบง ำท่ีบวกเขำ้ไป
ต้องมีค่ำฟิสเนสต ่ ำสุดในกลุ่มของ X  Pareto ถัดจำกค่ำฟิตเนสของผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ 
กระบวนกำรปรับปรุงหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตน้ี เรียกว่ำ กำรคัด เลือกตำมสภำพแวดล้อม 
(environment selection)  
 จำกนั้นท ำกำรคดัเลือกผลเฉลยจำก Pareto ท่ีท ำกำรปรับปรุงแลว้ในขำ้งตน้ ดว้ยวิธีกำรคดัเลือก
แบบกำรแข่งขนัทวิภำค (binary tournament selection) กล่ำวคือ ผลเฉลยคู่ใดๆถูกเลือกมำแบบสุ่ม 
ผลเฉลยท่ีถูกเลือกในทำ้ยท่ีสุด คือผลเฉลยท่ีมีค่ำฟิสเนสต ่ำกวำ่ เม่ือไดจ้  ำนวนผลเฉลยเพื่อสร้ำงประชำกร
ลูกครบแล้ว ท ำกำรสร้ำงประชำกรลูกด้วยกำรด ำเนินกำรรีคอมบิเนชันและมิวเทชนักบัผลเฉลยท่ีถูก
เลือกเหล่ำนั้นจนได้ประชำกรลูก ด ำเนินกำรซ ้ ำจนกระทัง่ครบเง่ือนไขกำรค้นหำขอบหน้ำพำเรโต 
กระบวนกำรค ำนวณเพื่อคน้หำขอบหนำ้พำเรโตของวธีิ SPEA2 แสดงในขั้นตอนวธีิที ่3.4 

ขั้นตอนวธีิที ่3.4 กระบวนกำรค ำนวณของวธีิ SPEA2 
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ขั้นตอนเร่ิมต้น ก ำหนดพำรำมิเตอร์ท่ีจ  ำเป็นทั้ งหมด หน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตตั้งต้น Pareto และ
ประชำกรตั้งตน้ X พร้อมค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยของสมำชิกในประชำกร 

ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขกำรหยดุค ำนวณเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย  
ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2 

2: หำค่ำฟิตเนสของ  X  Pareto  

3: ปรับปรุงหน่วยเก็บผลเฉลย Pareto ดว้ยกระบวนกำรคดัเลือกตำมสภำพแวดลอ้ม  
4: ท ำกำรคดัเลือกผลเฉลยจำก Pareto ท่ีปรับปรุงแลว้ ดว้ยวธีิกำรคดัเลือกแบบแข่งขนัทวภิำค  
5: ด ำเนินกำรรีคอมบิเนชนัและมิวเทชนักบัผลเฉลยท่ีถูกคดัเลือก เพื่อสร้ำงประชำกรชุดใหม่ X 

6: กลบัไปขั้นตอนท่ี 1 

 

 

3.7 ข้ันตอนวธีิเชิงพนัธุกรรมทีใ่ช้การคัดสรรแบบไม่ถูกครอบง า 
 ขั้นตอนวธีิเชิงพนัธุกรรมท่ีใชก้ำรคดัสรรแบบไม่ถูกครอบง ำ (non-dominated sorting genetic 

algorithm, NSGA) เป็นวิธีเชิงววิฒันำกำรท่ีพฒันำข้ึนมำในยคุเดียวกนักบั SPEA และเช่นเดียวกนัวิธี
น้ีได้พฒันำรุ่นท่ีสองข้ึนมำเพื่อเพิ่มสมรรถนะในกำรหำผลเฉลยซ่ึงเขียนแทน NSGA รุ่นท่ีสองด้วย 
NSGAII วิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดน้ีอำจกล่ำวได้ว่ำเป็นวิธี MOEA ท่ีนิยมใช้มำกท่ีสุดในวงกำรวิจยัด้ำน
ขั้นตอนวธีิวิวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำย อยำ่งไรก็ตำม ในปัจจุบนัไดมี้วธีิ MOEAs อ่ืนๆท่ีพฒันำข้ึน
มำและมีสมรรถนะสูงกวำ่ NSGAII   
 รูปแบบกำรคน้หำขอบหน้ำพำเรโตของ NSGAII จะแตกต่ำงจำก MOEAs ทั้ง 4 วิธีท่ีกล่ำวมำ
ขำ้งตน้ คือ ไม่มีหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโต แต่จะเก็บผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำไวใ้นเมตริกซ์ประชำกร 
กระบวนกำรค ำนวณเร่ิมตน้ดว้ย กลุ่มของผลเฉลยหรือประชำกรตั้งตน้ X จำกนั้นท ำกำรก ำหนดค่ำล ำดบั 
(rank) ของผลเฉลย ค่ำล ำดบัของผลเฉลย xj ใดๆในประชำกร เขียนแทนดว้ย rankj สำมำรถค ำนวณได้
จำกระดบัของกำรถูกครอบง ำ โดยก ำหนดให ้rankj = 1 ถำ้ระดบัของกำรถูกครอบง ำของ xj เป็น 0 หรือ 
rankj = 2 ถำ้ระดบัของกำรถูกครอบง ำเป็น 1 ไปเร่ือยๆ (ดูรำยละเอียดของระดบัของกำรถูกครอบง ำใน
นิยาม 3) เม่ือไดค้่ำล ำดบัของผลเฉลยทั้งหมดแลว้ ท ำกำรคดัเลือกผลเฉลยเพื่อท ำกำรผลิตประชำกรลูก
โดยกำรใช้กำรคดัเลือกแบบกำรแข่งขนัทวิภำคและใช้ค่ำล ำดบัของผลเฉลยเป็นเกณฑ์ ส่วนกำรผลิต
ประชำกรลูกใชก้ระบวนกำรรีคอมบิเนชนัและมิวเทชนัซ่ึงมีรูปแบบท่ีหลำกหลำยมำก 

 เม่ือไดป้ระชำกรลูก Y แลว้ ท ำกำรคดัผลเฉลย N ตวัท่ีจะเป็นสมำชิกของประชำกรในวงวนถดัไป 
X จำกสมำชิกของ X  Y โดยพิจำรณำค่ำล ำดับของผลเฉลยเป็นหลัก ปัญหำท่ีต้องเจอเสมอใน
ขั้นตอนน้ีคือ กลุ่มผลเฉลยท่ีมีค่ำล ำดบัดีกลุ่มสุดทำ้ยท่ีจะถูกเลือก มกัมีจ ำนวนเกินขนำดของประชำกร
เม่ือรวมกลุ่มกบัผลเฉลยท่ีถูกเลือกก่อนหน้ำน้ี ดงัแสดงในรูปที่ 3.8 กลุ่มผลเฉลยท่ีมีค่ำล ำดบัเป็น 3 เม่ือ
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น ำไปรวมกบักลุ่มผลเฉลยท่ีมีค่ำล ำดบัเป็น 1 และ 2 ท ำให้จ  ำนวนผลเฉลยส ำหรับประชำกรในวงวน
ถดัไปมีค่ำมำกกวำ่ N นัน่หมำยควำมวำ่ จะตอ้งคดักรองผลเฉลยบำงตวัออกจำกกลุ่มผลเฉลยท่ีมีค่ำล ำดบั
เป็น 3 ดงัแสดงในรูป ในกำรคดัผลเฉลยบำงตวัในกลุ่มท่ี 3 ทิ้ง ใช้ค่ำระยะห่ำงจำกฝูงชน (crowding 

distance) เป็นเกณฑ์ รูปที่ 3.9 แสดงกำรค ำนวณค่ำระยะห่ำงจำกฝงูชนของผลเฉลย xi บนโดเมนของ
ฟังก์ชนัเป้ำหมำย จำกรูป ระยะห่ำงจำกฝงูชน คือผลรวมของดำ้นกวำ้งและดำ้นยำวของกล่องส่ีเหล่ียมท่ี
เล็กท่ีสุดท่ีครอบ xi ซ่ึงหมำยควำมวำ่ ถำ้ค่ำระยะห่ำงจำกฝงูชนสูง ผลเฉลยนั้นจะอยูไ่กลจำกฝงูชน ยอ่ม
สร้ำงควำมหลำกหลำยให้กบัประชำกรในวงวนถดัไปและสมควรถูกเลือกเป็นสมำชิกของประชำกรใน
รุ่นต่อไป ดงันั้นผลเฉลยบำงตวัในกลุ่มท่ี 3 ในรูปที่ 3.8 ท่ีมีค่ำระยะห่ำงจำกฝูงชนต ่ำตอ้งถูกตดัออก
เพื่อให้ขนำดของประชำกรคงท่ี กระบวนกำรค ำนวณด ำเนินกำรแบบท ำซ ้ ำจนกระทัง่ครบเง่ือนไขในกำร
หยดุคน้หำ ส่ิงท่ีตอ้งท ำเพิ่มเติมคือ ในกำรคดัเลือกแบบแข่งขนัทวิภำคในวงวนปกติ จะใชต้วัด ำเนินกำร
เปรียบเทียบฝูงชน (crowded-comparison operator) เขียนแทนด้วย <n เป็นเกณฑ์ในกำรคดัเลือก 
ส ำหรับผลเฉลย xi และ xj ใดๆในประชำกร เรำกล่ำววำ่ xi <n xj ก็ต่อเม่ือ 

 

  ranki < rankj หรือ [ranki = rankj และ xi มีระยะห่ำงจำกฝงูชนมากกวำ่ xj]  (3.15) 

 

 กระบวนกำรคน้หำขอบหนำ้พำเรโตของวธีิ NSGAII แสดงในขั้นตอนวธีิที ่3.5  

  

รูปที ่3.8 กำรคดัเลือกประชำกรส ำหรับวงวนถดัไป 

 

รูปที ่3.9 กำรค ำนวณระยะจำกฝงูชนของผลเฉลย xi 
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ขั้นตอนวธีิที ่3.5 กระบวนกำรค ำนวณของวธีิ NSGAII 

ขั้นตอนเร่ิมตน้ ก ำหนดพำรำมิเตอร์ท่ีจ  ำเป็นทั้งหมด และประชำกรตั้งตน้ X พร้อมค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำย
ของสมำชิกในประชำกร จำกนั้นสร้ำงประชำกรลูก Y โดยใช้ตวัด ำเนินกำร กำรคดัเลือกแบบแข่งขนั
ทวภิำค รีคอมบิเนชนั มิวเทชนั 
ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขกำรหยดุค ำนวณเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย  
ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2 

2: คดัเลือกประชำกรส ำหรับวงวนใหม่จำก X  Y 

3: หำค่ำล ำดบัและระยะห่ำงจำกฝงูชนของสมำชิกในประชำกรใหม่ X  

4: ท ำกำรคดัเลือกสมำชิกของ X ดว้ยกำรคดัเลือกแบบแข่งขนัทวภิำค 

และใชต้วัด ำเนินกำรเปรียบเทียบฝงูชน  
5: สร้ำงประชำกรลูก Y ดว้ยตวัด ำเนินกำร รีคอมบิเนชนั และมิวเทชนั 

6: กลบัไปขั้นตอนท่ี 1 
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บทที ่4 การเพิม่สมรรถนะขั้นตอนววิฒันาการด้วยเทคนิคการ
ผสมผสาน 

 

4.1 ความน า 
 เป็นท่ีทรำบกนัดีวำ่ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรมีขอ้ดีคือ สำมำรถลู่เขำ้ใกลบ้ริเวณของจุดเหมำะท่ีสุด
ไดอ้ยำ่งรวดเร็ว แต่มกัจะมีปัญหำในกำรหำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดท่ีแทจ้ริง ดว้ยเหตุน้ี ในบำงคร้ังเรำเรียก
ค ำตอบท่ีไดจ้ำกกำรใชข้ั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรว่ำเป็นจุดใกลเ้คียงผลเฉลยเหมำะท่ีสุด (near optimum) 
กำรแกปั้ญหำน้ี สำมำรถท ำไดโ้ดยกำรเพิ่มตวัด ำเนินกำรพิเศษเขำ้ไปในกระบวนกำรค ำนวณของขั้นตอน
วธีิววิฒันำกำร ในบทน้ีจะเป็นกำรน ำเสนอแนวคิดในกำรผสมผสำนระหวำ่งขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแบบ
ทัว่ๆไป กบัตวัด ำเนินกำรส ำหรับกำรคน้หำเฉพำะพื้นท่ี (local search) ในท่ีน้ี วิธีคน้หำเฉพำะพื้นท่ีท่ี
น ำเสนอ คือค่ำประมำณเกรเดียนต์และวิธีซิมเพล็กซ์ลงเขำ เน้ือหำในบทน้ีจะเป็นกำรน ำเสนอแนวคิด
เบ้ืองตน้ในกำรผสมผสำนตวัด ำเนินกำรพิเศษกบัขั้นตอนวิธีววิฒันำกำร ซ่ึงในส่วนของกำรประยุกตใ์ชท่ี้
เป็นกรณีศึกษำ จะน ำเสนอในบทต่อๆไป 

  
4.2 ค่าประมาณเวกเตอร์เกรเดียนต์ส าหรับขั้นตอนวธีิววิัฒนาการ 

 หัวขอ้น้ีน ำเสนอกำรผสมผสำนกระบวนกำรหำผลเฉลยเหมำะท่ีสุด ดว้ยขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร
กบัแนวคิดของวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีใช้เกรเดียนต์ กระบวนกำรคน้หำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดของขั้นตอน
วธีิววิฒันำกำรโดยทัว่ไปใชก้ลุ่มของผลเฉลยหรือประชำกรในกำรหำค ำตอบ แนวคิดของค่ำประมำณเกร
เดียนต ์(approximate gradient) คือกำรประมำณค่ำของเกรเดียนตข์องฟังกช์นัจำกขอ้มูลของประชำกร
ผลเฉลยในกระบวนกำรของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร นั่นหมำยควำมว่ำ เรำสำมำรถประยุกต์ใชว้ิธีหำค่ำ
เหมำะท่ีสุดท่ีใช้เกรเดียนต์เป็นตวัด ำเนินกำรยอ่ยในขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร ซ่ึงหำกค่ำประมำณของเกร
เดียนตมี์ควำมแม่นย  ำ จะท ำใหก้ระบวนกำรลูกผสมน้ีมีสมรรถนะในกำรหำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดสูงข้ึน  

 

4.2.1 การประมาณค่าเกรเดียนต์ 
กำรประมำณค่ำเกรเดียนต์ท่ีต ำแหน่งเวกเตอร์ออกแบบ x0 ใดๆ จำกขอ้มูลของประชำกรของผล

เฉลยและค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำยของผลเฉลยเหล่ำนั้น ส ำหรับฟังกช์นัใน n มิติใดๆ สำมำรถค ำนวณไดจ้ำก
กำรประมำณค่ำฟังกช์นัของจุด x ท่ีอยูใ่กลเ้คียงกบั x0 ดว้ยอนุกรมเทยเ์ลอร์อนัดบัท่ี 1 ดงัน้ี 

 

f(x)  f(x0) + (x-x0)
Tf(x0)        (4.1) 

 

ถำ้เรำมีเวกเตอร์ผลเฉลยท่ีมีต ำแหน่งใกลก้บั x0 เป็นจ ำนวน n ตวั X = {x1, …, xn} ซ่ึงมีค่ำฟังก์ชนัเป็น 
{f1, .., fn} เม่ือแทนค่ำ x ในสมกำร (4.1) ดว้ย x1, …, xn และแทนค่ำ f(x) ดว้ย f1, …, fn จะไดร้ะบบ
สมกำรเชิงเส้น n สมกำร โดยท่ีตวัแปรท่ีไม่ทรำบค่ำ n ตวัคือ เอลิเมนตข์อง f(x0)  
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ในทำงปฏิบติั เน่ืองจำกต ำแหน่งของผลเฉลยในประชำกรของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรถูกสร้ำงข้ึน
ดว้ยกำรสุ่ม หำกใชผ้ลเฉลย n ตวัเพื่อประมำณค่ำของเกรเดียนต ์อำจส่งผลใหเ้มตริกซ์ A เป็นเมตริกซ์ซิง
กูลำร์ (singular matrix) ได้ และกำรค ำนวณค่ำประมำณเกรเดียนต์ก็จะไม่สำมำรถท ำได้ ดังนั้ น
โดยทัว่ไปจะใชผ้ลเฉลยจ ำนวน R > n ตวัจำกเมตริกซ์ประชำกร โดยท่ีเวกเตอร์เหล่ำน้ีมีระยะใกลก้บั x0 

มำกท่ีสุด ซ่ึงจะไดร้ะบบสมกำรเชิงเส้น (4.2) เป็นระบบท่ีมีตวัแปร n ตวัและมี R สมกำร ในกำรหำผล
เฉลยของระบบสมกำรเชิงเส้นน้ีสำมำรถท ำไดโ้ดยกำรใชต้วัด ำเนินกำรเมตริกซ์ผกผนัเทียม (pseudo-

inverse) หรืออำจใชว้ธีิก ำลงัสองต ่ำสุด 

รูปที่ 4. 1 แสดงกำรประมำณค่ำของเวกเตอร์เกรดียนต์ของฟังก์ชนัในปริภูมิสองมิติท่ีจุด x0 จำก
รูป ค่ำจริงของเวกเตอร์เกรเดียนต์คือเวกเตอร์ท่ีสั้ นท่ีสุด ส่วนเวกเตอร์ตวัอ่ืนคือค่ำประมำณของเกร
เดียนต์ เช่น เวกเตอร์เกรเดียนตท่ี์จุด x0 ท่ีประมำณจำก จุดใกลเ้คียงสองจุด x2 และ x5 สำมำรถค ำนวณ
ไดจ้ำก 
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จำกในรูป แสดงค่ำประมำณเกรเดียนต์ท่ีจุด x0 ท่ีค  ำนวณจำกเซตของจุดท่ีใกลเ้คียงกบั x0 หลำกหลำย
เซต ซ่ึงเม่ือเทียบกบัเกรเดียนตจ์ริง จะมีค่ำใกลเ้คียงกนัมำก 

 

รูปที ่4.1 กำรประมำณค่ำเวกเตอร์เกรเดียนต ์
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4.2.2 การผสมผสานขั้นตอนวธีิววิฒันาการกบัค่าประมาณเกรเดียนต์ 

กำรผสมตวัด ำเนินกำรค่ำประมำณเกรเดียนตเ์ขำ้ไปในกระบวนกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของขั้นตอน
วิธีวิวฒันำกำรสำมำรถท ำไดโ้ดย ก ำหนดให้กระบวนกำรค ำนวณของวิธีวิวฒันำกำรเป็นกระบวนกำร
หลกั และให้ค่ำประมำณเกรเดียนตเ์ป็นตวัด ำเนินกำรยอ่ยของขั้นตอนวิธีววิฒันำกำร ดงัแสดงในขั้นตอน
วิธีที่  4.1 ในแต่ละวงวน เม่ือค้นหำประชำกรลูกจำกกำรด ำเนินกำรรีคอมบิเนชันและมิวเทชันกับ
ประชำกรพ่อ-แม่ เรำสำมำรถท ำกำรหำผลเฉลยท่ีดีท่ีสุด xbest และค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำย fbest จำกนั้น ท ำ
กำรหำค่ำประมำณเกรเดียนต์ของผลเฉลยนั้น ในกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดด้วยวิธี ลดลงชันสุด (steepest 

decent method) เวกเตอร์ทิศทำงในกำรหำค ำตอบคือ เวกเตอร์ท่ีมีทิศทำงตรงขำ้มกบั f ดงันั้น เกร
เดียนต์โดยประมำณท่ีได้จำกสมกำร (4.2) สำมำรถน ำมำใช้เป็นทิศทำงในกำรหำผลเฉลยในรูปแบบ
คลำ้ยกนั กล่ำวคือ s = -f เพื่อให้กำรประมำณค่ำเกรเดียนตน้ี์มีประโยชน์มำกข้ึน ท ำกำรประยุกตก์ำร
ประมำณในช่วง (interpolation) ด้วยฟังก์ชันก ำลังสองหน่ึงคร้ังในกำรหำผลเฉลยด้วยเกรเดียนต์
โดยประมำณ ท ำกำรหำเวกเตอร์ออกแบบในแนวทิศทำง s เพิ่ม ดงัน้ี  

 

z1 = xbest + 1.s         (4.4) 

z2 = xbest + 2.s. 

 

เม่ือ 1  2 คือ พำรำมิเตอร์ท่ีสุ่มค่ำข้ึนมำในช่วงของ (0,1) ขั้นตอนถดัไป ประยกุตใ์ชก้ำรประมำณค่ำ
ในช่วงเพื่อหำค่ำ  ท่ีใหค้่ำฟังกช์นัต ่ำสุด ในกรณีของฟังกช์นัก ำลงัสอง 

 

f(xbest + .s) = C12 + C2 + C3       (4.5) 

 

จะได ้เมตริกซ์สัมประสิทธ์ิของฟังกช์นัก ำลงัสองจำกกำรแกร้ะบบสมกำรเชิงเส้น 
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เม่ือ f(z1) และ f(z2) คือ ค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยท่ีจุด z1 และ z2 ตำมล ำดบั จำกนั้น เวกเตอร์ตวัแปร
ออกแบบตวัท่ีสำม หำไดจ้ำก 

 

z3 = xbest + 3.s.                       (4.7) 

  

เม่ือ 
 

3 = -C2/2/C1.         
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รูปที่ 4.2 แสดงกระบวนกำรหำผลเฉลยตำมแนวของทิศทำงตรงขำ้มกบัเวกเตอร์เกรเดียนต ์ โดย
กำรก ำเนิดเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบสองจุดแรก z1 และ z2 จำกนั้น ท ำกำรหำจุด z3 ดว้ยสมกำร (4.7) 

 

ขั้นตอนวธีิที ่4.1 กำรผสมระหวำ่งขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรและค่ำประมำณเกรเดียนต ์

ขั้นตอนเร่ิมตน้ ก ำหนดพำรำมิเตอร์ท่ีจ  ำเป็นทั้งหมด และประชำกรเร่ิมตน้พร้อมค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยของ
สมำชิกในประชำกร ก ำหนดหน่วยเก็บผลเฉลยส ำหรับประมำณค่ำเกรเดียนต ์

ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขเหมำะท่ีสุดเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2: 

2: ผลิตประชำกรลูกดว้ยหลกักำรเฉพำะของขั้นตอนวธีิเหล่ำนั้น 

3: ประมำณค่ำเกรเดียนตข์องฟังกช์นัเป้ำหมำยท่ีต ำแหน่งของผลเฉลยท่ีดีท่ีสุด 

4: คน้หำผลเฉลยดว้ยเกรเดียนต์ (4.1) - (4.7) จะได ้z1, z2 และ z3 และก ำหนดให้เป็นสมำชิกเพิ่มเติม
ของประชำกรลูก 

5: หำค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำย และ/หรือ ค่ำควำมเหมำะสม 

6: ท ำกำรคดัเลือกประชำกรรุ่นใหม่ 

7: เก็บผลเฉลยบำงส่วนในหน่วยเก็บผลเฉลยส ำหรับประมำณค่ำเกรเดียนต ์โดยใชห้ลกักำรให้สมำชิก
ในหน่วยเก็บผลเฉลยกระจำยไปทัว่โดเมนกำรออกแบบมำกท่ีสุด 

8: กลบัไปขั้นตอนท่ี 1: 

 

 

รูปที ่4.2 กำรหำควำมยำวกำ้วของค่ำประมำณเกรเดียนต ์
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 4.2.3 ค่าประมาณเกรเดียนต์ส าหรับการหาค่าเหมาะทีสุ่ดทีม่ีเง่ือนไขบังคับ 

 กำรประยุกตใ์ชค้่ำประมำณเกรเดียนตก์บัปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีมีเง่ือนไขบงัคบั ในท่ีน้ีจะ
กล่ำวถึงเฉพำะกรณีของเง่ือนไขบงัคบัแบบอสมกำรเท่ำนั้น ในกระบวนกำรคน้หำค ำตอบของปัญหำกำร
ออกแบบชนิดน้ี เวกเตอร์ผลเฉลยหน่ึงชุดเรำตอ้งท ำกำรหำค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำยและเง่ือนไขบงัคบั นั่น
หมำยควำมว่ำ เรำสำมำรถประมำณค่ำเกรเดียนต์ของฟังก์ชันเป้ำหมำยและฟังก์ชันเง่ือนไขบงัคบัได้
พร้อมกนัโดยใชส้มกำร (4.2) อยำ่งไรก็ตำม หำกเรำใชค้่ำของทิศทำงในกำรคน้หำผลเฉลยเป็น s = -f 
เช่นเดียวกับกรณีของกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบไม่มีเง่ือนไขบงัคบั ค่ำประมำณเกรเดียนต์อำจไม่มี
ประสิทธิภำพสูงมำก หรืออำจไม่ช่วยเพิ่มสมรรถนะในกำรหำผลเฉลยของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรเลย 
ทั้งน้ีเป็นเพรำะว่ำโดยทัว่ไปแล้ว เม่ือผลเฉลยอยู่นอกบริเวณหำค ำตอบได้ เวกเตอร์ทิศทำง s = -f 
มกัจะน ำผลเฉลยออกไปไกลจำกบริเวณหำค ำตอบได ้(feasible region) มำกกวำ่เดิม ดงันั้นเม่ือปัญหำ
กำรออกแบบมีเง่ือนไขบงัคบัแบบอสมกำร ให้ท ำกำรประยุกต์ใช้ฟังก์ชนัปรับแก ้สมกำรท่ี (2.13) ใน
บทท่ี 2 จะไดฟั้งกช์นัเป้ำหมำยสมมูลเป็น 
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และเวกเตอร์ทิศทำงในกำรหำผลเฉลยคือ s = -F ในส่วนของกำรหำค่ำสูงสุดของระยะกำรก้ำว เรำ
สำมำรถประยกุตใ์ชส้มกำรท่ี (4.9) ดงัน้ี 
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 รูปที่ 4.3 แสดงตวัอยำ่งของกำรประยกุตใ์ชค้่ำประมำณเกรเดียนตส์ ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีมี
เง่ือนไขบงัคบั จำกรูปปัญหำกำรออกแบบมีเง่ือนไขบงัคบั 2 เง่ือนไข และท ำกำรปรับปรุงผลเฉลย x1 

โดยกำรประมำณค่ำเกรเดียนต ์เน่ืองจำกผลเฉลย x1 อยู่ในพื้นท่ีหำค ำตอบได ้ดงันั้น ทิศทำงกำรคน้หำ
ค ำตอบคือ s = -F = -f ส่วนค่ำระยะกำรก้ำวสูงสุด max สำมำรถหำได้จำกสมกำร (4.9) ในรูป 
แสดงถึงต ำแหน่งถดัไปของ x1 ซ่ึงก็คือผลเฉลย  
 

 x1 = x1 + maxs          (4.10) 

 

ในท่ีน้ีแสดงต ำแหน่งของ x1ท่ีไดจ้ำกกำรค ำนวณดว้ยค่ำเกรเดียนตจ์ริง (สัญลกัษณ์ ) และค่ำประมำณ
เกรเดียน (สัญลกัษณ์ ) จำกรูปจะเห็นได้ว่ำ ต ำแหน่งทั้งสองมีค่ำใกล้เคียงกนัและอยู่นอกพื้นท่ีหำ
ค ำตอบได้ ทั้ งน้ีเป็นผลมำจำกกำรท่ีสมกำร (4.9) ใช้กำรกระจำยอนุกรมเทย์เลอร์อนัดับท่ีหน่ึง และ
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บริเวณหำค ำตอบไดเ้ป็นพื้นท่ีคอนเวกซ์ ฉะนั้น หำกตอ้งกำรประยุกต์ใช้ ค่ำประมำณเกรเดียนต์อย่ำงมี
ประสิทธิภำพ ควรปรับปรุงค่ำของผลเฉลย x1 ดงัน้ี 

 

  x1 = x1 + rand.maxs        (4.11) 
 

เม่ือ rand  [0, 1] คือ ค่ำตวัเลขสุ่มท่ีกระจำยแบบเอกรูป  
 รูปที่ 4.4 แสดงกำรปรับปรุงค่ำของผลเฉลย x8 ซ่ึงเป็นเวกเตอร์ผลเฉลยท่ีอยูน่อกพื้นท่ีหำผลเฉลย
ไดโ้ดยใชส้มกำร (4.11) (เปล่ียนจำก x1 เป็น x8) จำกรูป พบวำ่ผลเฉลยท่ีถูกปรับปรุงค่ำนอกจำกจะให้
ค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยลดลงแลว้ ยงัน ำผลเฉลยกลบัเขำ้มำยงับริเวณหำค ำตอบได ้ 

 

รูปที ่4.3 กำรปรับปรุงต ำแหน่งของ x1 ดว้ยค่ำประมำณเกรเดียนต ์

 

รูปที ่4.4 กำรปรับปรุงต ำแหน่งของ x8 ดว้ยค่ำประมำณเกรเดียนต ์
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 เรำสำมำรถประยกุตใ์ชค้่ำประมำณเกรเดียนตก์บัขั้นตอนวธีิวิวฒันำกำรทั้งแบบเป้ำหมำยเดียวและ
หลำยเป้ำหมำย ในกรณีของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำย ประเด็นปัญหำท่ีเพิ่มข้ึนมำคือ
กำรหำค่ำเวกเตอร์ทิศทำง เน่ืองจำกมีฟังก์ชนัเป้ำหมำยมำกกวำ่หน่ึงค่ำ วิธีแกปั้ญหำท่ีง่ำยท่ีสุดคือ ท ำกำร
ประยุกต์ใช้วิธีผลรวมถ่วงน ้ ำหนัก (weighted sum method) จะท ำให้เรำสำมำรถรวมค่ำฟังก์ชัน
เป้ำหมำยเขำ้เป็นฟังก์ชนัเป้ำหมำยสมมูลเป้ำหมำยเดียว ตวัอยำ่งของกระบวนกำรค ำนวณของวธีิลูกผสม
ระหวำ่งค่ำประมำณเกรเดียนตแ์ละขั้นตอนวธีิวิวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำย แสดงในขั้นตอนวิธีที ่4.2 
ซ่ึงจะท ำกำรประยุกตใ์ชค้่ำประมำณเกรเดียนตก์บัผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำบำงส่วน และค่ำตวัประกอบ
ถ่วงน ้ ำหนัก (weighting factors) สร้ำงด้วยกำรสุ่ม เม่ือได้ผลเฉลยใหม่แล้วน ำเขำ้สู่กระบวนกำรคดั
สรรผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ ดงัแสดงในกระบวนกำรค ำนวณดำ้นล่ำง 
ขั้นตอนวธีิที ่4.2 กำรผสมระหวำ่งขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำยและค่ำประมำณเกรเดียนต ์

ขั้นตอนเร่ิมตน้ ก ำหนดพำรำมิเตอร์ท่ีจ  ำเป็นทั้งหมด หน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตตั้งตน้ และประชำกรตั้ง
ตน้พร้อมค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยของสมำชิกในประชำกร ก ำหนดหน่วยเก็บผลเฉลยส ำหรับประมำณค่ำเกร
เดียนต ์

ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขกำรหยดุค ำนวณเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย  

ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2 

2: ผลิตประชำกรลูกจำกประชำกรพอ่-แม่ 

3: ประมำณค่ำเกรเดียนตข์องฟังกช์นัเป้ำหมำย ท่ีต ำแหน่งของผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำบำงตวั 

4: สุ่มสร้ำงค่ำตวัประกอบถ่วงน ้ำหนกัและคน้หำผลเฉลยใหม่ดว้ยค่ำประมำณเกรเดียนต ์ 

5: คดัสรรผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำของกลุ่มผลเฉลยรวมกนั ระหวำ่งสมำชิกในประชำกรลูกในขั้นตอน
ท่ี 2 และ 4 และสมำชิกในหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโต 

6: ถำ้ผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำในขั้นตอนท่ี 5 มีจ  ำนวนมำกเกินไป ท ำกำรลบผลเฉลยบำงส่วนออกดว้ย
วธีิกรองผลเฉลย 

7: แทนท่ีสมำชิกในหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตดว้ยกลุ่มของผลเฉลยในขั้นตอนท่ี 6 

8: เก็บผลเฉลยบำงส่วนในหน่วยเก็บผลเฉลยส ำหรับกำรประมำณค่ำเกรเดียนต์ โดยใช้หลกักำรให้
สมำชิกในหน่วยเก็บผลเฉลยกระจำยไปทัว่โดเมนกำรออกแบบมำกท่ีสุด 

9: กลบัไปขั้นตอนท่ี 1: 

 



62 

 

6.6 การผสมผสานขั้นตอนวิธีววิฒันาการกบัวธีิซิมเพลก็ซ์ลงเขา 
 วิธีซิมเพล็กซ์ลงเขำเรียกอีกช่ือหน่ึงวำ่ วิธีเนลเดอร์และมีด (Nelder and Mead) ตำมช่ือผูพ้ฒันำ
วิธีกำรน้ี จดัวำ่เป็นวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีไม่ใช้อนุพนัธ์ของฟังก์ชนัในกำรหำผลเฉลยท่ีมีสมรรถนะใน
กำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดสูง อย่ำงไรก็ตำม วิธีกำรน้ียงัจัดว่ำเป็นวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดวงแคบ (local 

optimiser) ดงันั้น กำรผสมวิธีน้ีเขำ้กบัวิธีวิวฒันำกำรจะเป็นกำรท ำงำนร่วมกนัระหว่ำงกำรคน้หำผล
เฉลยเหมำะท่ีสุดของทั้งหมด (global optimisation) ท่ีมีประสิทธิภำพของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร และ
กำรคน้หำในวงแคบท่ีมีประสิทธิภำพสูงของวธีิซิมเพล็กซ์ลงเขำ   
 กำรผสมผสำนขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรกบัวิธีซิมเพล็กซ์ลงเขำ สำมำรถท ำไดใ้นรูปแบบคลำ้ยกบั
กำรผสมวิธีวิวฒันำกำรกบัตวัด ำเนินกำรอ่ืนๆ ดงัท่ีผำ่นมำ นัน่คือ กระบวนกำรหลกัส ำหรับหำผลเฉลย
เหมำะท่ีสุด คือ ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร ส่วนวิธีซิมเพล็กซ์ลงเขำจะถูกใชเ้ป็นตวัช่วยในกำรผลิตสมำชิก
ของประชำกรลูกจ ำนวนหน่ึงในแต่ละวงวนของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรนั้นๆ ส่วนกลุ่มของผลเฉลย
เร่ิมตน้ท่ีใชใ้นกำรสร้ำงซิมเพล็กซ์เร่ิมตน้ สำมำรถคดัเลือกไดจ้ำกเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบท่ีเป็นสมำชิก
ในประชำกรท่ีรอบของกำรค ำนวณนั้นๆ (n + 1 ค่ำ) ตัวอย่ำงกระบวนกำรค ำนวณของวิธีลูกผสม
ระหว่ำงขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรและวิธีซิมเพล็กซ์ลงเขำส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีมีเป้ำหมำยเดียว 
แสดงในขั้นตอนวธีิที ่4.3 

ขั้นตอนวธีิที ่4.3 กำรผสมระหวำ่งขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรและวธีิซิมเพล็กซ์ลงเขำ 

ขั้นตอนเร่ิมตน้ ก ำหนดพำรำมิเตอร์ท่ีจ  ำเป็นทั้งหมด และประชำกรเร่ิมตน้พร้อมค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยของ
สมำชิกในประชำกร  

ขั้นตอนค ำนวณหลกั 

1: ถำ้เง่ือนไขเหมำะท่ีสุดเป็นจริง หยดุกำรคน้หำผลเฉลย ถำ้ไม่เป็นจริง ด ำเนินกำรต่อในขั้นตอนท่ี 2 

2: ผลิตประชำกรลูกดว้ยหลกักำรเฉพำะของขั้นตอนวธีิเหล่ำนั้น 

3: คดัเลือกผลเฉลยท่ีดีท่ีสุด n+1 ค่ำ ส ำหรับเป็นผลเฉลยตั้งตน้ของวธีิซิมเพล็กซ์ลงเขำ 

4: คน้หำผลเฉลยดว้ยวธีิซิมเพล็กซ์ลงเขำและก ำหนดใหเ้ป็นสมำชิกเพิ่มเติมของประชำกรลูก 

5: หำค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำย และ/หรือ ค่ำควำมเหมำะสม 

6: ท ำกำรคดัเลือกประชำกรรุ่นใหม่ 

7: กลบัไปขั้นตอนท่ี 1 
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บทที ่5 การวเิคราะห์โครงข้อหมุนและโครงข้อแขง็ 
 

5.1 ความน า 
 โครงขอ้หมุนและโครงขอ้แขง็หรือเรียกรวมกนัวำ่โครงถกั ในท่ีน้ี คือโครงสร้ำงทำงวิศวกรรมท่ี
เกิดจำกกำรน ำช้ินส่วนท่ีมีพื้นท่ีหน้ำตดัคงท่ี หรือช้ินส่วนเอกรูป (uniform bars) ท่ีมีสองจุดต่อ (2 
node) มำเช่ือมต่อเขำ้ดว้ยกนัดว้ยขอ้ต่อหมุน (revolute joints) ส ำหรับโครงขอ้หมุน และเช่ือมดว้ยขอ้
ต่อแข็งเกร็งส ำหรับโครงขอ้แข็ง โครงขอ้หมุนจึงมีคุณสมบติัพิเศษคือ ช้ินส่วนเอกรูปท่ีใชป้ระกอบเป็น
โครงขอ้หมุนจะรับเฉพำะแรงดึงหรือกดในแนวแกนเท่ำนั้น ส่วนโครงขอ้แข็งจะรับโมเมนต์ดดัและ
โมเมนต์บิดเพิ่มจำกแรงในแนวแกน โครงถักสำมำรถแบ่งออกเป็นโครงถักในสองและสำมมิติ 
โครงสร้ำงในชีวิตประจ ำวนัท่ีจดัว่ำเป็นโครงถกัมีหลำกหลำยรูปแบบ เช่น โครงสร้ำงสะพำน เสำส่ง
สัญญำณโทรคมนำคม หอติดตั้งกงัหนัลม เสำไฟฟ้ำแรงสูง  โครงสร้ำงป้ำยโฆษณำ และโครงสร้ำงทำง
วศิวกรรมอ่ืนๆอีกมำกมำย  ขอ้ดีของกำรเลือกใชโ้ครงถกัคือ กำรก่อสร้ำงหรือกำรประกอบและกำรร้ือ
ถอนท ำได้ง่ำย รำคำไม่แพงเกินไป สำมำรถน ำไปก่อสร้ำงในบริเวณท่ีเข้ำถึงได้ยำก เช่นบนภูเขำ 
นอกจำกน้ี กำรใชง้ำนโครงถกัยงัช่วยลดกำรสั่นสะเทือนท่ีเหน่ียวน ำโดยลม (ถึงแมว้ำ่อำกำศพลวตัแบบ
ไม่คงตวัท่ีไหลผำ่นช้ินส่วนขนำดเล็กจะมีควำมถ่ีสูงแต่ก็มีขนำดของแรงกระท ำต ่ำ) 
  เน้ือหำในบทน้ี เป็นกำรวิเครำะห์โครงสร้ำงในแบบทัว่ๆไปของโครงถกั เพื่อควำมง่ำยในกำร
อธิบำย จะท ำกำรน ำเสนอกำรวิเครำะห์ทำงไฟไนทเ์อลิเมนตข์องโครงขอ้หมุนเป็นหลกั อยำ่งไรก็ตำม
แนวคิดของกำรวิเครำะห์โครงขอ้หมุนสำมำรถขยำยผลไปยงักำรวิเครำะห์ทำงไฟไนท์เอลิเมนต์ของ
โครงขอ้แขง็ได ้เพรำะใชแ้นวคิดพื้นฐำนเดียวกนั 

 

5.2 การวเิคราะห์ทางกลของโครงถัก 

 ในกำรออกแบบโครงสร้ำงส ำหรับรับภำระรูปแบบต่ำงๆ จ ำเป็นท่ีจะตอ้งรู้คุณสมบติัทำงกำยภำพ
ของโครงสร้ำง  เช่น  ควำมเคน้  ควำมเครียด ระยะกำรโก่งตวั หรือพลงังำนควำมเครียดของโครงสร้ำง 
เป็นตน้ เพื่อท่ีจะน ำคุณสมบติัดงักล่ำวมำก ำหนดเป็นฟังกช์นัเป้ำหมำยและเง่ือนไขบงัคบัในกระบวนกำร
ออกแบบ ในกำรวิเครำะห์ทำงกลของโครงสร้ำงนั้น พฤติกรรมของโครงสร้ำงสำมำรถอธิบำยด้วย
แบบจ ำลองทำงคณิตศำสตร์  ซ่ึงแสดงในรูปของสมกำรเชิงอนุพนัธ์ และสมกำรเหล่ำน้ีสำมำรถหำผล
เฉลยจำกกำรวเิครำะห์โดยตรงไดเ้ฉพำะกรณีของโครงสร้ำงท่ีมีรูปร่ำงไม่ซบัซอ้นเท่ำนั้น แต่โครงสร้ำงท่ี
ใช้ในงำนจริงโดยส่วนมำกจะมีลกัษณะรูปร่ำงท่ีซับซ้อน เช่น โครงสร้ำงท่ีมีส่วนเวำ้ส่วนโคง้ และมี
รูปร่ำงแปลกๆ จึงเป็นผลท ำให้ไม่สำมำรถหำผลเฉลยแม่นตรงจำกสมกำรเชิงอนุพนัธ์ได ้อยำ่งไรก็ตำม 
โดยกำรใชว้ิธีค  ำนวณเชิงตวัเลข เรำสำมำรถวิเครำะห์พฤติกรรมของโครงสร้ำงเหล่ำน้ีได ้กำรวิเครำะห์
โครงสร้ำงดว้ยวธีิค ำนวณเชิงตวัเลขท่ีเป็นท่ีนิยมมำกท่ีสุดรูปแบบหน่ึงคือ กำรวิเครำะห์ไฟไนทเ์อลิเมนต ์
(finite element analysis) ซ่ึงเป็นหน่ึงในวธีิเชิงตวัเลขส ำหรับหำผลเฉลยของสมกำรเชิงอนุพนัธ์ 
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 กำรวิเครำะห์ทำงไฟไนทเ์อลิเมนต ์จะเกิดประโยชน์สูงสุดเม่ือน ำมำประยุกตใ์ชแ้กปั้ญหำสมกำร
เชิงอนุพนัธ์ท่ีมีโดเมน (หรือรูปทรงของโครงสร้ำง) สลบัซับซ้อน หลกักำรเบ้ืองตน้คือกำรประมำณ
โดเมนนั้นด้วยโดเมนย่อยท่ีมีรูปทรงอย่ำงง่ำยขนำดเล็กหลำยๆอนัซ่ึงเรียกว่ำ เอลิเมนต์ (ในกรณีของ
โครงขอ้หมุน เอลิเมนต์คือช้ินส่วนเอกรูปของโครงสร้ำงนัน่เอง) ผลเฉลยโดยประมำณส ำหรับโดเมน
ยอ่ยนั้นแสดงในรูปของฟังก์ชนัอย่ำงง่ำย เช่น ฟังก์ชันพหุนำม เม่ือท ำกำรพิจำรณำผลกระทบของเอลิ
เมนตเ์หล่ำนั้นในภำพรวมต่อพลวตัของโครงสร้ำง ท ำใหไ้ดผ้ลเฉลยเชิงอนุพนัธ์โดยประมำณจำกกำรแก้
ระบบสมกำรพีชคณิต  

กำรวิเครำะห์โครงสร้ำงด้วยวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์น ำเสนอในท่ีน้ี คือ กำรวิเครำะห์ด้วยวิธีกำร
กระจดั (displacement – based approach) โดยยึดตำมกฎกำรเคล่ือนท่ีของนิวตนั (Newton’s laws 

of motion) และพิจำรณำพฤติกรรมของวสัดุเป็นแบบกำรกระจดัขนำดเล็กเชิงเส้น (linear small-

displacement) ซ่ึงเม่ือประยุกต์ใชก้บัระบบโครงสร้ำงท่ีถูกแบ่งออกเป็นเอลิเมนตย์อ่ยๆ สำมำรถเขียน
อยูใ่นรูปของสมกำรของลำกรำนจ ์ดงัน้ี 
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i i i

d T T U
F

dt q q q

  
   

  
       (5.1) 

 

เม่ือ  qi คือ กำรกระจดัเสมือนของโครงสร้ำง 
T คือ พลงังำนศกัยร์วมของโครงสร้ำง 
U คือ พลงังำนศกัยย์ดืหยุน่ของโครงสร้ำง 
Fi คือ แรงภำยนอกท่ีกระท ำสอดคลอ้งกบักำรกระจดั qi 

 

รูปที ่5.1 กำรกระจดัท่ีจุดต่อของเอลิเมนตข์องโครงขอ้หมุนสำมมิติ 

 

เอลิเมนตใ์ดๆจะมีองคป์ระกอบพื้นฐำนคือ รูปทรงของเอลิเมนต ์เช่น รูปทรงเส้นตรงส ำหรับเอลิ
เมนต์ของโครงข้อหมุน รูปสำมเหล่ียมหรือส่ี เหล่ียมส ำหรับโครงสร้ำงแบบแผ่น เป็นต้น และ
ส่วนประกอบอ่ืนคือ จุดต่อ (node) ของเอลิเมนต ์และขอบเขตของเอลิเมนต ์กำรค ำนวณทำงไฟไนทเ์อลิ

uy,2 
uz,2 

ux,2 
uy,1 

uz,1 

ux,1 

x 

y 

z 

จุดต่อท่ี 1 

จุดต่อท่ี 2 
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เมนต์เป็นกำรท ำนำยค่ำกำรกระจดัท่ีจุดต่อของเอลิเมนตเ์หล่ำนั้น รูปที่ 5.1 แสดงภำพเอลิเมนตแ์ท่งเอก
รูปชนิดสองจุดต่อ (2-node bar element) ส ำหรับโครงขอ้หมุนในปริภูมิสำมมิติ  
 จำกรูป แสดงเวกเตอร์กำรกระจดัท่ีจุดต่อของเอลิเมนตใ์ดๆ เวกเตอร์กำรกระจดัของเอลิเมนตใ์ดๆ
เขียนแทนดว้ย qe สำมำรถแสดงไดด้งัน้ี 
 

1

2
e

 
  
 

δ
q

δ
         (5.2) 

 

เม่ือ 
  

T

x y zu u uδ
 

 1, 2 คือ เวกเตอร์กำรกระจดัของจุดต่อท่ี 1 และ 2 ตำมล ำดบั 
กำรประมำณค่ำของเวกเตอร์กำรกระจดัท่ีจุดต่อของเอลิเมนต์ สำมำรถท ำได้โดย กำรประยุกต์ใช้กำร
ประมำณค่ำในช่วง (interpolation) ด้วยฟังก์ชันพหุนำม ค่ำกำรกระจดัท่ีจุด x ใดๆ ภำยในเอลิเมนต ์
สำมำรถแสดงไดด้งัน้ี 

 

 
( ) { }{ }δ x p a           (5.3) 

 

เม่ือ p คือ เวกเตอร์แถวของฟังกช์นัพหุนำม และ a คือ เวกเตอร์คอลมัน์ของสัมประสิทธ์ิของฟังก์ชนัพหุ
นำม เม่ือทรำบพิกดัของจุดต่อ เรำสำมำรถหำเวกเตอร์สัมประสิทธ์ิของฟังกช์นัพหุนำม ไดเ้ป็น 

 

qe = [C]{a}          (5.4) 

 

ดงันั้น 

 

  = {p}[C]-1qe = [N]qe         (5.5) 

 

 เน่ืองจำกเป็นแบบจ ำลองเชิงเส้น เรำสำมำรถแสดงค่ำเวกเตอร์ควำมเครียด {} ท่ีจุดใดๆในรูป
ของ 
 

  =           (5.6) 

 

เม่ือ  คือ ตวัด ำเนินกำรเชิงอนุพนัธ์ ซ่ึงจะไดค้วำมสัมพนัธ์ 

 

  =  {p}[C]-1qe = [B]qe        (5.7) 

 

และสำมำรถแสดงควำมสัมพนัธ์ระหว่ำงเวกเตอร์ควำมเค้น  และควำมเครียด ดังน้ี (constitutive 

equation) 
 

{} = [D]{}          (5.8) 
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เม่ือ [D] คือ เมตริกซ์สภำพยดืหยุน่ (elasticity matrix)  
 พลงังำนควำมเครียดหรือพลงังำนศกัยย์ดืหยุน่ของเอลิเมนต ์สำมำรถค ำนวณไดจ้ำกสมกำร (5.9) 
 

 

1 1 1
( ) [ ]

2 2 2

T T T T
e e e e e eU dV dV

 

   σ ε q B DB q q k q     (5.9) 

 

เม่ือ 
 

T
e dV



 k B DB          (5.10) 

 

เรียกว่ำ เมตริกซ์ควำมแข็งตึง (stiffness matrix) ของเอลิเมนต์ ในขณะเดียวกัน เรำสำมำรถหำ
ควำมสัมพนัธ์ระหว่ำงเวกเตอร์ของกำรกระจดัของเอลิเมนต์ qe กบัเวกเตอร์กำรกระจดัทั้งหมดของ
ระบบโครงสร้ำง q (เม่ือรวมทุกจุดต่อบนเอลิเมนต)์ ดงัน้ี 

 

 qe = [Re]q          (5.11) 

 

ดงันั้น จะไดพ้ลงังำนศกัยย์ดืหยุน่ของเอลิเมนตท่ี์ e-th ดงัน้ี 

   

 

1
[ ]

2

T T
e e e eU  q R k R q          (5.12) 

 

ในท ำนองเดียวกนัจะไดพ้ลงังำนจลน์ของเอลิเมนต ์ดงัน้ี 
 

1 1 1
( ) [ ] [ ]

2 2 2

T T T T T
e e e e e e e e eT dV



  q N N q q m q q R m R q    (5.13) 

 

เม่ือ me เรียกว่ำ เมตริกซ์มวลของเอลิเมนต์ท่ี e-th (element mass matrix หรือ consistent mass 

matrix) พลงังำนศกัยแ์ละพลงังำนจลน์รวมของระบบ สำมำรถเขียนไดด้งัน้ี 

 

1 1

1
[ ]

2

eNN
T T

e e e e

e e

U U
 

  q R k R q        (5.14) 

และ 

1 1

1
[ ]

2

eNN
T T

e e e e

e e

T T
 

  q R m R q        (5.15) 

 

 เม่ือแทนค่ำพลงังำนศกัยแ์ละพลงังำนจลน์จำก (5.14) และ (5.15) ลงใน (5.1) จะไดร้ะบบสมกำร
เชิงอนุพนัธ์อนัดบัท่ีสอง ดงัน้ี 
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 Mq Kq F           (5.16) 

เม่ือ 
 1

[ ]
eN

T
e e e

e

K R k R  

 
1

[ ]
eN

T
e e e

e

M R m R  

K และ M คือ เมตริกซ์ควำมแข็งตึงและเมตริกซ์มวลของโครงสร้ำงตำมล ำดบั กำรรวมกนัของเมตริกซ์
ควำมแข็งตึงและเมตริกซ์มวลของเอลิเมนต์ เพื่อให้ได้เมตริกซ์ของโครงสร้ำงทั้ งสอง เรียกว่ำ
กระบวนกำรประกอบเมตริกซ์ (assembly process) ในกำรค ำนวณเชิงไฟไนทเ์อลิเมนต ์สมกำร (5.16) 
คือสมกำรพลวตัหรือสมกำรกำรสั่นสะเทือนของระบบโครงสร้ำงโดยวิธีไฟไนท์เอลิเมนต์ซ่ึงสำมำรถ
น ำมำใชใ้นกำรวเิครำะห์โครงสร้ำงในรูปแบบต่ำงๆ ดงัน้ี 

 

8.2.1 การวเิคราะห์เชิงสถิต 

กำรวิเครำะห์ทำงกลศำสตร์ของโครงสร้ำงท่ีกำรกระจดัและค่ำพลงังำนต่ำงๆไม่เปล่ียนแปลงตำม
เวลำ หรืออำจกล่ำวไดว้ำ่ เป็นกำรวิเครำะห์พฤติกรรมของโครงสร้ำงกรณีท่ีไม่มีกำรเคล่ือนท่ี ซ่ึงหมำยถึง
กำรลบเมตริกซ์มวลออกจำกสมกำร (5.16) จะได ้

 

Kq = F          (5.17) 

ในปัญหำกำรวเิครำะห์เชิงสถิต เวกเตอร์กำรกระจดัและแรงภำยนอกจะมีขนำดเท่ำกบัระดบัควำม
เป็นอิสระ (degree of freedom) ของโครงสร้ำง โดยทัว่ไปมกัจะรู้ค่ำขอบเขตหรือรู้ค่ำกำรกระจดับำง
จุดต่อ qb ซ่ึง ท่ีต ำแหน่งจุดต่อเหล่ำน้ีจะไม่รู้ค่ำแรงกระท ำ ค่ำแรงท่ีเป็นตวัแปรเหล่ำน้ีคือแรงปฏิกิริยำท่ี
จุดต่อเง่ือนไขขอบเขต Fb ในขณะเดียวกนั เรำจะทรำบค่ำของแรงภำยนอกท่ีจุดต่อส่วนท่ีเหลือ Fa และ
มีกำรกระจดัท่ีจุดต่อเหล่ำนั้น qa เป็นตวัแปรท่ีจะตอ้งหำผลเฉลย ท ำกำรจดัรูปสมกำรเมตริกซ์ใน (5.17) 
ใหส้อดคลอ้งกบัเวกเตอร์เหล่ำน้ี จะไดร้ะบบสมกำรเชิงเส้น 

 

aa ab a a

ba bb b b

     
     

     

K K q F

K K q F
        (5.18) 

 

ท ำกำรแกส้มกำรจะไดก้ำรกระจดัของโครงสร้ำง                                              
         

 babaaaa qKFKq  1
        (5.19) 

 

และแรงปฏิกิริยำ 
 

bbbabab qKqKF                                                     (5.20) 
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เม่ือทรำบค่ำกำรกระจดัทุกจุดต่อแลว้สำมำรถค ำนวณหำค่ำควำมเครียดและควำมเคน้ท่ีทุกจุดของ
โครงสร้ำงไดโ้ดยกำรใชส้มกำร (5.7) และ (5.8) กำรวิเครำะห์เชิงสถิตสำมำรถขยำยผลไปยงักำรท ำนำย
อำยกุำรลำ้ของช้ินงำน ซ่ึงเป็นปัจจยัส ำคญัประกำรหน่ึงในกำรออกแบบได ้

 

5.2.2 การวเิคราะห์เชิงพลวตับนโดเมนความถี่ 
กำรวิเครำะห์เชิงพลวตัหรือกำรวิเครำะห์กำรสั่นสะเทือนคือกำรแกร้ะบบสมกำร (5.16) โดยตรง 

แรงภำยนอกในท่ีน้ีหมำยถึง แรงพลวตัท่ีมีกำรเปล่ียนขนำดเม่ือเวลำเปล่ียนไปส่วนแรงสถิตจะไม่มีผล
ต่อกำรสั่นสะเทือนของระบบ เม่ือโครงสร้ำงมีเง่ือนไขขอบเขตเหมือนในกรณีกำรวิเครำะห์เชิงสถิต 
สำมำรถจดักลุ่มสมกำรไดเ้ป็น 

 
aa ab a aa ab a a

ba bb b ba bb b b

         
          

         

M M q K K q F

M M q K K q F
     (5.21) 

 

สมมุติใหเ้ง่ือนไขขอบเขต rb = 0 จะไดร้ะบบสมกำรดงัน้ี 

 

 aa a aa a a M q K q F         (5.22) 

 

และ 

 

 ba a ba a b M q K q F         (5.23) 

 

จำกสมกำร (5.22) ในกรณีท่ีไม่มีแรงภำยนอกกระท ำหรือท่ีเรียกว่ำ กำรสั่นสะเทือนแบบอิสระ (free 

vibration) จะได ้
 

 aa a aa a M q K q 0         (5.24) 

 

แทนค่ำ i t
a ae q q ผลเฉลยของ (5.24) จะอยู่ในรูปของปัญหำค่ำลักษณะเฉพำะ (eigenvalue 

problem) ดงัน้ี 

 

 
2( )aa aa a K M q 0         (5.25) 

 

เม่ือท ำกำรหำค ำตอบของ (5.25) จะไดค้่ำควำมถ่ีธรรมชำติของระบบ Nq ค่ำ 
  

  1 2, , ,
qN  ω

 
 

และเวกเตอร์ลกัษณะเฉพำะ (eigenvectors) Nq ค่ำท่ีสอดคลอ้งกนั 
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1 2, , ,

qN
 
 

Φ q q q  

 

เม่ือ Nq คือ ขนำดของ Kaa ส่วนค่ำลกัษณะเฉพำะ สำมำรถเขียนไดเ้ป็น λi = i
2 (รำยละเอียดบำงส่วน

ของปัญหำค่ำลกัษณะเฉพำะอยูใ่นบทท่ี 1) ค่ำลกัษณะเฉพำะและเวกเตอร์ลกัษณะเฉพำะ มีควำมสัมพนัธ์
เชิงตั้งฉำก (orthogonality) ดงัน้ี 
 

 ( )T
aa idiag Φ M Φ         (5.26) 

 
2( )T

aa i idiag Φ K Φ  

 

เม่ือ i คือ ค่ำคงท่ีใดๆ โดยกำรประยุกต์ใช้แบบจ ำลองกำรหน่วงแบบสัดส่วน (proportional 

damping) หรือ กำรหน่วงเรยไ์ล (Rayleigh damping) เรำสำมำรถใส่เมตริกซ์กำรหน่วงเข้ำไปใน
สมกำร ไดด้งัน้ี 
 

 aa a aa a aa a a  M q C q K q F        (5.27) 

 

เม่ือ  Caa = Maa + Kaa  

  และ  คือ สัมประสิทธ์ิกำรหน่วงท่ีตอ้งท ำกำรระบุค่ำ 
 จำกสมกำรท่ี (5.27) แทนค่ำ i t

a ae q q และ i t
a ae F F ในสมกำร จะได้เมตริกซ์ฟังก์ชัน

ตอบสนองเชิงควำมถ่ี (frequency response function, FRF) ซ่ึงสำมำรถค ำนวณไดจ้ำก 

 

 
1

2

2 2

1
( )

( 2 )

T
aa aa aa

i i i i

j diag
j

  
    

   
            

H M C K Φ Φ  (5.28) 

 

เม่ือ   คือ ค่ำควำมถ่ีของแรงกระท ำขำเขำ้และกำรกระจดัของจุดต่อท่ีตอบสนองต่อแรงนั้น 

 
1

2
i i

i


 



 
  

 
คือ อตัรำส่วนกำรหน่วง (damping ratio) 

 ค่ำ FRF อำจมองวำ่เป็นอตัรำส่วนระหวำ่งกำรตอบสนองแบบฮำร์มอนิกของขอ้มูลขำออกต่อกำร
กระตุน้แบบฮำร์มอนิกท่ีควำมถ่ีเดียวกนัของขอ้มูลขำเขำ้ ในท่ีน้ีคืออตัรำส่วนระหวำ่งกำรกระจดัต่อแรง
กระตุน้ ซ่ึงเรียกว่ำ รีเซพแทนซ์ (receptance) เอลิเมนต ์Hrs() คือค่ำกำรตอบสนองของกำรกระจดัท่ี
ระดับควำมเป็นอิสระ (degree of freedom) r-th ต่อแรงกระตุ้นท่ีระดับควำมเป็นอิสระ s-th ด้วย
ควำมถ่ี  ซ่ึงสำมำรถเขียนไดเ้ป็น 

 

 
( )a aδ H F        (5.29) 
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รูปที่ 5.2 แสดงกำรวดัค่ำ Hrs ของโครงขอ้หมุน ในกระบวนกำรออกแบบ เรำสำมำรถประมำณค่ำของ 
FRF เพื่อลดเวลำในกำรค ำนวณไดด้งัน้ี 

 

 
1

2 2 2
1 1

( )
( 2 )

T Tm m
i i i i

aa

i ii i i i i ij


     



 

  
 

 
q q q q

H K     (5.30) 

 

 

รูปที ่5.2 แสดงกำรหำฟังกช์นัตอบสนองเชิงควำมถ่ีของโครงสร้ำง 
 

 ถำ้เรำนิยำมกำรส่งถ่ำยแรง (force transmissibility) เขียนแทนดว้ย T() คืออตัรำส่วนของแรง
ปฏิกิริยำแบบฮำร์มอนิกท่ีบริเวณเง่ือนไขขอบเขตของโครงสร้ำงต่อแรงกระตุน้แบบฮำร์มอนิกท่ีกระท ำ
ท่ีจุดต่อใดๆของโครงสร้ำง ซ่ึงเขียนไดด้งัน้ี 

 

 ( )b aF T F        (5.31) 

 

แทนค่ำ i t
b be F F สมกำรท่ี (5.29) และ (5.31) ลงใน (5.23) จะไดค้่ำของกำรส่งถ่ำยแรงเป็น 

 

  2( ) ba ba   T M K H       (5.32) 

 

ในกำรออกแบบท่ีเก่ียวข้องกับกำรสั่นสะเทือนของโครงข้อหมุน ค่ำ FRF และ FT เป็นค่ำท่ีใช้หำ
สมรรถนะของโครงสร้ำง หำกค่ำของ FRF และ FT ในช่วงควำมถ่ีท่ีพิจำรณำมีค่ำต ่ำ นัน่แสดงถึงกำร
ออกแบบเพื่อลดกำรสั่นสะเทือนท่ีดี กำรวิเครำะห์โครงสร้ำงด้วยระเบียบวิธีทำงไฟไนท์เอลิเมนต์ใน
หวัขอ้น้ี เป็นกำรบรรยำยหลกักำรเบ้ืองตน้และแนวคิดทัว่ๆไปของกำรวิเครำะห์เชิงสถิตและเชิงพลวตั
ของโครงสร้ำงท่ีสำมำรถประยุกตใ์ช้ไดก้บัทั้งโครงขอ้หมุน และโครงสร้ำงแบบต่อเน่ือง (continuous 

structures) ซ่ึงจะน ำเสนอในบทต่อไป 

 

 5.2.3 การวเิคราะห์เชิงพลวตับนโดเมนเวลา 
จำกสมกำรท่ี (5.27) เพื่อควำมสะดวกในกำรอธิบำย ท ำกำรลบตวัหอ้ย a และ aa ออกจำกสมกำร 

จะไดส้มกำรของกำรเคล่ือนท่ีดงัน้ี 

  

กำรกระตุน้ท่ี s-th d.o.f.  

กำรตอบสนองท่ี r-th d.o.f. 
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)(tFKqqCqM          (5.33) 

  

กำรหำผลเฉลยของ (5.33) สำมำรถท ำได้โดยกำรประยุกต์ใช้วิธีกำรอินติเกรตเชิงตัวเลข 
(numerical integration) ซ่ึงสำมำรถประยุกต์ใช้ได้หลำยวิธี ในท่ีน้ีจะประยุกต์ใช้วิธีของนิวมำร์ค 
(Newmark time integration method หรือบำงทีเรียก implicit time integration method) ซ่ึงมี
ขั้นตอนกำรค ำนวณดงัน้ี 

 

ขั้นตอนก่อนกระบวนกำรค ำนวณ 

ก ำหนดค่ำ β = 0.5, γ = 0.25, ∆t  

หำค่ำของ  
b1 = 1/(β.∆t2) 

b2 = 1/(β.∆t) 

b3 = (1-2β)/(2β) 

b4 = γ/(β.∆t) 

b5 = (1- γ )/(β) 

b6 = ∆t (1- γ /(2β)) 

ค ำนวณหำเมตริกซ์ควำมแขง็ตึงเชิงประสิทธิผล (effective stiffness matrix) 
 

Ke = K + b1M + b4C        (5.34) 

 

หำค่ำอินเวร์ิสของ Ke (
1

eK ) 

ก ำหนดค่ำเง่ือนไขเร่ิมตน้ (initial conditions) 000 ,, Fqq   
ค  ำนวณค่ำ )( 00

1
0 KqqCFMq     

 

ขั้นตอนกำรค ำนวณหลกั 

1. ส ำหรับ n = 0 ถึง N เม่ือ N คือ จ ำนวนจุดตวัอยำ่งท่ีตอ้งกำร 

2. หำเวคเตอร์ของแรงเชิงประสิทธิผล (effective load vector) 

  165143211 ))(())((   nnnnnnnnne bbbbbb KqqqqqCqqqqMF   

            (5.35) 

3. ค ำนวณหำค่ำของ 
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       (5.36) 

4. นบั n ตวัต่อไป (กลบัไปท่ีขั้นตอนท่ี 2) 
  จำกกำรประยุกต์ใช้กำรอินติเกรตเชิงตวัเลข ท ำให้เรำทรำบกำรตอบสนองของกำรกระจดั q 

เม่ือมีกำรกระตุ้นขำเข้ำของระบบโครงสร้ำงคือ F(t) ค่ำกำรตอบสนองของกำรกระจดัท่ีเวลำใดๆ 
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สำมำรถน ำไปก ำหนดเป็นค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำยในกำรออกแบบไดเ้หมือนกนักบักรณีของกำรตอบสนอง
เชิงควำมถ่ี ตวัอยำ่งเช่น กำรประยกุตใ์ชใ้นกำรออกแบบกำรควบคุมกำรสั่นสะเทือนเหมำะท่ีสุด 
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บทที ่6 กรณศึีกษา การหาค่าเหมาะทีสุ่ดแบบอตัโนมตัิของโครงข้อ
หมุน 

 

6.1 ความน า 
 โดยทัว่ไปในกำรออกแบบโครงถกั ผูอ้อกแบบมกัท ำกำรก ำหนดทอพอโลยี (topology) ของ
โครงถกัข้ึนมำก่อน จำกนั้นค่อยด ำเนินกำรหำรูปทรง (ต ำแหน่งของจุดต่อบำงส่วน) และขนำดของเอลิ
เมนต ์เพื่อให้ไดโ้ครงสร้ำงท่ีเหมำะสมท่ีสุด โครงสร้ำงท่ีไดจ้ำกกำรด ำเนินกำรในลกัษณะน้ีจะข้ึนอยูก่บั
ประสบกำรณ์ของผูอ้อกแบบเป็นหลกั กำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดเป็นอีกทำงเลือกหน่ึงของกำรประยุกต์ใช้
คอมพิวเตอร์เพื่อช่วยในกำรออกแบบ ในหัวข้อน้ีจะน ำเสนอกำรออกแบบท่ีเรียกว่ำกำรออกแบบ
อตัโนมติัหรือกำรหำค่ำทอพอโลยี รูปร่ำงและขนำดของโครงถกัพร้อมกนั หรือหำค่ำเหล่ำน้ีดว้ยกำรรัน
วธีิเหมำะท่ีสุดเพียงคร้ังเดียว ขอ้ดีของกระบวนกำรออกแบบลกัษณะน้ีคือ สำมำรถช่วยใหน้กัออกแบบท่ี
ประสบกำรณ์ไม่สูงมำก สำมำรถออกแบบไดดี้ทดัเทียมกบัวศิวกรผูอ้อกแบบท่ีมีประสบกำรณ์สูงกวำ่ 
 

6.2 การหาขนาด รูปทรง และทอพอโลยเีหมาะทีสุ่ดพร้อมกนัของโครงข้อหมุนสองมิติ 
 ในกำรออกแบบโครงขอ้หมุน ผูอ้อกแบบอำจท ำกำรหำทอพอโลยีเหมำะท่ีสุดในขั้นตน้ เม่ือได้
โครงร่ำงท่ีดีแลว้ ท ำกำรหำขนำดและรูปทรงเหมำะท่ีสุด แต่จำกงำนวจิยัของผูแ้ต่งและนกัวจิยัหลำยๆคน
พบว่ำ กำรหำทอพอโลยี รูปทรง และขนำดเหมำะท่ีสุดพร้อมกัน จะให้ผลเฉลยกำรออกแบบท่ีมี
ประสิทธิภำพสูงกวำ่กำรออกแบบหลำยระดบั (หรือกำรออกแบบทีละขั้นตอน) ดงันั้น ในกำรสำธิตกำร
ออกแบบในหัวข้อน้ีจะเป็นกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงข้อหมุน โดยพิจำรณำตัวแปรออกแบบ
ก ำหนดทอพอโลยี รูปทรง และขนำด พร้อมกนัในปัญหำกำรออกแบบเดียวกนั เพื่อสำมำรถใช้ในกำร
ออกแบบจริงได ้ปัญหำกำรออกแบบจะเป็นปัญหำแบบหลำยฟังก์ชนัเป้ำหมำย กล่ำวคือ ท ำกำรหำมวล
ต ่ำสุดและควำมน่ำเช่ือถือสูงสุดของโครงสร้ำงพร้อมกนั เพื่อสำมำรถแก้ปัญหำกำรเช่ือมต่อตวัแปร
ออกแบบทั้งสำมชนิดเขำ้ดว้ยกนั และสำมำรถหำขอบหน้ำพำเรโตของปัญหำกำรออกแบบไดด้ว้ยกำร
รันวธีิหำค่ำเหมำะท่ีสุดเพียงคร้ังเดียว จะท ำกำรประยกุตใ์ชข้ั้นตอนวธีิววิฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำยใน
กำรคน้หำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดพำเรโต  
 

 6.2.1 การหาทอพอโลยเีหมาะทีสุ่ดของโครงข้อหมุนด้วยวธีิเอลเิมนต์พืน้ 

 ในกำรหำทอพอโลยีเหมำะท่ีสุดของโครงขอ้หมุน ควำมยุง่ยำกของกระบวนกำรออกแบบคือกำร
ก ำหนดเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบทอพอโลยี รูปที่ 6.1 แสดงกระบวนกำรหำทอพอโลยีเหมำะท่ีสุดของ
โครงข้อหมุนโดยกำรใช้วิธีเอลิเมนต์พื้น (ground elements) ในขั้นตอนเร่ิมตน้ ผูอ้อกแบบก ำหนด
โดเมนกำรออกแบบ ต ำแหน่งท่ีรับภำระของโครงสร้ำง และต ำแหน่งท่ีมีกำรยึดกบัพื้นของโครงสร้ำง 
(หรือเง่ือนไขขอบเขตกำรกระจดั) โจทยข์องกำรออกแบบคือ โครงขอ้หมุนควรมีโครงร่ำงอยำ่งไรถึงจะ
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มีควำมแข็งแรงท่ีสุดเพื่อใชง้ำนตำมเง่ือนไขกำรออกแบบและกำรใชง้ำนท่ีก ำหนดให้ โดยทัว่ไป ฟังกช์นั
เป้ำหมำยท่ีนิยมประยกุตใ์ชคื้อ กำรหำควำมหยุน่ของโครงสร้ำงต ่ำสุด วธีิกำรหำทอพอโลยเีหมำะท่ีสุดท่ี
นิยมใชว้ธีิหน่ึงคือ กำรประยุกตใ์ชเ้อลิเมนตพ์ื้น ค ำวำ่ เอลิเมนตพ์ื้น หมำยถึงโครงร่ำงของโครงขอ้หมุนท่ี
มีจ ำนวนจุดต่อ (nodes) และเอลิเมนตม์ำกท่ีสุดท่ีผูอ้อกแบบยอมรับไดห้รือก ำหนดไว ้เอลิเมนตท์ั้งหมด
น้ีเรียกวำ่ เอลิเมนตพ์ื้น ดงัแสดงในโครงสร้ำงตรงกลำงในรูปที่ 6.1 ตวัแปรออกแบบทอพอโลยีคือขนำด
ของเอลิเมนต์พื้นเหล่ำนั้น เม่ือส้ินสุดกระบวนกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด เอลิเมนต์ท่ีมีขนำดเล็กมำกๆจะถูก
ตดัออกจำกโครงสร้ำง ส่วนเอลิเมนตท่ี์มีขนำดใหญ่ จะถูกก ำหนดเป็นเอลิเมนตห์ลกัของโครงสร้ำง ดว้ย
แนวคิดน้ี จะท ำใหไ้ดโ้ครงร่ำงหรือทอพอโลยเีหมำะท่ีสุด ดงัโครงสร้ำงดำ้นขวำมือในรูปที ่6.1 

 

รูปที ่6.1 กำรหำทอพอโลยขีองโครงขอ้หมุนดว้ยวธีิเอลิเมนตพ์ื้น 

 

 6.2.2 การหาทอพอโลย ีรูปทรง และขนาดเหมาะทีสุ่ดพร้อมกนัด้วยเอลเิมนต์พืน้แบบปรับตัวได้ 
 กำรหำทอพอโลยี รูปทรงและขนำดเหมำะท่ีสุดพร้อมกนั ในท่ีน้ี จะท ำกำรประยุกต์ใชเ้อลิเมนต์
พื้นแบบปรับตวัได้ (adaptive ground elements) รูปที่ 6.2 แสดงโดเมนกำรออกแบบส ำหรับสำธิต
กระบวนกำรออกแบบน้ี จำกรูปโดเมนมีขนำดเป็น W×H เม่ือ W = 2 m คือควำมกวำ้งท่ีมีค่ำคงท่ี ส่วน
ควำมสูงของโดเมนออกแบบสำมำรถปรับค่ำไดใ้นช่วง H  [Hmin, Hmax] = [0.25, 1] m แถบทำงดำ้น
ซ้ำยมือของโครงสร้ำงถูกยึดกบัพื้น และโครงสร้ำงรับแรงกระท ำ F = 500 N ท่ีขอบบนดำ้นขวำของ
โดเมนออกแบบ ดงัแสดง     

 
โดเมนกำรออกแบบ 

โดเมนกำรออกแบบ เอลิเมนตพ้ื์น ทอพอโลยเีหมำะท่ีสุด 
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รูปที ่6.2 โดเมนกำรออกแบบ 

 

 ในกำรสร้ำงเอลิเมนตพ์ื้น ก ำหนดให้ nx คือจ ำนวนจุดต่อในแนวแกน x และ ny คือจ ำนวนจุดต่อ
ในแนวแกน y ส ำหรับเอลิเมนตพ์ื้นท่ีปรับขนำดได ้ค่ำของ nx และ ny สำมำรถเปล่ียนแปลงไดด้งัน้ี nx  

{3, 4, 5} และ ny  {2, 3, 4} ในกระบวนกำรออกแบบ nx และ ny คือตวัแปรออกแบบท่ีก ำหนด
ควำมละเอียดของเอลิเมนตพ์ื้น รูปที่ 6.3 แสดงตวัอยำ่งของเอลิเมนต์พื้นท่ีสร้ำงจำก nx = 5 และ ny = 3 

จ ำนวนของเอลิเมนตพ์ื้น Ne สำมำรถค ำนวณไดจ้ำก 

 

 Ne = (nx-1)ny + 3(nx-1)(ny-1)      (6.1) 
 

 เพื่อสำมำรถก ำหนดทอพอโลยีได ้ตวัแปรออกแบบคือขนำดของเส้นผ่ำศูนยก์ลำงของเอลิเมนต์
พื้นทั้ งหมดร่วมกับ H, nx และ ny ก ำหนดให้ nx,max และ ny,max คือจ ำนวนสูงสุดของ nx และ ny 

ตำมล ำดับ ดังนั้นจ ำนวนเอลิเมนต์พื้นสูงสุดคือ Ne,max = (nx,max -1)ny,max + 3(nx,max -1)(ny,max -1) 
เพื่อควำมง่ำยในกำรอธิบำย ในกำรศึกษำน้ี ก ำหนดตวัแปรออกแบบสองกลุ่มคือ กลุ่มแรกเป็นกำรหำทอ
พอโลยีและขนำดเหมำะท่ีสุดพร้อมกนั และกลุ่มท่ีสองคือกำรหำขนำด รูปทรง และทอพอโลยีเหมำะ
ท่ีสุดพร้อมกนั ส ำหรับชุดแรกตวัแปรออกแบบคือ H, nx และ ny และขนำดของเอลิเมนต์พื้นทั้งหมด 
ดงันั้น จ  ำนวนตวัแปรออกแบบทั้งหมดส ำหรับกรณีน้ีคือ Ne,max + 3 และมีขอบเขตเป็น xi  [0, 1] 
ขั้นตอนวิธีที่ 6.1 แสดงกำรถอดรหสัของตวัแปรออกแบบจำกเวกเตอร์จ ำนวนจริงขนำด (Ne,max + 3) × 
1โดยมีข้อมูลขำออกคือ ต ำแหน่งของจุดต่อ กำรเช่ือมต่อของเอลิเมนต์พื้น และข้อมูลอ่ืนๆท่ีจ ำเป็น
ส ำหรับกำรวเิครำะห์ทำงไฟไนทเ์อลิเมนตข์องโครงขอ้หมุน 

 

โดเมนกำรออกแบบ 
? 

ยดึกบัพ้ืน 

F = 500 N  W 

H 

x 

y 
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รูปที ่6.3 เอลิเมนตพ์ื้นแบบปรับตวัได ้

 

ขั้นตอนวธีิที ่6.1 แสดงกำรถอดรหสัของตวัแปรออกแบบกลุ่มท่ีหน่ึง 

ขอ้มูลขำเขำ้ x ขนำด (Ne,max+3)×1 เม่ือ xi  [0, 1] 

ขอ้มูลขำออก ต ำแหน่งจุดต่อ กำรเช่ือมต่อกนัของเอลิเมนต์พื้น เง่ือนไขขอบเขต เวกเตอร์แรงกระท ำ 
และเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนต ์

1: ก ำหนดให ้ 

 H = Hmin + x1(Hmax – Hmin)  

 nx = round(nx,min + x2(nx,max – nx,min)) 

  ny = round(ny,min + x3(ny,max – ny,min)) 

2: หำค่ำของ Ne = (nx-1)ny + 3(nx-1)(ny-1) 

3: สร้ำงจุดต่อจ ำนวน nx×ny จุดและเอลิเมนตพ์ื้นจ ำนวน Ne ตำมรูปที ่8.16  
4: ก ำหนดเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนตพ์ื้น ให ้yj = 4xi ส ำหรับ i = 4, ..., Ne + 3 และ j = 1, ..., 

Ne 

 yj  [0, 4]  

5: ส ำหรับ j = 1 ถึง Ne 

 5.1: ถำ้ round(yj) = 0 ก ำหนดเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนต ์j-th เป็น dj = 0.000001 m 

 5.2: ถำ้ round(yj) = 2 ก ำหนดเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนต ์j-th เป็น dj = 0.01 m 

 5.3: ถำ้ round(yj) = 3 ก ำหนดเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนต ์j-th เป็น dj = 0.02 m 

 5.4: ถำ้ round(yj) = 4 ก ำหนดเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนต ์j-th เป็น dj = 0.03 m 

 5.5: ถำ้ round(yj) = 5 ก ำหนดเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนต ์j-th เป็น dj = 0.04 m 

6: ใส่เง่ือนไขขอบเขตส ำหรับจุดต่อท่ีต ำแหน่ง x = 0 

7: ใส่แรงกระท ำท่ีจุดต่อจุดสุดทำ้ย 

 

 ฟังก์ชนั round(x) คือกำรปัดเศษไปยงัจ ำนวนเต็มท่ีใกลท่ี้สุดกบั x ถึงแมว้่ำจ  ำนวนของตวัแปร
ออกแบบทั้งหมดคือ (Ne,max+3)×1 แต่จ ำนวนตวัแปรท่ีใช้งำนจริงๆมีแค่ Ne + 3 ตวัเท่ำนั้น (ข้ึนอยูก่บั

F = 500 N  
W 

H 

x 

y 
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ค่ำของ nx และ ny ในขั้นตอนท่ี 1) กลุ่มตวัแปรออกแบบน้ีเรียกวำ่ ตวัแปรผสมแบบต่อเน่ือง/จ ำนวนเต็ม 
(mixed integer/continuous) กล่ำวคือมีค่ำของตัวแปรท่ี เป็นจ ำนวนจริง (x1 = H) และตัวแปร
ออกแบบท่ีเหลือเป็นเลขจ ำนวนเต็มบวก ในส่วนของตวัแปรก ำหนดขนำดของเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิ
เมนต์พื้น ค่ำของเส้นผ่ำศูนย์กลำงมีดังน้ี dj  {0.000001, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04} m เม่ือท ำกำร
ถอดรหสัตวัแปรออกแบบในขั้นตอนท่ี 5 หำกค่ำของเส้นผ่ำศูนยก์ลำงท่ีไดคื้อ 0.000001 แสดงวำ่ตอ้ง
ท ำกำรลบเอลิเมนตด์งักล่ำวออกจำกโครงสร้ำงเพื่อก ำหนดทอพอโลยีของโครงขอ้หมุนได ้สำเหตุท่ีใช้
ค่ำ dj = 0.000001 เพื่อป้องกนักำรเกิดซิงกูลำริต้ีในเมตริกซ์ควำมแข็งตึง ซ่ึงจะส่งผลให้กระบวนกำร
ค ำนวณเกิดควำมคลำดเคล่ือนและไม่สำมำรถด ำเนินกำรต่อเน่ืองได ้ส่วนค่ำของเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิ
เมนตพ์ื้นค่ำอ่ืนคือตวัแปรก ำหนดขนำดของช้ินส่วนเอกรูป จะเห็นไดว้ำ่กำรเขำ้และถอดรหสัในรูปแบบ
น้ีง่ำยและมีประสิทธิภำพ สำมำรถประยุกตใ์ช้ร่วมกบัขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรโดยไม่มีอุปสรรคใดๆ แต่
จะมีควำมยำกหรือแมก้ระทัง่เป็นไปไม่ไดเ้ลยในกำรประยกุตใ์ชร่้วมกบัวธีิหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีใชอ้นุพนัธ์ 

 ตวัแปรออกแบบกลุ่มท่ีสองขยำยเพิ่มเติมจำกตวัแปรออกแบบกลุ่มท่ีหน่ึง กล่ำวคือ มีกำรเพิ่มส่วน
ของตวัแปรก ำหนดรูปทรงของโครงขอ้หมุนเขำ้ไปดว้ย โดยทัว่ไปแลว้ ตวัแปรก ำหนดรูปทรงของโครง
ขอ้หมุนคือตวัแปรก ำหนดต ำแหน่งของจุดต่อของโครงสร้ำงนัน่เอง จำกรูปที่ 6.3 ก ำหนดใหต้ ำแหน่งใน
แนวแกน x และ y ของจุดต่อคือตวัแปรออกแบบ ยกเวน้จุดต่อในแถบด้ำนซ้ำยมือ x = 0 ซ่ึงใช้เป็น
เง่ือนไขขอบเขตท่ียึดกบัพื้น และจุดต่อบริเวณด้ำนบนสุดของโครงสร้ำง y = H มีกำรเปล่ียนแปลง
ต ำแหน่งในแนวแกน x เท่ำนั้นเพื่อให้จุดต่อดำ้นบนอยูใ่นระดบัควำมสูงเดียวกนัเพื่อประโยชน์ในกำรใช้
งำน ดงันั้น จ  ำนวนจุดต่อท่ีสำมำรถเปล่ียนแปลงต ำแหน่งไดคื้อ (nx – 1)ny และจ ำนวนตวัแปรออกแบบ
ก ำหนดรูปทรงของโครงสร้ำงมีทั้งหมดคือ Nsh = 2(nx – 1)(ny – 1) + (nx – 1) = (nx – 1)(2ny – 1) 
เม่ือรวมกบัตวัแปรก ำหนดโดเมน ทอพอโลยี และขนำด จะไดจ้  ำนวนตวัแปรออกแบบทั้งหมดส ำหรับ 
กำรหำทอพอโลยี รูปทรงและขนำดเหมำะท่ีสุดของโครงขอ้หมุนโดยใชเ้อลิเมนตพ์ื้นแบบปรับตวัได ้มี
จ  ำนวนตวัแปรทั้งส้ิน Ne,max + Nsh,max + 3 ตวั เม่ือ Nsh,max = (nx,max – 1)(2ny,max – 1) กระบวนกำร
ถอดรหสัตวัแปรออกแบบ xi  [0, 1]; i = 1, …, Ne,max + Nsh,max + 3 แสดงในขั้นตอนวธีิที ่6.2  

ขั้นตอนวธีิที ่6.2 แสดงกำรถอดรหสัของตวัแปรออกแบบกลุ่มท่ีสอง 
ขอ้มูลขำเขำ้ x ขนำด (Ne,max + Nsh,max + 3)×1 เม่ือ xi  [0, 1] 

ขอ้มูลขำออก ต ำแหน่งจุดต่อ กำรเช่ือมต่อกนัของเอลิเมนต์พื้น เง่ือนไขขอบเขต เวกเตอร์แรงกระท ำ 
และเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนต ์

1: ก ำหนดให ้ 

 H = Hmin + x1(Hmax – Hmin)  

 nx = round(nx,min + x2(nx,max – nx,min)) 

 ny = round(ny,min + x3(ny,max – ny,min)) 

2: หำจ ำนวนเอลิเมนตพ์ื้น Ne = (nx-1)ny + 3(nx-1)(ny-1) 
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3: หำจ ำนวนตัวแปรก ำหนดต ำแหน่งจุดต่อในแนวแกน x ทั้ งหมด Nsh,x = ny(nx – 1) และใน
แนวแกน y ทั้งหมด Nsh,y = (nx – 1) (ny – 1) 

4: ค ำนวณค่ำขอบเขตของกำรเคล่ือนท่ี (move limits) ของจุดต่อในแนวแกน x โดยมีขอบเขตล่ำง
เป็น 

 xmin =  – (W/2/nx,max – 0.01) m 

 และขอบเขตบนคือ 
 xmax = W/2/nx,max – 0.01 m 

5: ค ำนวณค่ำขอบเขตของกำรเคล่ือนท่ี (move limits) ของจุดต่อในแนวแกน y โดยมีขอบเขตล่ำง
เป็น 

 ymin = – (Hmin /2/ny,max – 0.01) m 

 และขอบเขตบนคือ 
 ymax =  Hmin /2/ny,max – 0.01 m 

6: สร้ำงจุดต่อจ ำนวน nx×ny จุด โดยมีพิกดัของจุดต่อเร่ิมตน้ในแนวแกน x และ y เป็น X และ Y 
ตำมล ำดบั สร้ำงเอลิเมนตพ์ื้นจ ำนวน Ne เอลิเมนต ์

7: ก ำหนดเส้นผ่ำศูนยก์ลำงของเอลิเมนต์พื้น ให้ yj = 4xi ส ำหรับ i = 4, ..., Ne + 3 และ j = 1, ..., 

Ne  
 yj  [0, 4]  

8: ส ำหรับ j = 1 ถึง Ne 

 8.1: ถำ้ round(yj) = 0 ก ำหนดเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนต ์j-th เป็น dj = 0.000001 m 

 8.2: ถำ้ round(yj) = 2 ก ำหนดเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนต ์j-th เป็น dj = 0.01 m 

 8.3: ถำ้ round(yj) = 3 ก ำหนดเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนต ์j-th เป็น dj = 0.02 m 

 8.4: ถำ้ round(yj) = 4 ก ำหนดเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนต ์j-th เป็น dj = 0.03 m 

  

 8.5: ถำ้ round(yj) = 5 ก ำหนดเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนต ์j-th เป็น dj = 0.04 m 

9: ค ำนวณค่ำ 
 xj = xmin + (xmax –xmin)xi ส ำหรับ i = (Ne + 4), ..., (Ne + Nsh,x + 3) และ j = 1, ..., Nsh,x  

 ปรับปรุงต ำแหน่งในแนวแกน x ของจุดต่อ Xj = Xj + xj ส ำหรับจุดต่อท่ีอนุญำตให้มีกำร
เปล่ียนแปลงต ำแหน่งในแนวแกน x ได ้ 

10: ค ำนวณค่ำ  
 yj = ymin + (ymax –ymin)xi ส ำหรับ i = (Ne + Nsh,x + 4), ..., (Ne + Nsh,x + Nsh,y + 3) และ 

j = 1, ..., Nsh,y  

 ปรับปรุงต ำแหน่งในแนวแกน y ของจุดต่อ Yj = Yj + yj ส ำหรับจุดต่อท่ีอนุญำตให้มีกำร
เปล่ียนแปลงต ำแหน่งในแนวแกน y ได ้

11: ใส่เง่ือนไขขอบเขตส ำหรับจุดต่อท่ีต ำแหน่ง x = 0 
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12: ใส่แรงกระท ำท่ีจุดต่อจุดสุดทำ้ย 

 

 เวกเตอร์ตวัแปรออกแบบมีขนำดเป็น (Ne,max+ Nsh,max + 3)×1 แต่มีจ  ำนวนตวัแปร Ne + Nsh + 

3 เท่ำนั้น ท่ีใช้ในกำรก ำหนดขอ้มูลของโครงสร้ำง (ข้ึนอยู่กบัค่ำของ nx และ ny ในขั้นตอนท่ี 1) เพื่อ
ควำมสะดวกในกำรอธิบำย ก ำหนดให้ปัญหำกำรออกแบบท่ีใช้ตวัแปรกลุ่มท่ีหน่ึงเรียกวำ่ OPT1 และ
ปัญหำกำรออกแบบท่ีใชต้วัแปรกลุ่มท่ีสองเรียกวำ่ OPT2 โครงสร้ำงท ำจำกวสัดุท่ีมีค่ำ 
 - โมดูลสัของยงั E = 214×109 Pa 

 - ค่ำควำมเคน้ครำก yt = 360×106 Pa 

 - ค่ำควำมหนำแน่น  = 7850 kg/m3  

ค่ำตวัประกอบควำมปลอดภยั คือ FoS = 1.5 ปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยของโครง
ขอ้หมุนในหวัขอ้น้ีคือปัญหำ (8.57) ท่ีไม่มีเง่ือนไขบงัคบักำรกระจดัและเพิ่มเง่ือนไขบงัคบั cp – cp,al  

0 เม่ือ cp,al = 0.04 N-m คือค่ำควำมหยุน่ต ่ำสุดท่ียอมรับได ้ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำย
ท่ีท ำกำรประยกุตใ์ชมี้ 7 ขั้นตอนวธีิ ดงัน้ี (ดูรำยละเอียดของท่ีมำและกำรตั้งค่ำเพิ่มเติมไดใ้นบทท่ี 7) 

- SPEA1: SPEA เวอร์ชนัสอง ใชต้วัแปรออกแบบจ ำนวนจริงท่ีมีอตัรำกำรเกิดครอสโอเวอร์
และมิวเทชนัเป็น 1.0 และ 0.05 ตำมล ำดบั 

- SPEA2: SPEA เวอร์ชนัสอง ใชต้วัแปรออกแบบจ ำนวนจริงท่ีมีอตัรำกำรเกิดครอสโอเวอร์
และมิวเทชนัเป็น 1.0 และ 0.5 ตำมล ำดบั 

- SPEA3: SPEA เวอร์ชนัสอง ใชต้วัแปรออกแบบจ ำนวนจริงท่ีมีอตัรำกำรเกิดครอสโอเวอร์
และมิวเทชนัเป็น 1.0 และ 0.75 ตำมล ำดบั 

- PBIL: ค่ำอตัรำกำรเรียนรู้ (learning rate) ค่ำพำรำมิเตอร์ของกำรมิวเทชนั (mutation shift) 
และอตัรำกำรเกิดมิวเทชนั (mutation rate) คือ 0.5, 0.2 และ 0.05 ตำมล ำดบั 

- AMOSA:  อุณหภูมิเร่ิมตน้คือ 10 อุณหภูมิสุดทำ้ยคือ 0.001 ใชว้ธีิซิมเพล็กซ์ลงเขำใน 3 วง
วนแรก 

- MPSO:  ค่ำถ่วงน ้ำหนกัส ำหรับเวกเตอร์ควำมเร็ว W  [0.01, 0.5] ตวัประกอบกำรเรียนรู้
ดว้ยตนเอง C1 = 0.75 และตวัประกอบกำรเรียนรู้ทำงสังคม C2 = 0.75 ใชข้ั้นตอนวธีิกริด
ปรับตวัได ้(adaptive grid algorithm) ในกำรคดักรองผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ และเลือกผล
เฉลย gbest แบบสุ่มจำกหน่วยเก็บผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ 
- UPSEMOA: ตวัประกอบมำตรำส่วน อตัรำกำรครอสโอเวอร์ และโอกำสในกำรถูกเลือกของ
เอลิเมนตข์องผลเฉลยลูกคือ 0.8, 0.7 และ 0.5 ตำมล ำดบั ใชแ้ผนกำรผลิตประชำกรใหม่คือ 
DE/best/2/bin จ  ำนวนผลเฉลยในประชำกรพอ่-แม่คือ 25 

 ขนำดของประชำกรและจ ำนวนวงวนของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำยน้ีคือ 150 

และ 250 ตำมล ำดบั ส ำหรับ OPT1 ส่วน OPT2 มีขนำดประชำกรและจ ำนวนวงวนเป็น 200 และ 300 
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ตำมล ำดบั ขนำดของหน่วยเก็บผลเฉลยพำเรโตมีค่ำเท่ำกบัขนำดของประชำกร วิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุด
ทั้งหมดเร่ิมตน้ในกำรหำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดดว้ยประชำกรตั้งตน้ชุดเดียวกนั ท ำกำรรันแต่ละวิธี ทั้งหมด 
10 คร้ัง   
 

 6.2.3 ผลการออกแบบและการเปรียบเทยีบสมรรถนะ 
 จำกกำรรันวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดทั้ง 7 วิธี ในกำรหำขอบหน้ำพำเรโตของปัญหำกำรออกแบบ 
OPT1 และ OPT2 10 คร้ังส ำหรับทุกวิธี ในกำรประเมินสมรรถนะของขั้นตอนวิธีเหล่ำน้ี ใช้ตวับ่งช้ี
ปริมำตรหลำยมิติ (hypervolume, HV) เพื่อสำมำรถเปรียบเทียบวิธีกำรต่ำงๆท่ีใชใ้นกำรศึกษำน้ีได ้ผล
กำรเปรียบเทียบค่ำ HV แสดงในตารางที่ 6.1 จำกขอ้มูล เป็นกำรเปรียบเทียบค่ำเฉล่ียและส่วนเบ่ียงเบน
มำตรฐำนของ HV เท่ำนั้น โดยใชค้่ำเฉล่ียในกำรวดัอตัรำกำรลู่เขำ้และค่ำส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนในกำร
วดัควำมตอ้งกนั (consistency) ในกำรหำค ำตอบ   
 จำกผลกำรเปรียบเทียบพบว่ำ PBIL คือวิธีท่ีให้ค  ำตอบไดดี้ท่ีสุดทั้งปัญหำกำรออกแบบ OPT1 

และ OPT2 วิธีท่ีดีท่ีสุดอนัดบัสองส ำหรับ OPT1 และ OPT2 คือ SPEA3 และ SPEA2 ตำมล ำดับ 
ส่วนวิธีท่ีให้ค  ำตอบแยท่ี่สุดในกรณีของ OPT1 และ OPT2 คือ MPSO และ UPSEMOA ตำมล ำดบั 
วธีิท่ีให้ควำมตอ้งกนัมำกท่ีสุดคือ SPEA2 อยำ่งไรก็ตำม ในกำรเปรียบเทียบขั้นตอนวิธีววิฒันำกำร หำก
วธีิท่ีให้อตัรำกำรลู่เขำ้ดีท่ีสุดกบัวิธีท่ีให้ค่ำควำมตอ้งกนัท่ีสุดไม่ใช่วิธีเดียวกนั ให้ถือวำ่วิธีท่ีมีอตัรำกำรลู่
เข้ำดีท่ีสุดคือวิธีท่ีดีท่ีสุด ทั้ งน้ีเป็นเพรำะว่ำ เรำต้องกำรหำขอบหน้ำพำเรโตท่ีดีท่ีสุดมำกกว่ำนั่นเอง 
ดงันั้น เรำสำมำรถสรุปได้ว่ำวิธี PBIL คือวิธีท่ีดีท่ีสุดส ำหรับปัญหำกำรออกแบบลกัษณะน้ี จำกกำร
เปรียบเทียบ SPEA ทั้งสำมรูปแบบ สำมำรถสรุปได้ว่ำ SPAE ท่ีมีอตัรำกำรเกิดมิวเทชันสูงกว่ำ ให้
ค  ำตอบท่ีดีกวำ่หรืออำจกล่ำวไดว้ำ่ตวัด ำเนินกำรมิวเทชนัช่วยเพิ่มสมรรถนะในกำรหำผลเฉลยของปัญหำ
กำรออกแบบน้ีมำกกวำ่ตวัด ำเนินกำร ครอสโอเวอร์  
ตารางที ่6.1 กำรเปรียบเทียบค่ำ HV ของ OPT1 และ OPT2 

MOEA 
OPT1 OPT2 

AVG STD AVG STD 

SPEA1   0.7098 0.0998 0.8619 0.0267 

SPEA2   0.8161 0.0343 0.9274 0.0184 

SPEA3   0.8400 0.0564 0.9236 0.0219 

PBIL    0.9330 0.0647 0.9519 0.0527 

AMOSA   0.6619 0.1143 0.7997 0.0277 

MPSO    0.3043 0.1371 0.6699 0.0582 

UPSEMOA 0.4334 0.2808 0.6136 0.3885 

 

 ขอบหนำ้พำเรโตท่ีดีท่ีสุดท่ีไดจ้ำกกำรประยกุตใ์ช ้MOEAs หลำกหลำยวธีิส ำหรับ OPT1 แสดง
ในรูปที่ 6.4 จำกรูปจะเห็นไดว้ำ่ ขอบหนำ้พำเรโตของวิธีทั้ง 7 วิธี วำงอยูใ่นต ำแหน่งใกลเ้คียงกนัโดยมี
ขอบหนำ้พำเรโตจำกวธีิ PBIL ล ้ำหนำ้ไปไดไ้กลท่ีสุด โครงสร้ำงผลเฉลยบำงส่วนของขอบหนำ้พำเรโต
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ท่ีไดจ้ำกวิธี PBIL แสดงในรูปที่ 6.5 ซ่ึงจะไดโ้ครงสร้ำงท่ีมีทอพอโลยีและมีขนำดหลำกหลำยรูปแบบ 
จำกรูป จ ำนวนจุดต่อของเอลิเมนตพ์ื้นมีอยู ่2 ชุด คือ nx×ny = 2×1 และ nx×ny = 4×2  
 

 

รูปที ่6.4 ขอบหนำ้พำเรโตของ OPT1 

 

รูปที ่6.5 โครงสร้ำงบำงส่วนของขอบหนำ้พำเรโต OPT1 
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 ขอบหน้ำพำเรโตท่ีดีท่ีสุดท่ีได้จำกกำรประยุกต์ใช้ MOEAs หลำกหลำยวิธีส ำหรับปัญหำกำร
ออกแบบ OPT2 แสดงในรูปที่ 6.6 จำกรูปจะเห็นได้ว่ำ ขอบหน้ำพำเรโตของวิธีทั้ ง 7 วิธี วำงอยู่ใน
ต ำแหน่งใกลเ้คียงกนัโดยมีขอบหน้ำพำเรโตจำกวิธี PBIL ล ้ ำหน้ำไปไดไ้กลท่ีสุด โครงสร้ำงผลเฉลย
บำงส่วนของขอบหน้ำพำเรโตท่ีไดจ้ำกวิธี PBIL แสดงในรูปที่ 6.7 ซ่ึงจะได้โครงสร้ำงท่ีมีทอพอโลย ี
รูปทรง และขนำดหลำกหลำยรูปแบบ จำกรูป จ ำนวนจุดต่อของเอลิเมนต์พื้นมีอยู่ 1 ชุดคือ nx×ny = 
4×2 จำกผลกำรออกแบบทั้งสองปัญหำกำรออกแบบพบว่ำ กำรประยุกต์ใช้เอลิเมนต์พื้นหลำกหลำย
รูปแบบมีขอ้ดีคือ ช่วยใหข้ั้นตอนวธีิวิวฒันำกำรคน้หำเซตของเอลิเมนตพ์ื้นท่ีดีท่ีสุด ดงัแสดงในรูปที่ 6.5 
และ 6.7 

 

รูปที ่6.6 ขอบหนำ้พำเรโตของ OPT2 

 

รูปที ่6.7 โครงสร้ำงบำงส่วนของขอบหนำ้พำเรโต OPT2 
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 รูปที ่6.8 แสดงกำรเปรียบเทียบขอบหนำ้พำเรโตท่ีดีท่ีสุดท่ีไดจ้ำกกำรรันวธีิหำค่ำเหมำะท่ีสุดทั้ง 7 

วิธี ของปัญหำกำรออกแบบ OPT1 และ OPT2 จำกรูป พบว่ำขอบหน้ำพำเรโตของ OPT2 ดีกว่ำ 
OPT1 ซ่ึงแสดงให้เห็นว่ำ กำรหำทอพอโลยี รูปทรงและขนำดเหมำะท่ีสุดของโครงขอ้หมุนพร้อมกนั 
ให้ผลเฉลยท่ีดีกวำ่กำรหำทอพอโลยีและขนำดพร้อมกนั ทั้งน้ีเป็นเพรำะวำ่ OPT2 มีปริภูมิในกำรหำผล
เฉลยกวำ้งกวำ่ OPT1  

 

รูปที ่6.8 เปรียบเทียบขอบหนำ้พำเรโต OPT1 และ OPT 2 

 

6.3 การหาขนาด รูปทรงและทอพอโลยเีหมาะทีสุ่ดพร้อมกนัของโครงข้อหมุนสามมิติ 
  หัวข้อน้ีเป็นกำรขยำยผลจำกกำรออกแบบโครงข้อหมุนสองมิติในหัวข้อท่ีผ่ำนมำ เพื่อกำร
ออกแบบโครงข้อหมุนในปริภูมิสำมมิติ เน่ืองจำกได้ท ำกำรแสดงให้เห็นแล้วว่ำกำรหำทอพอโลย ี
รูปทรงและขนำดเหมำะท่ีสุดของโครงขอ้หมุนพร้อมกนั เป็นกระบวนกำรออกแบบท่ีมีประสิทธิผลสูง
ท่ีสุด ดงันั้นในหัวขอ้น้ี จึงเป็นกำรออกแบบทอพอโลยี รูปทรงและขนำดเหมำะท่ีสุดของโครงขอ้หมุน
เท่ำนั้น ในท่ีน้ีเป็นกำรออกแบบโครงสร้ำงของหอสูง ซ่ึงนิยมใชโ้ครงขอ้หมุนสำมมิติในกำรสร้ำง เช่น 
เสำไฟฟ้ำแรงสูง เสำส่งสัญญำณโทรคมนำคม และ หอกงัหนัลม รำยละเอียดของกระบวนกำรออกแบบ
มีดงัต่อไปน้ี 

 

 6.3.1 การเข้ารหัสและถอดรหัสตัวแปรออกแบบ 

 กำรเขำ้และถอดรหัสของตวัแปรออกแบบทอพอโลยี รูปทรงและขนำดของโครงสร้ำงสำมมิติ
พร้อมกนั จะมีควำมสลบัซบัซอ้นกวำ่กรณีของกำรออกแบบโครงขอ้หมุนสองมิติ ในกรณีของกำรสำธิต
กำรออกแบบหอสูง ก ำหนดใหโ้ครงสร้ำงมีควำมสูงเป็น H = 50 m และมีหนำ้ตดัเป็นรูปส่ีเหล่ียมจตุัรัส 
ก ำหนดให้หอสูงมีจ ำนวนชั้ นอยู่ระหว่ำง 10-20 ชั้ น และสำมำรถปรับเปล่ียนจ ำนวนชั้ นได้ใน
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กระบวนกำรออกแบบ ส่วนตวัแปรก ำหนดรูปทรงแสดงในรูปที ่6.9 จำกรูปพำรำมิเตอร์ท่ีก ำหนดรูปทรง
ของหอสูงคือ s1 – s7 โดยในกำรออกแบบ ก ำหนดให้ s2 – s7 เป็นตวัแปรออกแบบ กำรก ำหนดรูปทรง
สำมำรถท ำไดโ้ดยกำรใชก้ำรประมำณค่ำในช่วง (interpolation) นอกจำกน้ี ควำมสูงของแต่ละชั้นของ
หอมีกำรเปล่ียนแปลงไดโ้ดยใหพ้ำรำมิเตอร์ t1 – t4 ส ำหรับก ำหนดควำมสูงของชั้น    

 

รูปที ่6.9 พำรำมิเตอร์ก ำหนดรูปทรงของหอสูง 

 

รูปที ่6.10 เอลิเมนตพ์ื้นของชั้นของหอคอย 
 

 กำรหำทอพอโลยีของโครงสร้ำงในท่ีน้ีเป็นกำรประยุกต์ใช้วิธีเอลิเมนตพ์ื้นแบบปรับตวัได ้รูปที ่
8.10 แสดงเอลิเมนตพ์ื้นท่ีใช้ส ำหรับชั้นใดๆ ของหอสูง ในส่วนของตวัแปรก ำหนดขนำดของเอลิเมนต์
พื้นท่ีชั้นใดๆ ใชต้วัแปรวิยุต y1 – y6  {1, 2, 3, 4, 5}6 ซ่ึงในกระบวนกำรถอดรหัสให้เป็นขนำดของ
เอลิเมนต์พื้น เพื่อให้ไดโ้ครงสร้ำงท่ีสมมำตร กำรก ำหนดค่ำตวัแปรให้เป็นขนำดพื้นท่ีหน้ำตดัของเอลิ
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เมนต์พื้นในแต่ละชั้นของหอสูง แสดงในตารางที่ 6.2 (ดูรูปที่ 6.10 ประกอบ) ส่วนค่ำพื้นท่ีหนำ้ตดัท่ีใช้
แสดงในตารางที่ 6.3 จำกค่ำพื้นท่ีหน้ำตดัของเอลิเมนต์ในตำรำง ถ้ำเอลิเมนต์ใดมีพื้นท่ีหน้ำตดัเป็น 
1×10-8 m แสดงว่ำเอลิเมนต์นั้นจะถูกลบออกจำกโครงสร้ำงซ่ึงเป็นหลกักำรเดียวกนักบักระบวนกำร
ออกแบบหัวขอ้ 8.5 ในกำรถอดรหัสตวัแปรออกแบบเพื่อเป็นขอ้มูลของโครงขอ้หมุน สำมำรถแบ่งตวั
แปรออกเป็น 4 กลุ่มดงัน้ี กลุ่มท่ีหน่ึง ตวัแปรก ำหนดจ ำนวนชั้นของหอสูง (nlevel) กลุ่มท่ีสอง ตวัแปร
ก ำหนดรูปทรงของหอสูง (s2 – s7) กลุ่มท่ีสำม ตวัแปรก ำหนดควำมสูงของชั้นของหอสูง (t1 – t4) และ
กลุ่มสุดทำ้ย ตวัแปรก ำหนดพื้นท่ีหน้ำตดัของเอลิเมนตพ์ื้นของหอสูงทุกชั้น โดยในแต่ละชั้นใชต้วัแปร
ออกแบบ 6 ค่ำ (y1 – y6) ในกำรก ำหนดพื้นท่ีหนำ้ตดัของเอลิเมนตพ์ื้น 16 เอลิเมนต ์

 

ตารางที ่6.2 กำรก ำหนดขนำดของเอลิเมนตพ์ื้นในแต่ละชั้น  

กำรเช่ือมจุดต่อของเอลิเมนต ์ ตวัแปรก ำหนดพื้นท่ีหนำ้ตดั 
1-2 

3-4 

2-3 

4-1 

 

y1 

 

 

1-5 

2-6 

3-7 

4-8 

y2 

1-6 

3-8 
y3 

2-5 

4-7 
y4 

1-8 

3-6 
y5 

4-5 

2-7 
y6 

 

ตารางที ่6.3 ขอ้มูลพื้นท่ีหนำ้ตดัของช้ินส่วนเอกรูปของโครงขอ้หมุน 

จ ำนวนเตม็ 
พื้นท่ีหนำ้ตดัรวบ
ยอด (gross area) 

(m2) 

พื้นท่ีหนำ้ตดัสุทธิ (net 

area) (m2) 

รัศมีไจเรชนั 

(m) 

ค่ำโมดูลสัของยงั 
(N/m2) 

1 

2 

3 

4 

5 

1×10-8 

0.000581 

0.00108 

0.00232 

0.01108 

1×10-8 

0.000426 

0.000837 

0.001894 

0.009448 

1×10-8 

0.0118 

0.0157 

0.0236 

0.0695 

214×105 

214×109 

214×109 

214×109 

214×109 

  

 กระบวนกำรถอดรหัสตัวแปรออกแบบแสดงในขั้นตอนวิธีที่  6.3  ในขั้นตอนวิธีดังกล่ำวมี
รำยละเอียดของฟังกช์นัและพำรำมิเตอร์ต่ำงๆ ดงัน้ี  
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 - P = SplineInterp(X,Y) คือกำรประมำณค่ำในช่วงโดยใช้ฟังก์ชันก ำลงัสำม (cubic spline 

interpolation) ค่ำของ P คือค่ำสัมประสิทธ์ิของกำรประมำณค่ำในช่วง ใช้ส ำหรับท ำนำยค่ำฟังก์ชัน 
ส่วน X และ Y คือเซตของตวัแปรตน้และตวัแปรตำมตำมล ำดบั 

 - Y = SplineEval(P,X) เป็นกำรท ำนำยค่ำฟังกช์นั Y เม่ือค่ำตวัแปรตน้คือ X และสัมประสิทธ์ิ
ของกำรประมำณค่ำในช่วงคือ P  

 nlevel =  จ  ำนวนชั้นของหอสูง 
 hi      =  ควำมสูงของชั้นท่ี i-th 

 Wi     =  คร่ึงของควำมกวำ้งของชั้นท่ี  i-th 

 เน่ืองจำก ก ำหนดให้จ  ำนวนชั้นสูงสุดของหอสูงคือ 20 ชั้น ดงันั้น จ  ำนวนตวัแปรออกแบบสูงสุด 
คือ n = 6(20) + 12 = 132 ในกรณีท่ีจ ำนวนชั้นของหอสูงน้อยกว่ำ 20 (nlevel < 20) จ  ำนวนตวัแปรท่ี
ใชใ้นกำรก ำหนดทอพอโลยี รูปทรงและขนำดของโครงสร้ำงคือ n = 6nlevel + 12 ในกำรถอดรหัสตวั
แปรออกแบบ ขั้นท่ี 1 เป็นกำรหำจ ำนวนชั้นของหอสูง จำกนั้น ขั้นตอนท่ี 2 – 5 คือกำรหำกำรกระจำย
ควำมสูงของชั้นของโครงสร้ำง ขั้นตอนท่ี 5 เป็นกำรด ำเนินกำรเพื่อใหไ้ดเ้ง่ือนไข hi+1 > hi ขั้นตอนท่ี 6 

– 8 เป็นกำรค ำนวณควำมกวำ้งของชั้นต่ำงๆของหอสูง ขั้นตอนท่ี 9 เป็นกำรสร้ำงจุดต่อจ ำนวน 4(nlevel 

+ 1) จุดจำก hi และ wi ในขั้นตอนท่ี 10 – 11 เป็นกำรสร้ำงเอลิเมนตพ์ื้น (16 เอลิเมนต)์ ส ำหรับแต่ละ
ชั้นของหอสูง ดงัรำยละเอียดในตารางที ่6.2 – 6.3 ส่วนขั้นตอนท่ี 12 – 14 เป็นกำรก ำหนดเอลิเมนตแ์ละ
คุณสมบติัของเอลิเมนต์ด้ำนบนสุด (4 เอลิเมนต์) ของโครงสร้ำง ซ่ึงตอ้งใช้ตวัแปรออกแบบก ำหนด
ขนำดในกำรระบุคุณสมบติัของเอลิเมนต ์ 

 

ขั้นตอนวธีิที ่6.3 กำรถอดรหสัตวัแปรออกแบบ 

ขอ้มูลขำเขำ้ x132×1  

ขอ้มูลขำออก ต ำแหน่งจุดต่อ กำรเช่ือมต่อกนัของเอลิเมนต์พื้น เง่ือนไขขอบเขต เวกเตอร์แรงกระท ำ 
และคุณสมบติัทำงกำยภำพของเอลิเมนตข์องโครงสร้ำงหอสูง 

1: ก ำหนดให ้nlevel = round(x1), {s1, …, s6} = {x2, …, x7}, s7 = 2, {t1, …, t4} = {x8, …, x11} 

2: ก ำหนดค่ำ {Z1, Z2, Z3, Z4} = {0, H/3, 2H/3, H}  

3: หำค่ำสัมประสิทธ์ิของกำรประมำณค่ำในช่วง P1 = SplineInterp({Z1, …, Z4},{t1, …, t4}) 

4: ห ำ ค่ ำ พ ำ ร ำ มิ เต อ ร์  ส ำ ห รั บ ก ำ ห น ด ค ว ำ ม สู ง ข อ ง ชั้ น ห อ สู ง  {a1, …, anlevel} = 

SplineEval(P1,{H/nlevel, 2H/nlevel, …, H})  

5: ค ำนวณค่ำควำมสูงของชั้นหอสูง 



tionn

j

j

i

j

ji aaHh
sec

11

 

6: ก ำหนดค่ำ {Z1, Z2, Z3, Z4, Z5, Z6, Z7} = {0, H/6, 2H/6, 3H/6, 4H/6, 5H/6, H} 

7: หำค่ำสัมประสิทธ์ิของกำรประมำณค่ำในช่วง P2 = SplineInterp({Z1, …, Z7},{s1, …, s7}) 
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8: หำขนำดของคร่ึงหน่ึงของควำมกว้ำงของชั้ นหอสูง  {w0, …, wnlevel} = SplineEval(P2,{0, 

H/nlevel, 2 H/nlevel, …, H})  

9: สร้ำงจุดต่อจ ำนวน 4(nlevel + 1) จุดจำก {0, h1, .., hnlevel} และ {w0, …, wnlevel} 

10: ส ำหรับ i = 1 ถึง nlevel 

 10.1 สร้ำงเอลิเมนตพ์ื้นส ำหรับชั้นท่ี i-th (รูปที ่6.11) 
 10.2 ก ำหนดให ้{y6i-5, …, y6i} = round({x11+6i-5, …, x11+6i}) 

 10.3 ก ำหนดคุณสมบติัต่ำงๆของเอลิเมนตพ์ื้น (ตารางที ่6.2 – 6.3) 
11: จบกำรวนรอบในขั้นตอนท่ี 10 

12: ก ำหนดเอลิเมนตด์ำ้นบนสุดของหอสูง   
13: ค่ำตัวเลขจ ำนวนเต็มส ำหรับก ำหนดคุณสมบัติของเอลิเมนต์ทั้ ง 4 ท่ีอยู่บนสุดคือ y6nlevel+1 = 

round(x11+6nlevel+1) เม่ือ y6nlevel+1  {2, 3, 4, 5} 

14: ใส่ค่ำคุณสมบติัของเอลิเมนตต์ำม ตารางที ่6.3 
 

 6.3.2 ปัญหาการออกแบบ 

 ปัญหำกำรออกแบบทอพอโลย ีรูปทรงและขนำดของหอสูงพร้อมกนั สำมำรถเขียนไดด้งัน้ี 

 

 min {f1, f2}                   (6.2) 

 

โดยมีเง่ือนไขบงัคบั 
 max  al 

 i  1 

 10  round(x1)  20 

 4 m  xi  6 m; i =2, …, 7 

  0  xi  1; i = 8, …, 11 

 round(xi)  {1, 2, 3, 4, 5}; i = 12, …, (11 + 6round(x1)) 

 round(xi)  {2, 3, 4, 5}; i = (12 + 6round(x1)) 

เม่ือ 

 f1, f2 คือ ฟังกช์นัเป้ำหมำย 

 max คือ ค่ำควำมเคน้สูงสุดท่ีเกิดข้ึนบนโครงสร้ำง 
 al    คือ ค่ำควำมเคน้สูงสุดท่ียอมใหเ้กิดข้ึน 

 i     คือ ค่ำตวัประกอบกำรโก่งตวั 

หอสูงรับภำระ 3 รูปแบบ ในแต่ละกรณี จุดต่อ 4 จุดบนสุด จะรับภำระแบบจุด (point loads) โดยใน
กรณีท่ี 1, 2 และ 3 แรงกระท ำอยูใ่นแนวแกน x, y และ z และมีขนำดของแรงเป็น 1×104 N, 1×104 N 

และ 2×104 N ตำมล ำดบั เวกเตอร์ของแรงทั้งสำมกรณี จะรวมแรงเน่ืองจำกน ้ ำหนักของช้ินส่วนของ
โครงสร้ำงเขำ้ไปด้วย โครงสร้ำงท ำจำกวสัดุท่ีมีค่ำโมดูลสัของยงัเป็น E = 214×109 N/m2 ค่ำควำม
หนำแน่น   = 7850 kg/m3 และค่ำควำมเค้นครำก  yt = 360×106 N/m2 ค่ำตัวประกอบควำม
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ปลอดภัยคือ FoS = 1.5 ในส่วนของเอลิเมนต์ท่ีมีค่ำ yi = 1 ค่ำยงัโมดูลัสของเอลิเมนต์นั้ นคือ E = 

214×105 N/m2 หำกท ำกำรแยกตำมฟังกช์นัเป้ำหมำย ปัญหำกำรออกแบบในกำรศึกษำน้ีมี 4 อยำ่ง คือ  

OPT1: f1 = มวลของโครงสร้ำง f2 = F1
Tq1 + F2

Tq2 + F3
Tq3  

 OPT2: f1 = มวลของโครงสร้ำง f2 = – (1 + 2 + 3) 

 OPT3: f1 = มวลของโครงสร้ำง f2 = FRFCrest(1) + FRFCrest(2) + FRFCrest(3) 

 OPT4: f1 = มวลของโครงสร้ำง f2 = FTCrest(1) + FTCrest(2) + FTCrest(3) 

เม่ือ 

 Fi
Tqi  คือ ค่ำควำมหยุน่รวมของภำระกระท ำกรณีท่ี i-th 

 i       คือ ค่ำควำมถ่ีธรรมชำติของโครงสร้ำงโหมดท่ี i-th (เรียงจำกนอ้ยไปหำมำก) 
 FRFCrest(i) คือ ค่ำพื้นท่ีใตก้รำฟ FRF ท่ีจุดยอดของควำมถ่ีธรรมชำติ i 

 FTCrest(i)    คือ ค่ำพื้นท่ีใตก้รำฟ FT ท่ีจุดยอดของควำมถ่ีธรรมชำติ i 
ฟังก์ชันเป้ำหมำยท่ีสองของปัญหำกำรออกแบบ OPT1 เป็นกำรหำค่ำควำมน่ำเช่ือถือสูงสุดของ
โครงสร้ำงซ่ึง ในท่ีน้ี เป็นกำรหำค่ำควำมหยุน่รวมของภำระสถิตทั้งสำมกรณีต ่ำสุด หรืออำจกล่ำวไดว้่ำ
เป็นกำรหำควำมแข็งตึงเชิงสถิตสูงสุดของโครงสร้ำง ฟังก์ชันเป้ำหมำยท่ีสองของ OPT2 คือกำรหำ
ค่ำควำมถ่ีธรรมชำติรวม 3 โหมดแรกสูงสุด ซ่ึงสมมูลกบักำรหำค่ำควำมแข็งตึงเชิงพลวตัสูงสุดของ
โครงสร้ำง ส ำหรับ OPT3 รูปที่ 6.11 แสดงกำรค ำนวณค่ำของ FRFCrest(1) ซ่ึงเป็นกำรค ำนวณหำ
พื้นท่ีใต้กรำฟ FRF ในช่วง [1-, 1+]  กำรหำค่ำ FRFCrest ต ่ ำสุด แสดงถึงกำรลดกำร
สั่นสะเทือนของโครงสร้ำงนั่นเอง ในท ำนองเดียวกันค่ำ FTCrest ของปัญหำกำรออกแบบ OPT4 

สำมำรถค ำนวณในรูปแบบเดียวกันกบั FRFCrest โดยท่ีกำรหำค่ำ FTCrest ต ่ำสุด คือ กำรลดกำร
ส่งผ่ำนแรงสั่นสะเทือนจำกโครงสร้ำงไปยงัฐำนของหอสูงนัน่เอง ในงำนน้ี ค่ำ FRF ท่ีใช้เป็นค่ำรีเซบ
แตนซ์แบบจุด (point receptance) วดัท่ีจุดยอดของหอสูง ส่วนค่ำของ FT เป็นกำรส่งถ่ำยแรงใน
แนวแกน x จำกจุดยอดของหอสูงไปยงัฐำนรองรับโครงสร้ำง 
 ขั้นตอนวิธีวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำยท่ีใชใ้นกำรคน้หำขอบหนำ้พำเรโตของปัญหำกำรหำค่ำ
เหมำะท่ีสุดของหอสูง พร้อมกำรตั้งค่ำ มีรำยละเอียดดงัต่อไปน้ี 

- SPEA: เวอร์ชนัท่ีสองของ SPEA โดยใชเ้ลขจ ำนวนจริงเป็นตวัแปรออกแบบ และมีอตัรำกำร
เกิด ครอสโอเวอร์และมิวเทชนัเป็น 1.0 และ 0.5 ตำมล ำดบั ขนำดของประชำกรและจ ำนวนวง
วนสูงสุดมีค่ำเป็น 200 และ 300 ตำมล ำดบั ส่วนขนำดของหน่วยเก็บขอบหน้ำพำเรโตมีค่ำเป็น 
200 

- PBIL ค่ำอตัรำกำรเรียนรู้ (learning rate) ค่ำพำรำมิเตอร์ของกำรมิวเทชัน (mutation shift) 
และอัตรำกำรเกิดมิวเทชัน (mutation rate) คือ 0.5, 0.2 และ 0.1 ตำมล ำดับ  จ ำนวนของ
เวกเตอร์ควำมน่ำจะเป็นคือ 40 ขนำดของประชำกรและจ ำนวนวงวนสูงสุดมีค่ำเป็น 200 และ 
300 ตำมล ำดบั ส่วนขนำดของหน่วยเก็บขอบหนำ้พำเรโตมีค่ำเป็น 200 
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- AMOSA:  อุณหภูมิเร่ิมตน้คือ 10 อุณหภูมิสุดทำ้ยคือ 0.001 ใช้วิธีซิมเพล็กซ์ลงเขำใน 3 วง
วนแรก จ ำนวนคร้ังในกำรหำค่ำฟังก์ชันคือ 200×300 ขนำดของหน่วยเก็บผลเฉลยท่ีไม่ถูก
ครอบง ำจะถูกลดลงเป็น 200 หำกสมำชิกในหน่วยเก็บมีจ ำนวนเกิน 400 ตวั 

 

 

รูปที ่6.11 FRFCrest(1) 

 

 6.3.3 ผลการออกแบบ 

 ท  ำกำรรันวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดแต่ละวิธี 10 คร้ัง เม่ือไดข้อบหน้ำพำเรโต 10 ชุดส ำหรับแต่ละวิธี 
ท ำกำรค ำนวณค่ำตวับ่งช้ี HV และระยะตำมรุ่น (generational distance, GD) ในท่ีน้ี ใช้ค่ำเฉล่ียและ
ค่ำส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนของ HV และ GD ในกำรประเมินสมรรถนะของ MOEAs ผลกำร
เปรียบเทียบวิธีวิวฒันำกำรทั้งสำม แสดงในตารางที่ 6.4 ในกรณีของ OPT1 เม่ือตรวจสอบค่ำเฉล่ียและ
ส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนของ HV และ GD พบว่ำ วิธีท่ีดีท่ีสุดคือ PBIL ส ำหรับ OPT2 PBIL ให้ค่ำ 
HV ดีท่ีสุดส่วน SPEA ให้ค่ำ GD ดีท่ีสุด ซ่ึงแสดงวำ่ขอบหนำ้พำเรโตท่ีไดจ้ำก PBIL มีกำรกระจำยตวั
กวำ้งกว่ำของ SPEA แต่ขอบหน้ำพำเรโตของ SPEA มีกำรลู่เขำ้หำค ำตอบดีกว่ำ ส ำหรับปัญหำกำร
ออกแบบ OPT3 และ OPT4 SPEA คือวิธีท่ีดีท่ีสุดในกำรหำขอบหน้ำพำเรโต จำกผลกำรเปรียบเทียบ
น้ี เรำสำมำรถสรุปเป็นภำพรวมไดว้ำ่ PBIL มีสมรรถระสูงในกรณีของกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีเก่ียวกบั
กำรหำค่ำควำมแข็งตึงเชิงสถิต (OPT1) และเชิงพลวตั (OPT2) ส่วน SPEA เป็นวิธีท่ีดีท่ีสุดในกำรหำ
ค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีเก่ียวขอ้งกบักำรลดกำรสั่นสะเทือน (OPT2–4)  
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ตารางที ่6.4 กำรเปรียบเทียบ HV และ GD 

 
HV GD 

AVG STD AVG STD 

OPT1 

SPEA 0.8176 0.2008 0.0426 0.1348 

PBIL 0.9393 0.0300 0.0014 0.0045 

AMOSA 0.6020 0.2013 0.2944 0.4481 

OPT2 

SPEA 0.6453 0.1817 0.0083 0.0147 

PBIL 0.8055 0.0696 0.0245 0.0260 

AMOSA 0.4548 0.1985 0.3157 0.3007 

OPT3 

SPEA 0.9486 0.0235 0.0480 0.0378 

PBIL 0.8840 0.0524 0.3425 0.3676 

AMOSA 0.6632 0.1537 0.3012 0.2041 

OPT4 

SPEA 0.9767 0.0176 0.0295 0.0302 

PBIL 0.7672 0.1189 0.3203 0.2628 

AMOSA 0.8501 0.0743 0.3384 0.1609 

 

 ขอบหน้ำพำเรโตท่ีดีท่ีสุด (วดัจำกค่ำ HV) ของปัญหำกำรออกแบบ OPT1–4 แสดงในรูปที ่
8.12, 8.14, 8.16 และ 8.18 ตำมล ำดบั ในแต่ละปัญหำกำรออกแบบ ท ำกำรเลือกผลเฉลยจำกขอบหนำ้พำ
เรโตมำ 6 ค่ำและแสดงรูปของโครงสร้ำงท่ีสอดคลอ้งกบัผลเฉลยเหล่ำนั้น ดงัแสดงในรูปที่ 8.13, 8.15, 
8.17 และ 8.19 เรำสำมำรถสรุปได้ว่ำ ในกำรใช้ MOEAs จะได้โครงสร้ำงของหอสูงหลำกหลำย
รูปแบบเพื่อกำรตดัสินใจ จำกกำรรันวธีิกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดเพียงคร้ังเดียว 
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รูปที ่6.12 ขอบหนำ้พำเรโตท่ีดีท่ีสุดของ OPT1 

 

รูปที ่6.13 โครงสร้ำงจำกขอบหนำ้พำเรโตในรูปที ่6.12 

1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1

x 10
4

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

5000

Mass, kg

C
o

m
p

lia
n

c
e

, 
N

.m

6

1

2

3

4

5

1 2 3

4 5 6



92 

 

 

รูปที ่6.14 ขอบหนำ้พำเรโตท่ีดีท่ีสุดของ OPT2 

 

รูปที ่6.15 โครงสร้ำงจำกขอบหนำ้พำเรโตในรูปที ่6.14 
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รูปที ่6.16 ขอบหนำ้พำเรโตท่ีดีท่ีสุดของ OPT3 

 

รูปที ่6.17 โครงสร้ำงจำกขอบหนำ้พำเรโตในรูปที ่6.16 
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รูปที ่6.18 ขอบหนำ้พำเรโตท่ีดีท่ีสุดของ OPT4 

 

 

รูปที ่6.19โครงสร้ำงจำกขอบหนำ้พำเรโตในรูปที ่6.18 
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รูปที ่6.20 FRF ของผลเฉลยจำก OPT1–4 

 

 เพื่อท ำกำรตรวจสอบกำรใช้งำนได้จริงของกระบวนกำรออกแบบน้ี รูปที่ 8.20 แสดงค่ำ FRF 

ของผลเฉลยท่ี 1 ของ OPT1-4 ในรูปที่ 8.13, 8.15, 8.17 และ 8.19 ตำมล ำดบั จำกรูปจะเห็นไดว้่ำ ผล
เฉลยแต่ละตวั จะมีคุณสมบติัตำมท่ีได้ก ำหนดในฟังก์ชันเป้ำหมำยท่ีสองของปัญหำกำรออกแบบท่ี
เก่ียวขอ้ง ตวัอยำ่งเช่น ค่ำควำมถ่ีธรรมชำติสำมค่ำแรกของผลเฉลยเหมำะท่ีสุดท่ีไดจ้ำก OPT2 มีค่ำสูง
ท่ีสุด ค่ำ FRFCrest ของผลเฉลยเหมำะท่ีสุดท่ีไดจ้ำกขอบหนำ้พำเรโตของ OPT3 เป็นค่ำท่ีดีท่ีสุด รูปที ่
8.21 แสดงค่ำ FT ของทั้ งส่ีโครงสร้ำงท่ีกล่ำวในข้ำงต้น จำกรูปพบว่ำ ผลเฉลยจำก OPT4 ให้ค่ำ 
FTCrest ดีท่ีสุด ซ่ึงเป็นไปตำมควำมคำดหมำย จำกผลกำรตรวจสอบน้ีแสดงให้เห็นว่ำ กระบวนกำร
ออกแบบท่ีน ำเสนอน้ีสำมำรถใชไ้ดจ้ริงในทำงปฏิบติั  
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รูปที ่6.21 FT ของผลเฉลยจำก OPT1–4 

 

6.4 สรุปและวจิารณ์ 

 ในบทน้ีไดท้  ำกำรสำธิตกำรออกแบบโครงขอ้หมุนซ่ึงเป็นกำรหำทอพอโลยี รูปทรงและขนำด
พร้อมกนั จะให้ผลเฉลยเหมำะท่ีสุดท่ีมีสมรรถนะสูงกว่ำกำรออกแบบท่ีด ำเนินกำรทีละขั้นตอน กำร
ประยกุตใ์ชข้ั้นตอนวธีิววิฒันำกำรจะให้โครงสร้ำงเหมำะท่ีสุดท่ีใกลเ้คียงกบักำรน ำไปใชใ้นงำนจริง กำร
ประยุกตใ์ช้ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรท ำให้ผูอ้อกแบบสำมำรถหำค่ำมวลต ่ำสุดของโครงสร้ำง ซ่ึงหมำยถึง
รำคำต ่ำสุดของโครงสร้ำง และในขณะเดียวกัน ก็สำมำรถเพิ่มควำมน่ำเช่ือถือของโครงสร้ำงเป็น
เป้ำหมำยท่ีสองในกำรออกแบบ กำรสำธิตกำรออกแบบในบทน้ี สำมำรถน ำไปประยุกตใ์ช้ในงำนจริง
หลำกหลำยรูปแบบ เช่น กำรออกแบบโครงสร้ำงสะพำน เสำไฟฟ้ำแรงสูง และโครงสร้ำงป้ำยโฆษณำ 
เป็นตน้ นอกจำกน้ี แนวคิดในกำรออกแบบเหล่ำน้ียงัสำมำรถขยำยผลไปยงักำรออกแบบโครงขอ้แข็ง 
เช่นโครงตวัถงัของยำนยนตข์นำดเล็ก และโครงสร้ำงคอนกรีตหลกัของอำคำร เป็นตน้   
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บทที ่7 กรณศึีกษา การหาค่าเหมาะทีสุ่ดของโครงข้อแขง็ 
 

7.1 ความน า 
เน้ือหำในบทน้ีเป็นกำรสำธิตกำรประยกุตใ์ชข้ั้นตอนวิธีววิฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำย เพื่อกำร

ออกแบบหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงขอ้แข็ง (frames) ซ่ึงมีพฤติกรรมทำงกลแตกต่ำงจำกโครงขอ้หมุน 
(trusses) กล่ำวคือ ช้ินส่วนหรือเอลิเมนต์ของโครงสร้ำงชนิดน้ีมีกำรรับโมเมนต์ดดัและโมเมนต์บิด 
โดยทั่วไปในกำรออกแบบโครงข้อหมุน ผูอ้อกแบบจะต้องค ำนึงถึงควำมเสถียรของโครงสร้ำงใน
เบ้ืองต้น โครงสร้ำงจะต้องจัดว่ำเป็น statically determinate หรือ statically indeterminate เป็น
อย่ำงน้อย แต่กำรออกแบบโครงข้อแข็งเรำจะไม่ค  ำนึงถึงปัจจยัน้ี ท ำให้กำรออกแบบโครงข้อแข็ง
ด ำเนินกำรไดง่้ำยกวำ่โครงขอ้หมุน  
 ในบทน้ีจะน ำเสนอกำรประยุกตข์ั้นตอนวธีิววิฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำยเพื่อกำรออกแบบหำ
ขนำดและรูปทรงเหมำะท่ีสุดของโครงสะพำนสองมิติ และโครงสร้ำงของแขนของรถไถเดินตำม 
จำกนั้นจะน ำเสนอกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบอตัโนมติัหรือกำรหำทอพอโลยี รูปทรงและขนำดเหมำะ
ท่ีสุดของโครงสร้ำงสะพำนสองมิติ โดยขั้นตอนวธีิวิวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำยท่ีใชใ้นกำรสำธิตกำร
ออกแบบคือ  

- non-dominated sorting genetic algorithm (NSGAII) 

- strength Pareto evolutionary algorithm (SPEA2) 

- population-based incremental learning (PBIL) 

- Pareto archive evolution strategy (PAES) 

- multiobjective particle swarm optimisation (MPSO)  

นอกจำกน้ียงัไดน้ ำเสนอตวัช้ีวดัแบบใหม่เพื่อใชป้ระเมินสมรรถนะของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร
แบบหลำยเป้ำหมำยซ่ึงเรียกวำ่ค่ำ C 
 

7.2 ปัญหาการออกแบบ 

ปัญหำกำรออกแบบโครงขอ้แข็ง (ในท่ีน้ีอำจเรียกว่ำโครงถกั) ส ำหรับกรณีศึกษำในบทน้ีสำมำรถเขียน
ไดด้งัน้ี 

f
x
min             (7.1)  

subject to 

i  a, i = 1, …, Ne 

เม่ือ i  คือ ค่ำควำมเคน้บนเอลิเมนตห์รือช้ินส่วนท่ี ith  

a  คือ ค่ำควำมเคน้สูงสุดท่ีวสัดุท่ีใชท้  ำเอลิเมนตส์ำมำรถรับได ้

Ne  คือ จ ำนวนของช้ินส่วนบนโครงสร้ำง 
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 ในส่วนของเวกเตอร์ฟังก์ชันเป้ำหมำย f จะมีจ ำนวนสมำชิก 2 และ 3 ค่ำเท่ำนั้น เน่ืองจำกเป็น
โครงสร้ำงใชง้ำนอยำ่งง่ำยจึงมีแรงกระท ำท่ีไม่ซับซ้อน ฟังก์ชนัเป้ำหมำยท่ีใชใ้นกำรศึกษำจะมีรูปแบบ
คลำ้ยกนักบัในบทท่ีผำ่นมำ เพรำะโครงสร้ำงตอ้งรับภำระทั้งแบบสถิตและพลวตั ซ่ึงมีรำยละเอียดดงัน้ี  

f1: structural mass 

f2: 2
1/1   

f3: )/(1 2
3

2
2

2
1    

f4: FRF crest parameter at 1 

f5: mean value of FRF crest parameters at 1, 2 and 3 
f6: FT crest parameter at 1 

f7: mean value of FT crest parameters at 1, 2 and 3 

เม่ือ i คือ ค่ำควำมถ่ีธรรมชำติโหมดท่ี ith ของโครงสร้ำง 

  ในท่ีน้ี จะใช ้f1 ซ่ึงสำมำรถบ่งบอกถึงรำคำของโครงสร้ำงเป็นฟังกช์นัเป้ำหมำยแรกเสมอ เพรำะ
รำคำของโครงสร้ำง ถือวำ่เป็นปัจจยัท่ีส ำคญัมำกในโครงสร้ำงหรือช้ินส่วนทำงกลท่ีจะออกแบบน้ี ดว้ย
เหตุน้ี ท ำใหเ้รำสำมำรถตั้งปัญหำกำรออกแบบไดเ้ป็น 7 ปัญหำดงัน้ี 

P1: min f1, min f2 

P2: min f1, min f3 

P3: min f1, min f4 

P4: min f1, min f5 

P5: min f1, min f6 

P6: min f1, min f7 

P7: min f1, min f5, min f7 

โดยมีเง่ือนไขบงัคบั ตำมท่ีแสดงในปัญหำกำรออกแบบทัว่ไป (7.1) โครงสร้ำงท่ีใชส้ำธิตกำรออกแบบ
ทั้ งสำม จะท ำจำกวสัดุท่ีมีค่ำโมดูลัสของยงัเป็น E = 209109 N/m2 ค่ำควำมหนำแน่น  = 7000 

kg/m3 ซ่ึงมีรำยละเอียดดงัน้ี 

ST1: โครงถักสะพำนสองมิติแสดงใน รูปที่ 7.1 ประกอบด้วยจุดต่อ 12 จุด และมีช้ินส่วน
จ ำนวน 21 ช้ิน จุดต่อหมำยเลข 1 และ 12 ถูกใส่เง่ือนไขขอบเขตเป็นกำรยึดกบัพื้นและมีแรงในแนวด่ิง
กระท ำท่ีจุดต่อหมำยเลข 2 4 6 8 และ 10 ตวัแปรออกแบบคือต ำแหน่งของจุดต่อดำ้นบน และขนำดของ
เอลิเมนต์ ทั้ งน้ีได้พิจำรณำให้โครงสร้ำงมีควำมสมมำตรทั้งด้ำนซ้ำยและขวำ ค่ำ FRF คือค่ำ point-

receptance ในทิศแนวด่ิงของจุดต่อหมำยเลข 7 ส่วนค่ำ FT เป็นกำรค ำนวณกำรส่งถ่ำยแรงในแนวด่ิง
จำกจุดต่อหมำยเลข 7 ไปยงัจุดรองรับหมำยเลข 1  
 

 

รูปที ่7.1 สะพำนสองมิติ ST1 
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รูปที ่7.2 โครงสร้ำงแขนรถไถเดินตำม ST2 

 

ST2: โครงสร้ำงของช้ินส่วนคันบังคับของรถไถเดินตำมแสดงใน รูปที่  7.2 โครงสร้ำง
ประกอบดว้ยจุดต่อ 16 จุด และมีช้ินส่วนจ ำนวน 27 ช้ิน โดยมีจุดต่อดำ้นซ้ำยสุดของโครงสร้ำงถูกใส่
เง่ือนไขขอบเขตเป็นกำรยึดกบัพื้นและมีแรงกระท ำท่ีจุดต่อหมำยเลข 6 และ 12 ทั้งน้ีมีภำระกระท ำสอง
รูปแบบ กล่ำวคือ แรงกระท ำเม่ือเล้ียวรถไถและแรงกระท ำเม่ือผูใ้ช้งำนกดปลำยคนับงัคบัเพื่อให้รถอยู่
ในสภำพสมดุลขณะท ำงำน ตวัแปรออกแบบคือต ำแหน่งของจุดต่อท่ีไม่มีเง่ือนไขขอบเขตและขนำด
ของเอลิเมนตซ่ึ์งมีทั้งหมด 24 ตวัแปร ทั้งน้ีไดพ้ิจำรณำใหโ้ครงสร้ำงมีควำมสมมำตรทั้งดำ้นซ้ำยและขวำ 
ค่ำ FRF คือค่ำ point-receptance ในทิศแนวด่ิงของจุดต่อหมำยเลข 6 ส่วนค่ำ FT เป็นกำรค ำนวณกำร
ส่งถ่ำยแรงในแนวด่ิงจำกจุดต่อหมำยเลข 6 ไปยงัจุดรองรับหมำยเลข 1  

ST3: โครงถกัสะพำนสองมิติแสดงในรูปที่ 7.3 ซ่ึงเป็นกำรดดัแปลงเพิ่มเติมจำก ST1 เพื่อใช้
สำธิตกำรหำทอพอโลยี รูปทรง และขนำดเหมำะท่ีสุดพร้อมกนัหรือท่ีเรียกว่ำกำรออกแบบอตัโนมติั 
โครงสร้ำงในรูปจะเป็นเอลิเมนต์พื้น (ground elements) ประกอบด้วยจุดต่อ 12 จุด และมีช้ินส่วน
จ ำนวน 25 ช้ิน จุดต่อหมำยเลข 1 และ 12 ถูกใส่เง่ือนไขขอบเขตเป็นกำรยึดกบัพื้นและมีแรงในแนวด่ิง
กระท ำท่ีจุดต่อหมำยเลข 2 4 6 8 และ 10 ตวัแปรออกแบบคือต ำแหน่งของจุดต่อดำ้นบน และขนำดของ
เอลิเมนต์ ทั้ งน้ีได้พิจำรณำให้โครงสร้ำงมีควำมสมมำตรทั้งด้ำนซ้ำยและขวำ ค่ำ FRF คือค่ำ point-

receptance ในทิศแนวด่ิงของจุดต่อหมำยเลข 7 ส่วนค่ำ FT เป็นกำรค ำนวณกำรส่งถ่ำยแรงในแนวด่ิง
จำกจุดต่อหมำยเลข 7 ไปยงัจุดรองรับหมำยเลข 1 เม่ือไดผ้ลเฉลยเหมำะท่ีสุดแลว้ เอลิเมนตท่ี์มีขนำดเล็ก
มำกจะถูกตดัออกจำกโครงสร้ำงซ่ึงเป็นกำรก ำหนดทอพอโลยขีองโครงสร้ำงนัน่เอง  

กำรวิเครำะห์โครงสร้ำงสำมำรถท ำไดโ้ดยกำรใช้เอลิเมนต์ของคำนท่ีมี 12 d.o.f 2 จุดต่อ และ
วำงตวัในสำมมิติ 

 

 

รูปที ่7.3 โครงสร้ำงสองมิติ ST3 

 

7.3 การทดสอบสมรรถนะ MOEAs 

ขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรท่ีใชใ้นกำรหำผลเฉลยของกำรออกแบบในท่ีน้ีประกอบดว้ย 
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BPBIL: PBIL using binary codes with 0.05 mutation rate, and 0.2 mutation shift 

BPAES: PAES using binary codes 

BNSGA: NSGAII using binary codes with crossover and mutation rates as 1.0 and 

0.5 respectively 

BSPEA: SPEA2 using binary codes with crossover and mutation rates as 1.0 and 

0.5 respectively 

RSPEA: SPEA2 using real codes with crossover and mutation rates as 1.0 and 0.5 

respectively 

RNSGA: NSGAII using real codes with crossover and mutation rates as 1.0 and 

0.5 respectively 

RMPSO: MPSO using real codes with a starting inertia weight, an ending inertia 

weight, a cognitive learning factor, and a social learning factor as 0.5, 0.01, 0.5, and 0.5 

respectively 

เพื่อท ำกำรทดสอบและเปรียบเทียบสมรรถนะของขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรทั้ง 7 น้ีอยำ่งเป็นระบบ 
จะท ำกำรรันวธีิกำรเหล่ำน้ีในกำรหำผลเฉลยของปัญหำกำรออกแบบทั้ง 7 เป็นจ ำนวน 10 รอบและจะใช้
ค่ำทำงสถิติในกำรเปรียบเทียบสมรรถนะ ส ำหรับทุกปัญหำกำรออกแบบ จะใชจ้  ำนวนรอบในกำรคน้หำ
ขอบหน้ำพำเรโตของปัญหำกำรออกแบบเป็น 100 ลูป และใช้ขนำดของประชำกำรเป็น 50 ตัว 
ก ำหนดให้ขนำดของเมตริกซ์เก็บผลเฉลย (Pareto archive) มีค่ำเป็น 100 ในท่ีน้ีจะทดสอบ MOEAs 

กบักำรออกแบบโครงสร้ำง ST1 และ ST2 เท่ำนั้ น และเม่ือทรำบวิธีท่ีมีประสิทธิภำพสูงสุด จะใช้
วธีิกำรนั้นในกำรหำผลเฉลยของปัญหำกำรออกแบบโครงสร้ำง ST3 

ส ำหรับกำรเปรียบเทียบสมรรถนะของ MOEAs ในกำรศึกษำน้ีจะใชต้วัช้ีวดั C และตวัช้ีวดัท่ี
น ำเสนอใหม่คือตวัช้ีวดั C ตวัช้ีวดัทั้งสองน้ีจะใช้ในกำรเปรียบเทียบขอบหน้ำพำเรโตคู่ใดๆ (ท่ีไดจ้ำก
กำรประยุกต์ใช้ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรสองวิธีท่ีแตกต่ำงกนั) ถำ้เรำมีเซตของผลเฉลยพำเรโตหรือขอบ
หน้ำพำเรโตสองชุด {A} และ {B} ค่ำ CA,B แสดงถึงสัดส่วนระหว่ำงจ ำนวนผลเฉลยใน {B} ท่ีถูก
ครอบง ำ (dominated) หรือเท่ำกนักบัผลเฉลยบำงตวัใน {A} หำรดว้ยจ ำนวนผลเฉลยทั้งหมดใน {B} 
ในทำงกลบักนัค่ำของ CB,A คือจ ำนวนผลเฉลยใน {A} ท่ีถูกครอบง ำหรือเท่ำเทียมกบั ผลเฉลยบำงตวัใน 

{B} หำรดว้ยจ ำนวนผลเฉลยทั้งหมดใน {A} จำกนิยำมดงักล่ำว ถ้ำ CA,B > CB,A แสดงว่ำ {A} ดีกว่ำ 
{B} รูปที่ 7.4 แสดงเซตของขอบหนำ้พำเรโต {A} และ {B} เม่ือ CA,B = 0.5000 และ CB,A = 0.4000 
ซ่ึงบ่งบอกว่ำเซต {A} ดีกวำ่ {B} อยำ่งไรก็ตำม เรำจะเห็นไดจ้ำกรูปวำ่เซตทั้งสองไม่ไดดี้กว่ำกนัอยำ่ง
ชดัเจน เม่ือเรำสังเกตจำกพื้นท่ีแรเงำในส่วนท่ี {A} ดีกวำ่ {B} จะพบวำ่มีค่ำนอ้ยกวำ่ส่วนท่ี {B} ดีกว่ำ 
{A} พื้นท่ีแรเงำทั้งสองส่วนน้ีมีควำมส ำคญัในกำรเปรียบเทียบเซตทั้งสองและควรน ำมำพิจำรณำ เพื่อ
สำมำรถแสดงถึงผลกระทบของพื้นท่ีแรเงำในรูปที่ 7.4 เรำได้ท ำกำรนิยำมตวัช้ีวดัเพิ่มเติมซ่ึงเรียกว่ำ
ตวัช้ีวดั C ดงัน้ี 

  

BA

A
BA

VV

V
C


 ,         (7.2) 

ABAB CC  1,  
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เม่ือ 
 





1
ˆ

1
ˆ;min

A

A BV

a

bba  

 




2
ˆ

2
ˆ;min

B

B AV

b

aab . 

และถำ้ VA = VB = 0 จะได ้CA,B = CB,A = 0.5 

1Â คือ เซตของผลเฉลยบำงส่วนใน {A} ท่ีครอบง ำ (dominate) สมำชิกบำงส่วนใน {B} ซ่ึง
เขียนแทนด้วย }{ˆ

1 BB  และ 2B̂ คือเซตของของผลเฉลยบำงส่วนใน {B} ท่ีครอบง ำสมำชิกบำงส่วน
ของ {A} ซ่ึงเขียนได้เป็น }{ˆ

2 AA   ด้วยแนวคิดคล้ำยๆกนัถ้ำ CA,B > CB,A หมำยควำมว่ำ เซต {A} 
ดีกว่ำเซต {B} จำกนิยำมพบว่ำตวัช้ีวดั C รวมผลกระทบทั้งส่วนของควำมกวำ้ง กำรกระจำยตวัของ
สมำชิกและกำรลู่เขำ้ของขอบหนำ้พำเรโต 

จำกรูปที่ 7.4 จะได ้CA,B = 0.4556 และ CB,A = 0.5444 ซ่ึงหมำยควำมวำ่เซต {B} ดีกวำ่เซต 

{A} จำกตวัช้ีวดัทั้งสองตวัน้ีพบวำ่ เรำไม่สำมำรถบ่งช้ีไดอ้ยำ่งชดัเจนว่ำเซตทั้งสองในรูปอนัไหนดีกว่ำ
กนั ซ่ึงเป็นขอ้สรุปท่ีเหมำะสมกวำ่กำรใชต้วัช้ีวดัตวัใดตวัหน่ึงเพียงตวัเดียวในกำรเปรียบเทียบขอบหนำ้
พำเรโตทั้งสอง นอกจำกน้ี ตวัช้ีวดั C ยงัมีคุณสมบติัพิเศษ ดงัแสดงในรูปที่7.5 จำกรูปมีเซตของขอบ
หน้ำพำเรโต 3 เซต เขียนแทนด้วย {A1} {A2} และ {A3} ส่วนกำรเปรียบเทียบตัวบ่งช้ี C และ C 

แสดงในตารางที่ 7.1 ค่ำท่ีแสดงในแถวท่ี ith และคอลมัน์ท่ี jth หมำยถึง CAi,Aj จำกกำรเปรียบเทียบดว้ย
ตวัช้ีวดั C เรำสำมำรถสรุปได้ว่ำ เซต {A3} คือเซตท่ีดีท่ีสุด รองลงมำคือเซต {A1} อย่ำงไรก็ตำม ใน
กรณีของตวัช้ีวดั C พบว่ำเซต {A2} ดีกว่ำเซต {A1} เซต {A1} ดีกว่ำเซต {A3} และเซต {A3} ดีกว่ำ
เซต {A2} สถำนกำรณ์เช่นน้ี เรียกว่ำ กรรไกร-กระดำษ-ฆอ้น ซ่ึงไม่สำมำรถสรุปไดว้่ำใครดีท่ีสุด จำก
ตวัอยำ่งน้ีท ำให้เห็นไดว้ำ่ กำรเปรียบเทียบขอบหนำ้พำเรโตควรใชต้วัช้ีวดัมำกกวำ่ 1 ตวั หำกสำมำรถท ำ
ได ้ 

 

 

รูปที ่7.4 กำรเปรียบเทียบขอบหนำ้พำเรโต 
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รูปที ่7.5 สถำนกำรณ์ กรรไกร-กระดำษ-ฆอ้น 

 

 

ตารางที ่7.1 ค่ำ C และ C ของ {A1}, {A2}, และ{A3} 

C-indicator C-indicator 

{A1} 0.5714 0.1667 {A1} 0.4929 0.5029 

0.4286 {A2} 0.5000 0.5076 {A2} 0.4908 

0.4286 0.5714 {A3} 0.4971 0.5092 {A3} 

 

7.4 ผลการศึกษา 
ผลกำรเปรียบเทียบสมรรถนะของ MOEAs ทั้ง 7 ดว้ยตวัช้ีวดั C และ C จะแยกออกเป็นสอง

ส่วนคือ ส่วนของวธีิท่ีใชเ้ลขฐำนสองและส่วนของวิธีท่ีใชเ้ลขจ ำนวนจริงในกระบวนกำรหำผลเฉลย ผล
กำรเปรียบเทียบทั้งหมดแสดงในรูปที่ 7.6 – 7.13 รูปที่ 7.6 แสดงผลกำรเปรียบเทียบค่ำ C ของวิธีหำค่ำ
เหมำะท่ีสุดท่ีใช้เลขฐำนสองส ำหรับโครงสร้ำง ST1 ทั้งน้ีจะแสดงในรูปแบบของ box-plot ในแต่ละ 
box-plot จะมีค่ำ C ของปัญหำกำรออกแบบทั้ง 7 ปัญหำ box-plot ท่ีอยู่ท่ีแถวท่ี ith และคอลมัน์ท่ี jth 

แสดงค่ำ Cij เม่ือ i คือขั้นตอนวิธีท่ี i และ j คือขั้นตอนวิธีท่ี j เน่ืองจำกมีกำรรันขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร 
10 คร้ัง ค่ำ C ท่ีแสดงใน box-plot จะมีทั้งหมด 100 ค่ำท่ีเกิดจำกกำรเปรียบเทียบขอบหนำ้พำเรโตท่ีได้
จำกวิธี i 10 ชุด เทียบกบัขอบหนำ้พำเรโตท่ีไดจ้ำกวิธี j 10 ชุด ส่วนรูปที่ 7.7 แสดงกำรเปรียบเทียบดว้ย
ค่ำ C ของวิธีกำรทั้ง 4 จำกผลกำรศึกษำพบว่ำ BPBIL คือวิธีท่ีดีท่ีสุด (วดัจำกตวัช้ีวดั C) ส ำหรับกำร
ออกแบบโครงสร้ำง ST1 ส ำหรับปัญหำกำรออกแบบ P1-P6 ยกเวน้ในปัญหำกำรออกแบบ P7 ท่ี 
BNSGA ใหค้  ำตอบท่ีดีท่ีสุด ผลกำรเปรียบเทียบดว้ยค่ำ C และ C ใหผ้ลไปในทำงเดียวกนั 
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รูปที ่7.6 กำรเปรียบเทียบค่ำ C ของ ST1-I 

 

 

รูปที ่7.7 กำรเปรียบเทียบค่ำ C ของ ST1-I 

 

 เน่ืองจำก BPBIL เป็นวธีิท่ีดีท่ีสุดในกรณีของกำรใชโ้คด้แบบเลขฐำนสอง จึงน ำมำเปรียบเทียบ
กบั MOEAs ท่ีใชโ้คด้แบบเลขจ ำนวนจริง ดงัแสดงในรูปที ่7.8 และ 7.9 ส ำหรับกำรเปรียบเทียบผลกำร
ออกแบบโครงสร้ำง ST1 ดว้ยตวัช้ีวดั C และ C ตำมล ำดบั จำกผลกำรเปรียบเทียบพบว่ำ วิธีท่ีดีท่ีสุด 
คือ BPBIL โดยมีวิธีท่ีดีเป็นอนัดบัท่ีสอง คือ RSPEA จำกรูปที่ 7.9 ซ่ึงเป็นกำรเปรียบเทียบดว้ยค่ำ C 
เรำจะเห็นวำ่ BPBIL และ RSPEA มีสมรรถนะใกลเ้คียงกนั ซ่ึงอำจเป็นปรำกฏกำรณ์ท่ีคลำ้ยกบัท่ีแสดง
ในรูปที ่7.4 อยำ่งไรก็ตำม เม่ือพิจำรณำทุกตวัช้ีวดัแลว้ BPBIL จะเป็นวธีิท่ีดีท่ีสุดในภำพรวม 
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รูปที ่7.8 กำรเปรียบเทียบค่ำ C ของ ST1-II 

 

รูปที ่7.9 กำรเปรียบเทียบค่ำ C ของ ST1-II 
 

 ผลกำรเปรียบเทียบ MOEAs ท่ีใช้เลขฐำนสองส ำหรับปัญหำกำรออกแบบทั้ งเจ็ดส ำหรับ
โครงสร้ำง ST2 แสดงในรูปที่ 7.10 ส ำหรับกำรเปรียบเทียบด้วยค่ำ C และรูปที่ 7.11 ส ำหรับกำร
เปรียบเทียบดว้ยค่ำ C จำกรูปที่ 7.10 โดยภำพรวมวิธีท่ีดีท่ีสุดคือ BPBIL และอนัดบัสองคือ BNSGA 

เม่ือเปรียบเทียบด้วยค่ำ C วิธีท่ีดีท่ีสุดโดยรวมยงัคงเป็น BPBIL ในขณะท่ีอนัดบัสองคือ BNSGA 

ทั้งน้ี BNSGA ดีกวำ่ BPBIL ในกรณีของปัญหำ P3 และ P4 ซ่ึงเป็นสถำนกำรณ์คลำ้ยกนักบัรูปที ่7.4 

 เม่ือน ำวิธีท่ีดีท่ีสุดคือ BPBIL มำเปรียบกบั MOEAs ท่ีใช้เลขจ ำนวนจริง ผลกำรเปรียบเทียบ
ดว้ย C และ C แสดงในรูปที่ 7.12 และ 7.13 ตำมล ำดบั จำกกำรเปรียบเทียบดว้ยค่ำ C วิธีท่ีดีท่ีสุดคือ 
RSPEA โดยมีอนัดบัสองคือ BPBIL และไดผ้ลสรุปเช่นเดียวกนัในกรณีของกำรเปรียบเทียบดว้ยค่ำ 
C จำกกรณีของโครงสร้ำง ST1 และ ST2 เรำสำมำรถสรุปได้ว่ำ วิธีท่ีดีท่ีสุดมีสองวิธี คือ BPBIL 

ส ำหรับปัญหำกำรออกแบบท่ีมีจ ำนวนตวัแปรออกแบบนอ้ย และ RSPEA ส ำหรับปัญหำกำรออกแบบ
ท่ีมีจ ำนวนตวัแปรออกแบบมำก  
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รูปที ่7.10 กำรเปรียบเทียบค่ำ C ของ ST2-I 

 

 

รูปที ่7.11 กำรเปรียบเทียบค่ำ C ของ ST2-I 

 

 

รูปที ่7.12 กำรเปรียบเทียบค่ำ C ของ ST2-II 
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รูปที ่7.13 กำรเปรียบเทียบค่ำ C ของ ST2-II 

 

 ในกำรศึกษำน้ี BPBIL ถูกเลือกเพื่อน ำมำใช้ในกำรหำผลเฉลยของกำรออกแบบอตัโนมติัของ
โครงสร้ำง ST3 ทั้งน้ีเลือกหำผลเฉลยของปัญหำกำรออกแบบ P2 P4 และ P6 เท่ำนั้น ขอบหนำ้พำเรโต
ของปัญหำกำรออกแบบ P2 ของกำรออกแบบอตัโนมติัของโครงสร้ำง ST3 ท่ีไดจ้ำกกำรใชว้ิธี BPBIL 

แสดงในรูปที่ 7.14 โครงสร้ำงบำงส่วนจำกผลเฉลยพำเรโตในรูปที่ 7.14 แสดงในรูปที่ 7.15 ซ่ึงจะเห็น
ไดว้ำ่ เรำจะไดโ้ครงสร้ำงท่ีมีขนำดและรูปทรงท่ีแตกต่ำงกนัหลำกหลำยรูปแบบ ส ำหรับกำรคดัเลือกไป
ใชง้ำนจำกกำรรันขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรเพียงคร้ังเดียว 

 ขอบหน้ำพำเรโตของปัญหำกำรออกแบบ P4 ของกำรออกแบบอตัโนมติัของโครงสร้ำง ST3 

ท่ีได้จำกกำรใช้วิธี BPBIL แสดงในรูปที่ 7.16 โครงสร้ำงบำงส่วนจำกผลเฉลยพำเรโตในรูปที่ 7.16 
แสดงในรูปที่ 7.17 ส่วนขอบหน้ำพำเรโตของปัญหำกำรออกแบบ P6 ของกำรออกแบบอตัโนมติัของ
โครงสร้ำง ST3 ท่ีไดจ้ำกกำรใชว้ิธี BPBIL แสดงในรูปที่ 7.18 โครงสร้ำงบำงส่วนจำกผลเฉลยพำเรโต
ในรูปที่ 7.18 แสดงในรูปที่ 7.19 ทุกรูปแสดงให้เห็นถึงประโยชน์ของกำรประยุกต์ใช้ขั้นตอนวิธี
ววิฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำยท่ีให้ผลเฉลยเหมำะท่ีสุดจ ำนวนมำกจำกกำรรันวธีิหำค่ำเหมำะท่ีสุดเพียง
คร้ังเดียว กำรออกแบบอัตโนมัติโครงสร้ำง ST3 แสดงให้เห็นถึงข้อได้เปรียบในประเด็นท่ีว่ำ 
ผูอ้อกแบบท่ีมีประสบกำรณ์ในกำรออกแบบนอ้ยก็สำมำรถออกแบบโครงสร้ำงไดดี้เท่ำเทียมกบัวิศวกร
ผูอ้อกแบบท่ีมีประสบกำรณ์สูงได ้หำกมีควำมรู้พื้นฐำนทำงดำ้นโครงสร้ำงและกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดดี
พอ  
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รูปที ่7.14 ขอบหนำ้พำเรโตของ ST3 ปัญหำ P2 

 

 

รูปที ่7.15 โครงสร้ำงจำก รูปที ่7.14 

 

 

รูปที ่7.16 ขอบหนำ้พำเรโตของกำรออกแบบโครงสร้ำง ST3 ปัญหำกำรออกแบบ P4 
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รูปที ่7.17 โครงสร้ำงจำก รูปที ่7.16 

 

รูปที ่7.18 ขอบหนำ้พำเรโตของกำรออกแบบโครงสร้ำง ST3 ปัญหำกำรออกแบบ P6 

 

รูปที ่7.19 โครงสร้ำงจำก รูปที ่7.18 
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7.5 สรุปและวจิารณ์ 
ในกำรศึกษำน้ีแสดงให้เห็นถึง กำรประยุกต์ใช้ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำย

ส ำหรับกำรออกแบบโครงขอ้หมุนอยำ่งมีประสิทธิภำพ ผลจำกกำรเปรียบเทียบดว้ยค่ำ C และ C แสดง
ให้เห็นว่ำ (ส ำหรับวิธีท่ีใช้ในกำรศึกษำน้ี) BPBIL เหมำะส ำหรับกำรออกแบบท่ีมีจ ำนวนตัวแปร
ออกแบบนอ้ย ในกรณีท่ีปัญหำกำรออกแบบมีจ ำนวนตวัแปรออกแบบมำก RSPEA จะเป็นวิธีท่ีดีท่ีสุด 
กำรประเมินสมรรถนะของ MOEAs ควรใชต้วัช้ีวดัมำกกวำ่ 1 ตวั เพื่อควำมแม่นย  ำในกำรประเมิน 
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บทที ่8 การออกแบบโครงถักด้วยการหาค่าเหมาะทีสุ่ดแบบตรงข้าม 
 

8.1 ความน า 
เน้ือหำในบทน้ีน ำเสนอกำรออกแบบโครงถักอีกรูปแบบหน่ึง ซ่ึงพิจำรณำควำมไม่แน่นอน 

(uncertainties) ในปัญหำกำรออกแบบด้วย กระบวนกำรออกแบบลกัษณะน้ีเรียกอีกนัยหน่ึงว่ำ กำร
ออกแบบส ำหรับควำมน่ำเช่ือถือ (design for reliability) โดยทัว่ไป ปัญหำกำรออกแบบโครงถกัหรือ
โครงสร้ำงรูปแบบอ่ืนๆมกัจะตั้งค่ำฟังก์ชันเป้ำหมำยเป็นมวลของโครงสร้ำง โดยมีเง่ือนไขบงัคบัคือ
โครงสร้ำงตอ้งไม่เสียหำยเน่ืองจำกแรงกระท ำท่ีผูอ้อกแบบก ำหนดเอำไว ้ในทำงปฏิบติัปัญหำท่ีมกัเจอ
บ่อยๆคือ เรำไม่สำมำรถระบุค่ำท่ีถูกต้องของคุณสมบัติของวสัดุท่ีใช้ท  ำโครงถักได้อย่ำงชัดเจน 
นอกจำกน้ี เรำยงัไม่สำมำรถระบุขนำดและทิศทำงของแรงกระท ำไดอ้ยำ่งชดัเจน ควำมไม่แน่นอนของ
ปริมำณเหล่ำน้ี ส่งผลให้ผลกำรออกแบบมีควำมน่ำเช่ือถือน้อยลง หำกผูอ้อกแบบตดัสินใจเลือกค่ำ
เหล่ำนั้นเป็นตวัเลขท่ีชดัเจนดว้ยกำรสุ่ม  
 กำรแก้ปัญหำน้ีสำมำรถท ำไดห้ลำยวิธี เช่น กำรเพิ่มค่ำของควำมปลอดภยั (factor of safety) 
เขำ้ไปในเง่ือนไขบงัคบัของปัญหำกำรออกแบบ หรืออีกวิธีหน่ึงคือกำรก ำหนดฟังก์ชนัเป้ำหมำยท่ีสอง
เพื่อใช้ในกำรเพิ่มควำมน่ำเช่ือถือของโครงสร้ำง ดังแสดงในบทท่ี 6 และ 7 นอกเหนือไปจำกน้ี เรำ
สำมำรถประยุกตใ์ชว้ธีิทำงกำรออกแบบส ำหรับควำมน่ำเช่ือถือเช่นวิธี จุดท่ีเป็นไปไดม้ำกสุดของควำม
เสียหำย (most probable point of failure) เป็นตน้ นอกเหนือจำกน้ีเรำสำมำรถประยุกตใ์ชว้ิธีกำรหำ
ค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้ม (anti-optimisation, AO) เพื่อหำผลเฉลยของปัญหำกำรออกแบบลกัษณะ
น้ี 

 เน้ือหำในบทน้ีเป็นกำรสำธิตกำรออกแบบเหมำะท่ีสุดแบบตรงข้ำมของโครงข้อหมุน โดย
พิจำรณำควำมไม่แน่นอนในคุณสมบติัวสัดุท่ีใช้ก่อสร้ำงโครงถกั และควำมไม่แน่นอนของขนำดและ
ทิศทำงของแรงกระท ำ ผูว้ิจยัไดท้  ำกำรพฒันำขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรเรียกวำ่ two-level PBIL เพื่อใชใ้น
กำรหำผลเฉลยของกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้ม ผลกำรออกแบบของโครงสร้ำงกรณีศึกษำได้
แสดงให้เห็นวำ่วิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีคิดคน้ข้ึนมำมีสมรรถนะสูง สำมำรถใชห้ำผลเฉลยของปัญหำกำร
ออกแบบรูปแบบน้ีไดอ้ยำ่งมีประสิทธิภำพ  

 

8.2 ปัญหาการหาค่าเหมาะที่สุดแบบตรงข้าม 

ปัญหำกำรออกแบบทัว่ๆไปของกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกั สำมำรถเขียนไดด้งัน้ี  
 

)(min x
x

f         (8.1) 

Subject to 

 gi(x)  0, i = 1, …, m 
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เม่ือ x คือ เวกเตอร์กำรออกแบบขนำด n1×1  

        f คือ ค่ำฟังกช์นัเป้ำหมำยโดยทัว่ไปคือมวลของโครงสร้ำง  
       gi คือ เง่ือนไขบงัคบัแบบอสมกำรท่ีก ำหนดเพื่อใหโ้ครงสร้ำงมีควำมปลอดภยัภำยใตภ้ำระกระท ำ 
 เม่ือมีควำมไม่แน่นอนในปัญหำกำรออกแบบ โจทยก์ำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกัท่ีมีควำม
ไม่แน่นอนในระบบ สำมำรถเขียนไดด้งัน้ี 

 

),(min yx
x

f         (8.2) 

Subject to 

 gi(x, y)  0, i = 1, …, m 

 

เม่ือ y คือเวกเตอร์ของตวัแปรท่ีมีควำมไม่แน่นอนขนำด n2×1 มีค่ำกระจำยอยูใ่นช่วง y  [yl, yu] จำก
ปัญหำกำรออกแบบ (8.2) เพื่อท ำกำรหำผลเฉลยดว้ยวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้ม เรำสำมำรถแยก
ปัญหำกำรออกแบบออกเป็นสองปัญหำยอ่ยคือ ปัญหำแรกคือกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด (8.1) ซ่ึงเป็นปัญหำ
กำรออกแบบปกติ ส่วนปัญหำย่อยท่ีสองคือ กำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีมี y ตวัแปรออกแบบและมีค่ำ
ฟังกช์นัเป้ำหมำยเป็น  

 

],[);(max ulF yyyy
y

        (8.3) 

 

เม่ือ F คือ ฟังกช์นัท่ีบ่งช้ีสถำนะกำรณ์ท่ีเลวร้ำยท่ีสุดของโครงสร้ำงภำยใตต้วัแปร y เพื่อควำมง่ำยในกำร
ด ำเนินกำร เรำสำมำรถก ำหนดใหฟั้งกช์นัเป้ำหมำยท่ีสองคือ 
 

 F(y) = max(gi(x, y))        (8.4) 

 

ทั้งน้ีในปัญหำกำรออกแบบยอ่ยท่ีสองน้ี จะไม่มีกำรเปล่ียนแปลงค่ำของเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบดั้งเดิม 
x จำกปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้ม เรำสำมำรถกล่ำวไดว้่ำเป็นกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบ
สองระดบั (two-level optimisation) กล่ำวคือเรำหำค่ำเหมำะท่ีสุดจำกปัญหำ (8.3) จำกนั้นเซตค ำตอบ
จำก (8.3) จะเป็น feasible region ให้ปัญหำกำรออกแบบ (8.1) กำรหำผลเฉลยของ (8.3) อำจเรียกว่ำ
เป็นกำรหำผลเฉลยท่ีท ำให้สถำนกำรณ์ของโครงสร้ำงเลวร้ำยท่ีสุด (worst case scenario) ก่อนท่ีจะน ำ
ผลท่ีไดน้ี้ไปหำผลเฉลยดว้ย (8.1) เป็นระดบัท่ีสอง ดว้ยเหตุท่ีผลเฉลยของระดบัท่ีหน่ึงและสองมีควำม
ขดัแยง้กนัเสมอ จึงนิยมเรียกกระบวนกำรออกแบบลกัษณะน้ีวำ่ กำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้ม 

 ในกำรพฒันำขั้นตอนวิธีววิฒันำกำรส ำหรับหำผลเฉลยของกำรออกแบบชนิดน้ี เรำสำมำรถแบ่ง
กระบวนกำรคน้หำค ำตอบของ EAs ออกเป็นสองส่วนคือ ส่วนในกำรหำค ำตอบของ (8.1) และ (8.2) 
ซ่ึงมีแนวทำงกำรด ำเนินกำรได้หลำยรูปแบบ ในบทน้ีจะน ำเสนอกำรดัดแปลง PBIL เป็น 2-level 

PBIL เพื่อหำผลเฉลยเหมำะท่ีสุดของ (8.2)  
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8.3 วธีิ PBIL แบบสองข้ันส าหรับการหาค่าเหมาะทีสุ่ดแบบตรงข้าม 

 วิธี PBIL เป็นวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดเชิงวิวฒันำกำรท่ีประยุกต์ใช้ขั้นตอนวิธีกำรประมำณกำร
กระจำย (estimation of distribution algorithm) อยำ่งง่ำย เป็นวิธีท่ีประยุกตใ์ชแ้นวของเลขฐำนสอง
แทนเวกเตอร์ตวัแปรออกแบบเช่นเดียวกบั GA อย่ำงไรก็ตำม PBIL จะไม่ใช้ประชำกรของผลเฉลย
เลขฐำนสองในกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดเหมือน GA แต่จะใช้เวกเตอร์ควำมน่ำจะเป็น (probability 

vector) เวกเตอร์ควำมน่ำจะเป็น คือเวกเตอร์ท่ีมีขนำดเท่ำกบัขนำดของแนวตวัเลขฐำนสองท่ีใช้แทน
เวกเตอร์ตวัแปรออกแบบ ส ำหรับตวัอยำ่งของเวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็น ก ำหนดให้เวกเตอร์ของตวั
แปรออกแบบถูกแทนด้วยแนวของเลขฐำนสองท่ีมีสมำชิก 4 ตวั และในชุดประชำกรเลขฐำนสอง มี
สมำชิกทั้งหมด 4 ผลเฉลย ดงันั้นเมตริกซ์ของประชำกรเลขฐำนสองจะมีขนำดเป็น 44 เม่ือแต่ละแถว
ของเมตริกซ์คือผลเฉลยของปัญหำกำรออกแบบ จำกนิยำมเวกเตอร์ควำมน่ำจะเป็น เวกเตอร์จะมีขนำด
เป็น 14 เม่ือสมำชิกตวัท่ี i-th ของเวกเตอร์คือควำมน่ำจะเป็นในกำรมีเลข “1” ในแนวคอลมัน์ท่ี i-th 
ของเมตริกซ์ของประชำกรเลขฐำนสองดงัแสดงใน รูปที่ 8.1 จำกรูปเรำสำมำรถสรุปไดว้ำ่ เวกเตอร์ของ
ควำมน่ำจะเป็นหน่ึงเวกเตอร์สำมำรถสร้ำงเป็นประชำกรเลขฐำนสองไดห้ลำกหลำยรูปแบบ และน่ีคือจุด
แขง็ของวธีิ PBIL  

 กระบวนกำรคน้หำค ำตอบของ PBIL แสดงในขั้นตอนวิธีที่ 8.1 PBIL เร่ิมตน้กระบวนกำรดว้ย
เวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นท่ีมีสมำชิกทั้งหมดมีค่ำเป็น Pi = 0.5 จำกนั้นสร้ำงประชำกรเลขฐำนสอง
จำกเวกเตอร์น้ี เม่ือได้ผลเฉลยท่ีดีท่ีสุด b ใช้ผลเฉลยเลขฐำนสองน้ีในกำรปรับปรุงค่ำของสมำชิกใน
เวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นดงัน้ี 
 

 
iR

old
iR

new
i bLPLP  )1(       (8.5) 

 

เม่ือ Pi
old คือเอลิเมนต์ของเวกเตอร์ควำมน่ำจะเป็นในวงวนก่อนหน้ำ Pi

new คือค่ำของเอลิเมนต์ของ
เวกเตอร์ควำมน่ำจะเป็นหลงัจำกปรับปรุงค่ำ และ bi คือเอลิเมนต์ของ b ค่ำ LR เรียกว่ำอตัรำกำรเรียนรู้ 
(learning rate) ซ่ึงในท่ีน้ีคือเลขท่ีไดจ้ำกกำรสุ่ม (ทุกคร้ังท่ีมีกำรใชง้ำน) แบบ uniform ในช่วง [0.4, 

0.6] ในกำรศึกษำน้ีจะไม่มีกำรเกิดมิวเทชนัในวิธี PBIL แต่ค่ำของ Pi จะถูกปัดให้อยูใ่นช่วงของ [0.1, 

0.9] หลังจำกกำรประยุกต์ใช้ (8.5) เพื่อป้องกันกำรลู่เข้ำก่อนเวลำอนัควร กระบวนกำรค ำนวณจะ
ด ำเนินกำรไปจนกระทัง่โปรแกรมถูกสั่งใหห้ยดุคน้หำผลเฉลยเหมำะท่ีสุด ซ่ึงผลท่ีไดสุ้ดทำ้ยคือเวกเตอร์ 
b นัน่เอง 
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  Population 1 Population 2 Population 3 

0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 

1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 

0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 1 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 

Probability vectors 

[0.5,0.5,0.5,0.5] [0.5,0.5,0.5,0.5] [0.25,0.5,0,0.75] 

รูปที ่8.1 เวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็น 

 

ขั้นตอนวธีิที ่8.1 วธีิ PBIL 

Initialisation Pi = 0.5, k = 0, b = {} 

Main procedure 

1. Generate a binary population B according to Pi. 

2. Perform function evaluations f(B) and find the best solution b from B  b. 

3. Update Pi using equation (5). 

4. Set Pi to [0.1, 0.9] in cases that it is out of the interval. 

5.  If the termination condition is met, stop the procedure; otherwise, set k = k+1 and go 

to 1. 

 

ในกรณีของ PBIL ส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้ม AO แสดงในขั้นตอนวิธีที่ 8.2 ซ่ึง
ประกอบด้วยลูปซ้อนกันสองลูป เน่ืองจำก PBIL ใช้แนวของเลขฐำนสอง b แทนเวกเตอร์ตวัแปร
ออกแบบ ในท่ีน้ีจะแบ่ง b ออกเป็นสองส่วนคือ bx ส ำหรับตวัแปรออกแบบขั้นตน้ x และ by ส ำหรับ
ตวัแปรท่ีมีควำมไม่แน่นอน y จำกนั้น ท ำกำรสร้ำงประชำกรเลขฐำนสองเร่ิมตน้ดว้ยกำรสุ่ม ก ำหนดให้
แนวเลขฐำนสองท่ีดีท่ีสุดตำมปัญหำ (8.1) เป็นเวกเตอร์ b และผลเฉลยเลขฐำนสองท่ีให้ค่ำฟังก์ชัน 
(8.3) แยท่ี่สุดคือ w = {wx wy} PBIL น้ีใหเ้วกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นสองชุดส ำหรับ x และ y นัน่คือ 
Px และ Py ตำมล ำดบั นั่นหมำยควำมว่ำเซตของผลเฉลยเลขฐำนสองส ำหรับ x จะสร้ำงจำก Px และ
เขียนแทนดว้ย Bx ทั้งน้ี เม่ือท ำกำรหำค่ำฟังกช์นัจะแทนส่วนของ y ดว้ย wy ตวัแปรท่ีดีท่ีสุดจำก Bx และ 
wy เขียนแทนดว้ย b ซ่ึงประกอบดว้ย bx และ by จำกนั้นใช้ bx ในกำรปรับปรุงค่ำของ Px ดว้ยสมกำร 
(8.5)  

ลูปภำยในของ PBIL (ขั้นตอนท่ี 7-13) เป็นกำรคน้หำตวัแปร y ท่ีให้สถำนกำรณ์ท่ีแยท่ี่สุดของ
โครงสร้ำง เร่ิมตน้ด้วยกำรสร้ำงเซตของผลเฉลยเลขฐำนสองส ำหรับตวัแปร y ซ่ึงเขียนแทนดว้ย Wy 

จำกเวกเตอร์ Py ในกำรหำค่ำฟังก์ชัน่จะใช ้wx เป็นส่วนของ x จำกนั้นหำผลเฉลยท่ีให้ค่ำท่ีแยท่ี่สุดตำม
ฟังก์ชนัใน (8.3) ก ำหนดให้ w คือผลเฉลยนั้น จำกนั้นใช้ wy ซ่ึงเป็นส่วนหลงัของ w ในกำรปรับปรุง 
Py ตำมสมกำร (8.5) ลูปภำยในจะหยุดท ำงำนเม่ือวนครบรอบ NI ลูปตำมท่ีผูใ้ช้ก ำหนด ในท ำนอง
เดียวกันกำรรันของ PBIL น้ีจะหยุดเม่ือจ ำนวนลูปภำยนอกครบ NO รอบ ก ำหนดให้ NP คือขนำด
ประชำกร ดงันั้น ในกำรรัน 1 คร้ังจะใช้จ  ำนวนคร้ังในกำรวิเครำะห์โครงสร้ำงทั้งหมด NO(NI + 1)NP 

คร้ัง  
 



115 

 

ขั้นตอนวธีิที ่8.2 PBIL ส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้ม 

Initialisation Px,i = 0.5, Py,i = 0.5, and find b = {bx by} and w = {wx wy} from an initial 

population. 

Main procedure 

1. For k = 1 to NO (outer loop) 

2. Generate a binary population Bx according to Px,i and assign wy as the second part of 

every solution in Bx. The population is B = [B wy]. 

3. Perform function evaluations f(B). 

4. Find the new best solution b from B  b based on the objective function in (1). 

5. Update Px,i with bx using equation (8.5). 

6. Set Px,i to [0.1, 0.9] in cases that it is out of the interval. 

7. For j = 1 to NI (inner loop) 

8. Generate a binary population Wy according to Py,i and assign wx as the first part 

of every solution in Wy. The population is W = [wx Wy]. 

9. Perform function evaluations f(W) 

10. Find the new worst solution w from W  w based on the objective function in 

(3). 

11. Update Py,i with wy using equation (8.5). 

12. Set Py,i to [0.1, 0.9] in cases that it is out of the interval. 

13. Next j 

14. Next k 

 

8.4 การออกแบบโครงถักกรณศึีกษา 
ในกำรศึกษำน้ี ใชปั้ญหำกำรออกแบบ 4 ปัญหำในกำรทดสอบวธีิท่ีคิดคน้ข้ึนมำใหม่น้ี โดยทั้ง 4 

ปัญหำกำรออกแบบก ำหนดมำจำกกำรออกแบบโครงขอ้หมุนสองชุดคือ 10-bar truss แสดงในรูปที ่
8.2 เป็นโครงถกัสองมิติประกอบดว้ยจุดต่อ 6 จุด และเอลิเมนต ์10 ช้ินโดยท่ีจุดต่อ 1 และ 2 ถูกยดึกบัพื้น 
ส่วนจุดต่อ 4 และ 6 รับแรงในแนวด่ิง F1 และ F2 ตำมล ำดบั โครงสร้ำงท่ีสองเรียกว่ำ 25-bar truss 
ประกอบดว้ย 16 จุดต่อและ 25 เอลิเมนต ์เม่ือจุดต่อ 1 และ 12 ถูกยึดกบัพื้นและมีแรง F1 F2 F3 F2 และ 

F1 กระท ำท่ีจุดต่อ 2 4 6 8 และ 10 ตำมล ำดบั ปัญหำกำรออกแบบทั้งส่ีมีรำยละเอียดดงัน้ี 
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รูปที ่8.2 10-bar truss 

 

รูปที ่8.3 25-bar truss 

 

AOP1: sizing optimisation of the 10-bar truss 

),(max),,(min yxyx
yx

Ff        (8.6) 

Subject to 

 max(x, y) - yt  0, N/m2 

 Pi - Pcr  0, N 
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 Umax – 0.005  0, m 

 xi = di {0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09, 0.10, 0.20}, m 

 {75, 150}T  y = {F1, F2}
T  {80, 175}T, N 

เม่ือ di คือ ขนำดเส้นผำ่ศูนยก์ลำงของเอลิเมนตแ์ละ Umax คือค่ำกำรกระจดัในแนวด่ิงสูงสุดท่ีเกิดข้ึน ตวั
แปรบอกขนำดของเอลิเมนตจ์ะก ำหนดเป็นตวัแปรแบบดิสครีตเพื่อให้ใกลเ้คียงกบัปัญหำกำรออกแบบ
จริง แรงกระท ำ F1 และ F2 ถูกก ำหนดเป็นตวัแปรท่ีมีควำมไม่แน่นอน ดงันั้น ปัญหำกำรออกแบบคือ
กำรหำ x ท่ีดีท่ีสุดและในขณะเดียวกนัก็หำ F1 และ F2 ท่ีท  ำใหโ้ครงสร้ำงอยูใ่นสถำนกำรณ์ท่ีแยท่ี่สุด  

 AOP2: sizing optimisation of the 25-bar truss 

),(max),,(min yxyx
yx

Ff        (8.7) 

Subject to 

 max(x, y) - yt  0, N/m2 

 Pi - Pcr  0, N 

 Umax – 0.005  0, m 

 xi {0.06, 0.07, 0.08, 0.09, 0.10, 0.15, 0.20, 0.25}m; i = 1, ..., 13 

{150, 150, 150, 199.00×109}T  y = {F1, F2, F3, E}T  {300, 300, 300, 201.00×109}T. 

ในกรณีน้ี เรำเพิ่มค่ำมอดูลสัของยงัเป็นตวัแปรท่ีมีควำมไม่แน่นอนเพิ่มเติมจำกส่วนของแรงกระท ำ 
เพื่อใหเ้กิดควำมสมมำตร ตวัแปรก ำหนดขนำดของเอลิเมนตข์องโครงถกั มีดงัน้ี  

- x1 for d1 

-  x2 for d2 and d3 

- x3 for d4 and d5 

- x4 for d6 and d7 

- x5 for d8 and d9 

- x6 for d10 and d11 

- x7 for d12 and d13 

- x8 for d14 and d15 

- x9 for d16 and d17 

- x10 for d18 and d19 

- x11 for d20 and d21 

- x12 for d22 and d23 

- x13 for d24 and d25  
 

AOP3: shape and sizing optimisation of the 10-bar truss 

 ปัญหำกำรออกแบบท่ีสำมน้ีคือปัญหำกำรออกแบบ AOP1 โดยเพิ่มตวัแปรออกแบบก ำหนด
รูปทรงข้ึนมำอีก 4 ตวั ซ่ึงก็คือต ำแหน่งในแนวนอนและแนวตั้งของจุดต่อ 3 และ 5 โดยก ำหนดขอบเขต
ของตวัแปรก ำหนดรูปทรงเป็น  

- 0.75m  xi  0.75m for i = 11, …, 14.  

 

AOP4: shape and sizing optimisation of the 25-bar truss 

ปัญหำกำรออกแบบท่ีส่ีคือปัญหำกำรออกแบบ AOP2 โดยเพิ่มตวัแปรออกแบบก ำหนดรูปทรง
ข้ึนมำอีก 3 ตวั ซ่ึงก็คือต ำแหน่งในแนวด่ิงของจุดต่อ 3 5 7 9 และ 11 โดยท่ี x14 คือตวัแปรของจุดต่อ 3 



118 

 

และ 11 โดยท่ี x15 คือตวัแปรของจุดต่อ 5 และ 9 โดยท่ี x16 คือตวัแปรของจุดต่อ 7 โดยก ำหนดขอบเขต
ของตวัแปรก ำหนดรูปทรงเป็น - 3.00 m  xi  3.00 m ส ำหรับ i = 14, …, 16 

 วธีิหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีใชห้ำผลเฉลยของปัญหำทั้ง 8 มีดงัน้ี 

- PBILb5: This optimiser uses bx from the best solution b instead of wx from the 

worst solution w in step 8 of Algorithm 2. NI is set to be 5.  

- PBILw5: This is PBIL detailed in Algorithm 2 where NI is set to be 5.  

- PBILw5m: This is PBILw5 with GA mutation. Having generated binary 

populations in steps 2 and 8, The GA mutation is applied to the populations 

where each solution has the probability of being mutated as 0.25.  

- PBILw1: This is PBIL detailed in Algorithm 2 where NI is set to be 1. 

- PBILw10: This is PBIL detailed in Algorithm 2 where NI is set to be 10. 

 

ขนำดของประชำกรเลขฐำนสองคือ 1000 ซ่ึงหมำยควำมว่ำ ในกำรรันแต่ละคร้ังจะท ำกำร
วิเครำะห์โครงสร้ำง 15,000 คร้ัง ใช้วิธี fuzzy set ในกำรแปลงเง่ือนไขบงัคบัไปเป็นส่วนหน่ึงของค่ำ
ฟังกช์นัเป้ำหมำย ส ำหรับแต่ละปัญหำกำรออกแบบ จะใชว้ิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดใดๆหำค ำตอบ 30 คร้ังเพื่อ
สำมำรถเปรียบเทียบสมรรถนะของวิธีเหล่ำน้ีดว้ยวิธีกำรทำงสถิติได ้นอกจำกน้ี ยงัไดท้  ำกำรประยุกตใ์ช ้
HybridGA ช่ึงเป็นวธีิท่ีมีอยูใ่นวรรณกรรมเพื่อใชว้ดัสมรรถนะของ PBIL ท่ีน ำเสนอใหม่น้ี   
 

8.5 ผลการออกแบบเหมาะที่สุด  

ผลกำรออกแบบของปัญหำ AOP1 แสดงในตารางที่ 8.1 ส ำหรับปัญหำกำรออกแบบน้ี เรำไดท้  ำกำร
ก ำหนดปัญหำเพื่อให้ได้ค  ำตอบว่ำสถำนกำรณ์ท่ีเลวร้ำยท่ีสุด (worst case) ท่ีจะเกิดกบัโครงสร้ำงคือ 
เม่ือค่ำของแรงกระท ำมีค่ำเป็น {F1, F2}

T = {80, 175}TN จำกตำรำง จะเห็นได้ว่ำ HybridGA กับ 
PBIL5 ไม่สำมำรถหำค่ำแรงท่ีท ำให้เกิดสภำวะเลวร้ำยท่ีสุด ในขณะท่ีขั้นตอนวธีิ PBIL อ่ืนท่ีใช ้wx ใน
กำรปรับปรุงค่ำเวกเตอร์ควำมน่ำจะเป็นในขั้นตอนท่ี 8 ของขั้นตอนวิธีที่ 8.2 สำมำรถหำสถำนกำรณ์น้ี
ไดทุ้กวิธี  เม่ือพิจำรณำค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำยพบวำ่ PBILw1 ให้ค  ำตอบท่ีดีท่ีสุด อยำ่งไรก็ตำม PBILw1 

ไม่สำมำรถหำ worst case ไดท้ั้ง 30 คร้ัง ทั้งน้ีเป็นเพรำะว่ำ ใช้จ  ำนวนลูปในกำรหำ worst case น้อย
เกินไปนัน่เอง ซ่ึงตรงขำ้มกบั PBILw10 ซ่ึงหำ worst case ไดทุ้กคร้ัง แต่หำค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำยไดแ้ย่
สุด เน่ืองจำกใช้เวลำส่วนใหญ่ในกำรหำ worst case นั่นเอง จำกกำรเปรียบเทียบ PBILw5 และ 
PBILw5m พบวำ่ กำรเพิ่มมิวเทชนัของ GA ในวิธี PBIL ไม่มีผลต่อสมรรถนะในกำรหำผลเฉลยมำก
นกั 

ผลกำรออกแบบของปัญหำ AOP2 แสดงในตารางที่ 8.2 ส ำหรับปัญหำกำรออกแบบน้ี ค่ำของ 
worst case คือ  {F1, F2, F3, E}T = {1000, 1000, 1000, 199.0×109}T จำกตำรำงจะเห็นได้ว่ำ 
HybridGA กับ PBIL5 ไม่สำมำรถหำค่ำแรงท่ีท ำให้เกิดสภำวะเลวร้ำยท่ีสุด ในขณะท่ีขั้นตอนวิธี 
PBILอ่ืน สำมำรถหำ worst case ได้ทุกวิธี  เม่ือพิจำรณำค่ำฟังก์ชันเป้ำหมำยพบว่ำ PBILw1 ให้
ค  ำตอบท่ีดีท่ีสุด PBILw5 ให้ค  ำตอบดีกว่ำ PBILw5m ผลกำรออกแบบของ AOP3 แสดงในตำรำงท่ี 
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8.3 ซ่ึงไดผ้ลสรุปคลำ้ยกนักบัสองกรณีแรก ในปัญหำน้ี PBILw ทุกวิธีสำมำรถหำ worst case ไดท้ั้ง 
30 คร้ัง ผลกำรเปรียบเทียบของปัญหำ AOP4 แสดงในตารางที่ 8.4 PBILw1 ให้ค  ำตอบท่ีดีท่ีสุดและ 
PBILw5 ให้ค  ำตอบดีกว่ำ PBILw5m เล็กน้อย ตารางที่ 8.5 แสดงจ ำนวนคร้ังท่ีวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุด
แบบต่ำงๆ สำมำรถหำ worst case ไดจ้ำกกำรรัน 30 คร้ัง ซ่ึงจะเห็นไดว้ำ่วิธี PBILw เป็นวิธีกำรเดียวท่ี
สำมำรถหำ worst case ไดแ้ละอยูใ่นเกณฑท่ี์สำมำรถยอมรับได ้ 

ผลเฉลยท่ีดีท่ีสุดท่ีไดจ้ำก PBILw5 PBILw5m PBILw1 และ PBILw10 จำกกำรรัน 30 คร้ัง
ของปัญหำ AOP1 AOP2 AOP3 และ AOP4 แสดงในรูปที่ 8.4 8.5 8.6 และ 8.7 ตำมล ำดบั จำกรูปจะ
เห็นได้ว่ำ โครงสร้ำงท่ีได้มีรูปทรงและขนำดใกล้เคียงกนั โดยท่ีผลเฉลยจำก PBILw1 มีค่ำดีกว่ำผล
เฉลยชุดอ่ืนเล็กนอ้ย นัน่แสดงวำ่กำรก ำหนดค่ำ NI =1 หรือกำรวนลูปภำยใน 1 รอบเพื่อหำ worst case 

เพียงพอท่ีจะหำค ำตอบไดส้ ำหรับวธีิ PBILw 
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ตารางที ่8.1 Optimum results of AOP2 

MHs 
HybridGA PBILb5 PBILw5 PBILw5m PBILw1 PBILw10 

Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev 

x1 0.0453 0.0073 0.0500 0.0000 0.0500 0.0000 0.0500 0.0000 0.0500 0.0000 0.0503 0.0018 

x2 0.0463 0.0096 0.0493 0.0025 0.0500 0.0026 0.0497 0.0032 0.0477 0.0043 0.0543 0.0063 

x3 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0807 0.0025 

x4 0.0610 0.0040 0.0603 0.0018 0.0600 0.0000 0.0603 0.0018 0.0600 0.0000 0.0650 0.0068 

x5 0.0500 0.0087 0.0493 0.0025 0.0500 0.0026 0.0500 0.0000 0.0477 0.0043 0.0520 0.0041 

x6 0.0607 0.0025 0.0613 0.0051 0.0610 0.0040 0.0607 0.0025 0.0600 0.0000 0.0627 0.0064 

x7 0.0810 0.0031 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0803 0.0018 

x8 0.0517 0.0099 0.0503 0.0018 0.0500 0.0000 0.0500 0.0000 0.0500 0.0000 0.0517 0.0038 

x9 0.0427 0.0052 0.0493 0.0025 0.0500 0.0000 0.0500 0.0000 0.0483 0.0038 0.0493 0.0025 

x10 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0803 0.0018 

y1 74.7849 1.1783 77.5938 1.1768 80.0000 0.0000 80.0000 0.0000 80.0000 0.0000 80.0000 0.0000 

y2 171.5082 13.5158 165.3552 7.5152 175.0000 0.0000 175.0000 0.0000 174.9984 0.0089 175.0000 0.0000 

f(x,y) 558.7238 30.9474 567.8900 9.9080 568.7844 7.3917 568.2535 6.2552 559.2016 7.1018 594.2857 20.6724 

maxgi -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 
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ตารางที ่8.2 Optimum results of AOP3 

MHs 
HybridGA PBILb5 PBILw5 PBILw5m PBILw1 PBILw10 

Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev 

x1 0.0667 0.0106 0.0753 0.0078 0.0707 0.0037 0.0810 0.0243 0.0697 0.0032 0.0817 0.0172 

x2 0.1017 0.0091 0.1533 0.0127 0.1550 0.0201 0.1483 0.0207 0.1500 0.0000 0.1600 0.0242 

x3 0.0800 0.0037 0.0820 0.0076 0.0847 0.0073 0.0850 0.0078 0.0817 0.0046 0.0883 0.0079 

x4 0.0690 0.0109 0.0727 0.0052 0.0750 0.0078 0.0747 0.0082 0.0700 0.0037 0.0800 0.0164 

x5 0.0690 0.0109 0.0770 0.0160 0.0770 0.0084 0.0843 0.0355 0.0750 0.0051 0.0867 0.0121 

x6 0.0660 0.0104 0.0690 0.0061 0.0713 0.0035 0.0737 0.0156 0.0687 0.0043 0.0750 0.0073 

x7 0.1000 0.0000 0.1283 0.0252 0.1500 0.0131 0.1517 0.0207 0.1500 0.0000 0.1500 0.0186 

x8 0.0923 0.0043 0.1027 0.0131 0.0997 0.0018 0.1053 0.0229 0.0993 0.0025 0.1050 0.0185 

x9 0.0680 0.0092 0.0730 0.0065 0.0727 0.0069 0.0767 0.0103 0.0720 0.0081 0.0843 0.0155 

x10 0.0680 0.0096 0.0750 0.0078 0.0760 0.0097 0.0793 0.0083 0.0710 0.0031 0.0827 0.0108 

x11 0.0657 0.0068 0.0770 0.0099 0.0727 0.0074 0.0770 0.0158 0.0697 0.0032 0.0820 0.0167 

x12 0.1500 0.0000 0.1500 0.0000 0.1517 0.0091 0.1517 0.0091 0.1500 0.0000 0.1583 0.0190 

x13 0.0777 0.0057 0.0847 0.0090 0.0873 0.0078 0.0907 0.0087 0.0840 0.0056 0.0913 0.0221 

y1 150.0000 0.0000 279.9365 13.8161 297.8886 11.5648 293.5239 21.5257 300.0000 0.0000 299.7019 1.6330 

y2 150.0000 0.0000 278.6706 15.4757 296.4614 19.3818 289.2913 33.1890 300.0000 0.0000 298.5484 7.9508 

y3 150.0000 0.0000 252.3558 33.5946 297.3412 14.5631 289.8240 31.2534 300.0000 0.0000 297.0088 16.3835 

y4 
2.009E+1

1 

5.409E+0

7 

2.001E+1

1 

5.567E+0

8 

1.990E+1

1 

1.820E+0

7 

1.991E+1

1 

3.734E+0

8 

1.990E+1

1 

4.828E+0

7 

1.990E+1

1 

8.067E+0

7 

f(x,y) 4751.2034 230.5610 5974.5867 363.5549 6222.8573 456.2727 6566.8994 1086.3438 5912.7947 92.7879 7045.4299 1006.9112 

maxg

i -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 
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ตารางที ่8.3 Optimum results of AOP4 

MHs 
HybridGA PBILb5 PBILw5 PBILw5m PBILw1 PBILw10 

Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev 

x1 0.0467 0.0084 0.0517 0.0053 0.0520 0.0041 0.0513 0.0043 0.0490 0.0031 0.0533 0.0084 

x2 0.0477 0.0107 0.0510 0.0040 0.0503 0.0018 0.0513 0.0035 0.0507 0.0045 0.0543 0.0082 

x3 0.0833 0.0048 0.0867 0.0055 0.0863 0.0067 0.0867 0.0048 0.0860 0.0050 0.0873 0.0069 

x4 0.0603 0.0049 0.0577 0.0082 0.0607 0.0098 0.0577 0.0068 0.0563 0.0076 0.0610 0.0099 

x5 0.0570 0.0070 0.0543 0.0068 0.0590 0.0092 0.0533 0.0071 0.0553 0.0078 0.0583 0.0105 

x6 0.0613 0.0043 0.0603 0.0072 0.0617 0.0079 0.0603 0.0093 0.0577 0.0043 0.0653 0.0107 

x7 0.0720 0.0130 0.0783 0.0046 0.0773 0.0058 0.0797 0.0056 0.0760 0.0081 0.0793 0.0087 

x8 0.0457 0.0082 0.0507 0.0037 0.0500 0.0037 0.0507 0.0037 0.0490 0.0031 0.0523 0.0082 

x9 0.0440 0.0056 0.0510 0.0031 0.0507 0.0025 0.0497 0.0032 0.0483 0.0038 0.0507 0.0045 

x10 0.0787 0.0035 0.0787 0.0051 0.0797 0.0041 0.0770 0.0047 0.0780 0.0048 0.0810 0.0055 

x11 0.0518 0.1773 0.3132 0.2705 0.1478 0.3773 0.3319 0.3448 0.2337 0.3527 0.2345 0.4409 

x12 0.5991 0.1766 0.5610 0.1850 0.6211 0.1079 0.5072 0.2017 0.6345 0.1444 0.5174 0.1896 

x13 -0.6919 0.1381 -0.5828 0.1442 -0.5369 0.2001 -0.4271 0.2176 -0.6712 0.1039 -0.4691 0.2160 

x14 0.6804 0.1490 0.5697 0.1723 0.5550 0.1935 0.5924 0.1489 0.6494 0.1410 0.5549 0.1754 

y1 75.3793 1.2182 78.1703 1.5065 80.0000 0.0000 80.0000 0.0000 80.0000 0.0000 80.0000 0.0000 

y2 170.9637 7.2167 166.1746 7.4693 175.0000 0.0000 175.0000 0.0000 175.0000 0.0000 175.0000 0.0000 

f(x,y) 479.4000 34.7275 529.8728 21.6285 535.8320 21.6881 534.5283 22.3252 501.9159 11.7035 574.2029 37.1328 

maxgi -0.0047 0.0009 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 
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ตารางที ่8.4 Optimum results of AOP5 

MHs 
HybridGA PBILb5 PBILw5 PBILw5m PBILw1 PBILw10 

Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev 

x1 0.0787 0.0157 0.0787 0.0082 0.0813 0.0111 0.0800 0.0105 0.0730 0.0065 0.0870 0.0115 

x2 0.1233 0.0286 0.1533 0.0127 0.1483 0.0091 0.1500 0.0131 0.1500 0.0000 0.1577 0.0311 

x3 0.0830 0.0174 0.0780 0.0119 0.0833 0.0175 0.0810 0.0171 0.0717 0.0087 0.0903 0.0227 

x4 0.0770 0.0124 0.0810 0.0212 0.0787 0.0111 0.0747 0.0104 0.0727 0.0087 0.0883 0.0261 

x5 0.0807 0.0141 0.0770 0.0079 0.0803 0.0096 0.0803 0.0110 0.0717 0.0065 0.0847 0.0117 

x6 0.0793 0.0131 0.0740 0.0062 0.0783 0.0099 0.0770 0.0088 0.0710 0.0031 0.0857 0.0205 

x7 0.1200 0.0249 0.1483 0.0091 0.1533 0.0183 0.1567 0.0217 0.1517 0.0091 0.1557 0.0310 

x8 0.0893 0.0187 0.0857 0.0176 0.0840 0.0214 0.0840 0.0181 0.0750 0.0107 0.0963 0.0318 

x9 0.0780 0.0140 0.0807 0.0098 0.0827 0.0120 0.0777 0.0094 0.0747 0.0094 0.0833 0.0163 

x10 0.0810 0.0106 0.0783 0.0095 0.0783 0.0105 0.0777 0.0101 0.0713 0.0035 0.0817 0.0162 

x11 0.0817 0.0109 0.0773 0.0098 0.0823 0.0205 0.0767 0.0152 0.0707 0.0052 0.0850 0.0242 

x12 0.1500 0.0000 0.1533 0.0127 0.1500 0.0000 0.1500 0.0000 0.1500 0.0000 0.1540 0.0234 

x13 0.0857 0.0161 0.0823 0.0168 0.0860 0.0203 0.0823 0.0165 0.0737 0.0089 0.0940 0.0302 

x14 -1.3764 0.8037 -1.9818 0.7962 -1.8035 0.7824 -1.5169 0.9604 -1.8596 0.7010 -1.5277 1.0779 

x15 -0.6342 0.7655 -0.9292 1.0364 -0.6835 1.0393 -0.5185 0.9608 -0.7484 0.9619 -0.5791 1.3451 

x16 -0.4087 0.7922 -0.3812 1.1555 -0.3243 1.1576 -0.1742 1.0618 -0.4516 0.9760 -0.3193 1.3226 

y1 194.0161 59.2515 238.8221 48.0552 300.0000 0.0000 300.0000 0.0000 300.0000 0.0000 299.5406 2.5164 

y2 168.5592 35.6225 251.6178 31.7033 300.0000 0.0000 300.0000 0.0000 300.0000 0.0000 296.8964 16.9992 

y3 239.6624 57.7826 231.6178 47.0528 300.0000 0.0000 300.0000 0.0000 300.0000 0.0000 299.4868 2.8109 

y4 
1.995E+1

1 

6.119E+0

8 

1.999E+1

1 

5.890E+0

8 

1.990E+1

1 

0.000E+0

0 

1.990E+1

1 

0.000E+0

0 

1.990E+1

1 

0.000E+0

0 

1.990E+1

1 

1.902E+0

8 

f(x,y) 5222.3215 813.5479 5440.5355 524.4721 5616.7374 429.4775 5679.4132 654.9014 4938.2933 266.2513 6585.0710 1474.1376 

maxg

i -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 -0.0050 0.0000 68.9978 377.9440 
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ตารางที ่8.5 Number of worst cases found by the optimisers 

MHs AOP1 AOP2 AOP3 AOP4 

HybridGA 0 0 0 0 

PBILb5 0 0 0 0 

PBILw5 30 29 30 30 

PBILw5m 30 27 30 30 

PBILw1 29 24 30 30 

PBILw10 30 29 30 29 

 

รูปที ่8.4 ผลเฉลยเหมำะท่ีสุด AOP1  

 

 

รูปที ่8.5 ผลเฉลยเหมำะท่ีสุด AOP2 
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รูปที ่8.6 ผลเฉลยเหมำะท่ีสุด AOP3 

 

รูปที ่8.7 ผลเฉลยเหมำะท่ีสุด AOP4 

 

8.6 สรุปและวจิารณ์ 

วธีิ PBILw ท่ีพฒันำข้ึนมำเป็นขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรท่ีมีประสิทธิภำพสูง สำมำรถใชใ้นกำรหำ
ผลเฉลยของปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้มของโครงถกัไดอ้ยำ่งมีประสิทธิภำพ เป็นวิธีกำรท่ี
สำมำรถหำ worst case ของปัญหำกำรออกแบบไดแ้ละในขณะเดียวกนัก็สำมำรถหำผลเฉลยเหมำะ
ท่ีสุดของปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดเบ้ืองตน้ (8.1) ไดพ้ร้อมกนัในกำรรัน 1 รอบ เม่ือเปรียบเทียบกบัวิธี
ท่ีพฒันำมำก่อน PBILw มีประสิทธิภำพสูงกว่ำอย่ำงมีนัยส ำคญั ส่วนวิธี fuzzy set theory สำมำรถ
น ำมำใชแ้กปั้ญหำเง่ือนไขบงัคบัในปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบมีเง่ือนบงัคบัไดอ้ยำ่งมีประสิทธิภำพ 
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บทที ่9 การหาค่าเหมาะทีสุ่ดของโครงถักด้วยขั้นตอนวธีิแบบผสม 
 

9.1 ความน า 
             เน้ือหำในบทน้ีเป็นตวัอยำ่งกำรพฒันำขั้นตอนวธีิวิวฒันำกำรแบบผสมเพื่อกำรออกแบบโครงถกั 
วธีิ PBIL ซ่ึงปกติจะใชเ้ลขฐำนสองในกำรหำผลเฉลยจะถูกพฒันำมำใชเ้ลขจ ำนวนจริง ดงันั้นจึงเรียกวำ่ 
PBIL แบบใช้จ  ำนวนจริงและเขียนแทนดว้ย RPBIL จำกนั้นน ำเสนอกำรปรับปรุง RPBIL เพื่อหำค่ำ
เหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำย และท ำกำรผสมระหวำ่ง RPBIL กบัขั้นตอนวิธีววิฒันำกำรเชิงอนุพนัธ์ 
DE เพื่อให้ไดว้ิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุด แบบหลำยเป้ำหมำยท่ีมีสมรรถนะในหำกำรผลเฉลยท่ีดีกวำ่ จำกนั้น
ท ำกำรผสม RPBIL แบบหลำยเป้ำหมำยกบั approximate gradient เพื่อเพิ่มสมรรถนะของ RPBIL 

วธีิผสมทั้งสองแบบจะถูกน ำมำใชห้ำผลเฉลยของกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยของโครงถกั
และเปรียบเทียบผลท่ีไดก้บัขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำยชนิดอ่ืนท่ีพฒันำมำก่อน เพื่อเป็น
กำรยนืยนัวำ่วธีิผสมผสำนท่ีคิดคน้ข้ึนมำใหม่น้ี เป็นขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรท่ีมีประสิทธิภำพสูง 
    

9.2 RPBIL ส าหรับการหาค่าเหมาะทีสุ่ดแบบเป้าหมายเดียว 
RPBIL ในท่ีน้ีพฒันำเพื่อใชใ้นกำรหำผลเฉลยของปัญหำกำรออกแบบเหมำะท่ีสุด ท่ีมีขอบเขต

ของตวัแปรออกแบบ (bound-constrained optimisation) ซ่ึงสำมำรถเขียนไดด้งัน้ี 

 
   UxLx

x
);(min f  

 

เม่ือ x คือ เวกเตอร์ตวัแปรออกแบบขนำด n1 f คือฟังก์ชนัเป้ำหมำยและ L และ U คือขอบเขตบนและ
ล่ำงของ x ตำมล ำดบั แนวคิดของ RPBIL จะคลำ้ยกบั PBIL ดั้งเดิมคือใชเ้วกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็น
ในกำรสร้ำงประชำกรหรือกลุ่มของผลเฉลย ในกรณีของ PBIL แบบใช้แนวของเลขฐำนสอง เรำใช้
เวกเตอร์ของควำมน่ำจะเป็นเพื่อเป็นตวัแทนของกำรกระจำยของประชำกร แต่ในกรณีของ RPBIL เรำ
จะใช้เมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น (probability matrix) เพื่อเป็นตวัแทนของประชำกรเลขจ ำนวนจริง 
ก ำหนดให้เมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น มีขนำดเป็น nnI เม่ือ nI คือจ ำนวนคอลัมน์ของเมตริกซ์ซ่ึง
ผูอ้อกแบบตอ้งระบุค่ำ พิจำรณำปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดในปริภูมิสองมิติ 

2,1;55 subject to

32)(min
2

221

2

1





ix

xxxxf

i

x
x  

ก ำหนดให้เมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นมีขนำดเป็น 24 ซ่ึงหมำยควำมวำ่ ขอบเขตของตวัแปรจะถูก
แบ่งออกเป็น 4 ช่วงเท่ำๆกนั ดงัน้ี [-5, -2.5) [-2.5, 0) [0, 2.5) และ [2.5, 5] ก ำหนดให้เอลิเมนต์ของ
เมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น Pij แสดงในตารางที่ 9.1 ซ่ึงแสดงให้เห็นว่ำเอลิเมนต์ของ x จะสอดคลอ้งกบั
แถวของเมตริกซ์  
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ตารางที ่9.1 ตวัอยำ่งของเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น 

 

  

 

 

 

 

 

 

ตารางที ่9.2 กำรสร้ำงประชำกรเลขจ ำนวนจริงจำกเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

ค่ำของ Pij คือ ควำมน่ำจะเป็นท่ีเอลิเมนต์ xi จะถูกสุ่มสร้ำงข้ึนมำในช่วงท่ี j ก ำหนดให้ขนำด
ของประชำกรคือ NP = 8 ดงันั้น จ  ำนวนของ xi ท่ีจะถูกสุ่มสร้ำงข้ึนในช่วงท่ี j สำมำรถค ำนวณไดจ้ำก 
round(NP.Pij) ตารางที่  9.2  แสดงตัวอย่ำงกำรสร้ำงตัวแปรออกแบบจ ำนวนจริงด้วยหลักกำรน้ี 
ยกตวัอยำ่งเช่น จ ำนวนของ x1 ท่ีจะถูกสร้ำงแบบสุ่มจำกช่วงยอ่ยท่ี 3 คือ round(3/88) = 3 และไดท้ ำ
กำรสุ่มตวัอย่ำง ดงัแสดงในตำรำง เม่ือได้ตวัเลขครบตำมท่ีตอ้งกำร กล่ำวคือค่ำตวัเลขของ x1 และ x2 

อยำ่งละ 8 ค่ำ จำกนั้นท ำกำรสลบัต ำแหน่งของค่ำเหล่ำนั้นแบบสุ่มจะไดป้ระชำกรเลขจ ำนวนจริงท่ีสร้ำง
จำกเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นน้ี ดงัแสดงในตำรำง (ก ำหนดให ้R คือเมตริกซ์ของประชำกรเลขจ ำนวนจริง
ท่ีสร้ำงข้ึนมำ)  
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Subintervals -5 ≤ xi < -2.5  -2.5 ≤ xi < 0  0 ≤ xi < 2.5  2.5 ≤ xi ≤ 5  

x1  1/8  2/8  3/8  2/8  

x2  2/8  1/8  3/8 2/8 

Subintervals -5 ≤ xi < -2.5  -2.5 ≤ xi < 0  0 ≤ xi < 2.5  2.5 ≤ xi ≤ 5  

x1  -3.00 -2.15, -0.75 0.20, 0.05, 1.25 3.25, 4.00 

x2  -4.00, -2.75 -1.75 1.00, 0.50, 2.15 2.75, 4.50 

Randomly permutate the positions in each row 

x1  -0.75, -3.00, 1.25, 0.20, 3.25, -2.15, 4.00, 0.05  

x2  0.50, -2.75, 2.75, -4.00, 2.15, 4.50, -1.75, 1.00  
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รูปที ่9.1 กำรกระจำยตวัของสมำชิกในประชำกำรเลขจ ำนวนจริง 

 

รูปที่ 9.1 แสดงต ำแหน่งและกำรกระจำยตวัของผลเฉลยท่ีสร้ำงข้ึนมำจำกเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นใน
ตารางที ่9.1 ซ่ึงจะเห็นไดว้ำ่จุด x1 ให้ค่ำฟังก์ชนัเป้ำหมำยดีท่ีสุด ดว้ยเหตุน้ี เรำจะท ำกำรปรับปรุงค่ำของ 
Pij ในรูปแบบท่ีวำ่ Pij ในรอบถดัไปจะสร้ำงประชำกรท่ีมีสมำชิกส่วนใหญ่อยูใ่นบริเวณใกลเ้คียงกบั x1 

ด้วยแนวคิดน้ี ค่ำของ P12 ควรจะถูกปรับให้สูงข้ึน เพรำะ x1,1 = -0.75 อยู่ในช่วงย่อยท่ีสอง (อำ้งอิง
ตารางที่ 9.2) ในท ำนองเดียวกนัค่ำของ P23 ควรถูกปรับให้สูงข้ึน เพรำะ x1,2 = 0.50 อยูใ่นช่วงยอ่ยท่ี 3 
สมกำรท่ีใชใ้นกำรปรับค่ำของ Pij คือ 

)())(1( jLPjLP
R

old

ijRij
        (9.1) 

))(exp()( 2

0
rjLjL

RR
        (9.2) 
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ขั้นตอนวธีิที ่9.1 RPBIL ส ำหรับฟังกช์นัเป้ำหมำยเดียว 

Input: NG, nI, objective function name (fun) 

Output: xbest, fbest 

Initialization: Pij = 1/ nI, x
best = {}  

1: For i = 1 to NG 

2: Generate a real code population X from Pij (ดูตวัอยำ่งในตารางที่ 9.2) and find f = 

fun(X) 

3: Find new xbest from X and xbest from the previous generation 

4: Update Pij based on the new xbest (Equations (9.1), (9.2), (9.3)) 

5: End 

 

9.3 การผสม RPBIL และ DE ส าหรับการหาค่าเหมาะทีสุ่ดแบบหลายเป้าหมาย 

กำรขยำยผลวิธี RPBIL เพื่อใช้ในกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำย สำมำรถท ำไดใ้น
รูปแบบเดียวกนักบักำรขยำยผลของวิธี PBIL ท่ีใช้เลขฐำนสองจำกวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบเป้ำหมำย
เดียวไปเป็นวิธีแบบหลำยเป้ำหมำย (หวัขอ้ท่ี 3.4) ซ่ึงในเบ้ืองตน้เรำท ำกำรขยำยจำกกำรใชเ้วกเตอร์ควำม
น่ำจะเป็นตวัเดียวไปเป็นหลำยเวกเตอร์เพื่อให้เกิดควำมหลำกหลำยในกำรสร้ำงประชำกร (population 

diversity) ซ่ึงเป็นหน่ึงในกลไกท่ีส ำคญัท่ีสุดส ำหรับขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำย ดว้ย
หลักกำรน้ี RPBIL ส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยจะใช้เมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น
หลำยๆตวั เพื่อใชใ้นกำรสร้ำงประชำกรเลขจ ำนวนจริงในกระบวนกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด เน่ืองจำกเป็น
กำรใชเ้มตริกซ์หลำยๆตวัซ้อนกนัอยู ่ดงันั้นเรำอำจเรียกแต่ละเมตริกซ์ในกลุ่มของเมตริกซ์น้ีวำ่ ถำดของ
ควำมน่ำจะเป็น (probability tray) ก ำหนดให้จ  ำนวนชั้นของเมตริกซ์ท่ีใช้งำนคือ NT ดงันั้นเซตของ
เมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นส ำหรับ RPBIL แบบหลำยเป้ำหมำย (เขียนแทนดว้ย MRPBIL) ก็คือเมตริกซ์
สำมมิติขนำด n×nI×NT โดยในแต่ละชั้นของเมตริกซ์จะถูกใชใ้นกำรสร้ำงประชำกรยอ่ยจ ำนวน NP/NT 

ผลเฉลย  
กระบวนกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยด้วย MRPBIL แสดงในขั้นตอนวิธีที่ 9.2 

โดยเร่ิมตน้ด้วย เมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นสำมมิติท่ีมีค่ำของเอลิเมนต์เป็น Pij = 1/ nI ในแต่ละชั้นของ
เมตริกซ์ย่อย นอกจำกน้ีตอ้งท ำกำรสร้ำงเมตริกซ์เพื่อเก็บผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ A ข้ึนมำเพื่อเก็บผล
เฉลยพำเรโตในแบบคู่ขนำน จำกนั้นสร้ำงประชำกรเลขจ ำนวนจริงจำกเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นสำมมิติน้ี
ในรูปแบบคลำ้ยๆกบั PBIL แบบหลำยเป้ำหมำยในหวัขอ้ 3.4 เม่ือไดป้ระชำกรแลว้ท ำกำรหำค่ำฟังก์ชนั
เป้ำหมำยและหำผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ (non-dominated solutions) จำกนั้นบนัทึกผลเฉลยท่ีไม่ถูก
ครอบง ำเหล่ำน้ีลงในเมตริกซ์ A ขั้นตอนถดัไปเป็นกำรปรับค่ำของเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นสำมมิติ ใน
ขั้นตอนวิธีที่ 9.1 เรำใช้ xbest ผลเฉลยท่ีดีท่ีสุดท่ีคน้เจอเป็นตวัปรับค่ำเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็น ในกรณี
ของ MRPBIL เรำจะใช้สมำชิกใน A เป็นตวัปรับค่ำของแต่ละถำดในเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นสำมมิติ 
นัน่หมำยควำมวำ่ เรำตอ้งกำรผลเฉลย NT ตวัจำก A เพื่อมำปรับค่ำของเมตริกซ์สำมมิติ ซ่ึงมีทั้งหมด NT 

ถำด ในงำนวิจยัน้ี เรำใช้วิธี clustering เช่นวิธี k-mean เพื่อจดักลุ่มสมำชิกใน A ออกเป็น NT กลุ่ม 
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จำกนั้นหำจุดศูนยก์ลำงของแต่ละกลุ่มซ่ึงเขียนแทนดว้ย rG และเรำจะใช้ rG ในรูปแบบเดียวกนักบัเรำ
ใช ้xbest ปรับปรุงค่ำของเมตริกซ์ของควำมน่ำจะเป็นในขั้นตอนวิธีที่ 9.1 ในกรณีท่ีจ ำนวนสมำชิกใน A 

มีมำกเกินไป ซ่ึงจะส่งผลให้คอมพิวเตอร์ใช้ควำมจ ำ (memory) มำกเกินไป ส่งผลให้กำรรันเกิดควำม
ล่ำช้ำ เรำจะใช้วิธี clustering ในกำรกรองเอำสมำชิกบำงส่วนออกจำก A เม่ือได้เมตริกซ์ควำมน่ำจะ
เป็นสำมมิติท่ีปรับค่ำใหม่ ท ำกำรสร้ำงประชำกรเลขจ ำนวนจริงข้ึนมำพร้อมหำค่ำฟังก์ชันเป้ำหมำย 
จำกนั้นปรับปรุงเมตริกซ์ A โดยกำรแทนท่ีสมำชิกเดิมดว้ยสมำชิกชุดใหม่ท่ีเป็นผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำ
ท่ีหำมำจำกกำรรวมสมำชิกเดิมใน A และประชำกรเลขจ ำนวนจริงท่ีสร้ำงข้ึนมำใหม่ กระบวนกำร
ด ำเนินกำรซ ้ ำเป็นรอบๆ จนกระทัง่ไดข้อบหนำ้พำเรโตท่ีเหมำะสม 

ขั้นตอนวธีิที ่9.2  RPBIL ส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำย  
Input: NG, nI, NT, objective function name (fun), Pareto archive size (NA) 

Output: xbest, fbest 

Initialization: Pij = 1/ nI for each tray, a Pareto archive A = {}  

1: For i = 1 to NG 

2: Generate a real code population X from the probability trays and find f = fun(X) 

3: Find non-dominated solutions from XA and replace the members in A with 

these solutions. 

4:  Group the non-dominated solutions into NT groups using a clustering technique, 

and find the centroid rG of each group. 

5: Update each tray Pij based on rG. 

6: If the number of archive members is larger than NA, remove some of the members 

using a clustering technique. 

7: End 

 

 ปัญหำท่ีมกัเกิดข้ึนเม่ือรัน MRPBIL คือ ถึงแมจ้ะมีสรรถนะในกำรหำค ำตอบเป็นท่ียอมรับได้
แต่เน่ืองจำกเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นสำมมิติมกัจะสร้ำงกลุ่มผลเฉลยท่ีอยูบ่ริเวณ rG เท่ำนั้น ท ำให้ควำม
หลำกหลำยของประชำกรมีนอ้ย ดงันั้นจึงตอ้งหำวิธีเพิ่มควำมหลำกหลำยของประชำกร ซ่ึงในท่ีน้ีเรำจะ
ผสมผสำนตวัด ำเนินกำรของ DE เขำ้มำสร้ำงควำมหลำกหลำยใหก้บัประชำกรเลขจ ำนวนจริงท่ีสร้ำงมำ
จำกเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นสำมมิติ กระบวนท่ีเพิ่มข้ึนมำจำก MRPBIL ในขั้นตอนวิธีที่ 9.2 แสดงใน
ขั้นตอนวิธีที่ 9.3 เม่ือท ำกำรสร้ำงประชำกรผลเฉลยจ ำนวนจริงจำกเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นสำมมิติแลว้ 
น ำผลเฉลยทั้งหมดในประชำกรน้ีมำท ำกำรมิวเทชนัและครอสโอเวอร์แบบ DE/best/1/bin โดยค ำว่ำ 
best ในท่ีน้ีคือ กำรเลือกสมำชิกใน A (เขียนแทนด้วย p) และสมำชิกในประชำกรใหม่มำแบบสุ่ม 
จำกนั้ นท ำกำรมิวเทชันและครอสโอเวอร์ ดังแสดงในขั้นตอนท่ี 5 ในขั้นตอนวิธีที่  9.3 และวิธี
ววิฒันำกำรใหม่น้ี เรียกวำ่ RPBIL-DE  
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ขั้นตอนวธีิที ่9.3 RPBIL-DE ส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำย 
Input: NG, NP, nI, NT, objective function name (fun), Pareto archive size (NA) 

Output: xbest, fbest 

Initialization: Pij = 1/ nI for each tray  

            : Generate a real code population X from the probability trays and find f = 

fun(X) 

                    : Find a Pareto archive A 

1: For i = 1 to NG 

2:  Group the non-dominated solutions into NT groups using a clustering technique, 

and find the centroid rG of each group. 

3: Update each tray Pij based on rG. 

4: Generate a real code population X from the probability trays.  

5: For j = 1 to NP recombine X and A using DE operators 

       5.1: Select p from A randomly. 

     5.2: Select q and r from X randomly, q  r.  

      5.3: Calculate c = p + F(q – r) 

      5.4: Set ci into the interval Li  ci  Ui if it is outside the bounds. 

      5.5: If rand < pc, perform crossover 

  5.5.1: For k = 1 to n 

                     5.5.2:    If rand < CR, yk = ck 

  5.5.3:    Otherwise, yj,k = pk 

  5.5.4: End 

6:  End 

7:  New real-code population is Y = {y1, ..., yj, ..., yNP} and find f = fun(Y) 

8: Find non-dominated solutions from YA and replace the members in A with 

these solutions. 

9: If the number of archive members is larger than NA, remove some of the members 

using a clustering technique. 

10: End 

 

9.4 การทดสอบสมรรถนะ 

เพื่อทดสอบสมรรถนะของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแบบหลำยเป้ำหมำยท่ีพฒันำข้ึนมำใหม่ จะ
ทดสอบวิธี RPBIL-DE กับ MOEAs ท่ีมีมำก่อนและได้รับกำรยอมรับว่ำมีประสิทธิภำพสูง ใน
เบ้ืองต้น  จะทดสอบกับปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ี สุดแบบสองเป้ำหมำยท่ีไม่ มี เง่ือนไขบังคับ 
(unconstrained bi-objective optimisation) ท่ีถือเป็นปัญหำทดสอบมำตรฐำน ซ่ึงประกอบด้วย
ปัญหำ ZDT1 ZDT2 ZDT3 ZDT4 และ ZDT6 นอกจำกนั้น จะมีปัญหำทดสอบมำตรฐำนของกำร
หำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยท่ีมีเง่ือนไขบงัคบั CF1-CF7 ส่วน MOEAs ท่ีใชใ้นกำรทดสอบ
เปรียบเทียบสมรรถนะประกอบดว้ย 

- BPBIL using binary codes with mutation probability and mutation shift being 0.05 

and 0.2 respectively.  

- UPS-EMOA using crossover probability, scaling factor, probability of choosing 

element from offspring in crossover, minimum population size, and burst size 

being 0.7, 0.8, 0.5, 10, and 25 respectively. 
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- SPEA2 using real codes with crossover and mutation rates of 1.0 and 0.1 

respectively. 

- MPSO using the starting inertia weight, ending inertia weight, cognitive learning 

factor, and social learning factor being 0.5, 0.01, 0.5 and 0.5 respectively. The 

best solution for computing a velocity vector is randomly selected from a Pareto 

archive. The adaptive grid algorithm is used as an archiving technique.  

- NSGA-II using real codes with crossover mutation probabilities as 1.0 and 0.1 

respectively. 

- RPBIL using real codes with NI = 40 where each probability tray produces 5 

design solutions. 

- RPBIL-DE using real codes with NI = 40 where each probability tray produces 5 

design solutions. Crossover probability, scaling factor and probability of choosing 

an element from an offspring in crossover for DE operators are set as 0.7, 0.8, and 

0.5 respectively. 

- DMOEA using real codes with temperature and mutation rate of 1000 and 1 

respectively. 

- DEMO using real codes with crossover probability, scaling factor and probability 

of choosing an element from an offspring in crossover for DE operators being 0.7, 

0.8, and 0.5 respectively.  

- MOEA/D using real codes with number of neighboring weight vectors, crossover 

and mutation probabilities being 6, 1.0, and 0.1 respectively. 

วธีิ MOEAs ทั้งหมด ยกเวน้ UPS-EMOA ใชป้ระชำกรขนำด 100 และใชจ้  ำนวนรอบในกำร
หำผลเฉลยเป็น 250 รอบ ส ำหรับปัญหำ ZTDs และใชป้ระชำกรขนำด 100 และใชจ้  ำนวนรอบในกำร
หำผลเฉลยเป็น 250 รอบ ส ำหรับปัญหำ CFs ขนำดของเมตริกซ์เก็บผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำคือ 500 
ยกเวน้กรณีของ NSGA-II และ DEMO ท่ีเก็บผลเฉลยท่ีไม่ถูกครอบง ำในเมตริกซ์ประชำกรผลเฉลย 
แต่ละวิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดจะถูกใชห้ำผลเฉลยของแต่ละปัญหำกำรออกแบบ 30 คร้ังเพื่อสำมำรถเปรียบ
ทำงสถิติได ้ส่วนตวัช้ีวดัท่ีใช้คือ ค่ำ hypervolume หรือ HV ซ่ึงถ้ำค่ำ HV สูงกว่ำแสดงว่ำสมรรถนะ
ในกำรหำผลเฉลยพำเรโตดีกวำ่ 

จำกตารางที่ 9.3 วิธีท่ีดีท่ีสุด (วดัจำก hypervolume) ส ำหรับปัญหำ ZDT1 ZDT2 ZDT3 

และ  ZDT6 คือวิธี  MOEA/D ส่วนวิธี NSGA-II ให้ค  ำตอบดีท่ี สุดในกรณีของปัญหำทดสอบ
มำตรฐำน ZDT4 วิธีท่ีดีอนัดับสองส ำหรับ  ZDT1 และ ZDT2 คือ BPBIL ในขณะท่ี RPBIL-DE 

เป็นวิธีท่ีดีอนัดบัสองในกรณีของ ZDT3 และ ZDT6 ส ำหรับ ZDT4 วิธีท่ีดีอนัดบัสองคือ MOEA/D 
วธีิท่ีให้ค  ำตอบแยท่ี่สุดคือ MPSO ส ำหรับปัญหำกำรออกแบบ ZTD1-3 ส่วนอีกสองปัญหำท่ีเหลือ วิธี
ท่ีให้ค  ำตอบแย่ท่ีสุดคือ RPBIL ถ้ำดูจำกค่ำเฉล่ียของ HV เรำสำมำรถสรุปได้ว่ำ วิธี ท่ี ดี ท่ี สุดคือ 
MOEA/D  

ผลกำรเปรียบเทียบค่ำ HV ในกรณีของปัญหำทดสอบมำตรฐำน CFs แสดงในตารางที ่9.4 จำก
ตำรำงพบว่ำ วิธีท่ีดีท่ีสุดส ำหรับ CF2 และ CF5 คือ RPBIL-DE วิธีท่ีดีท่ีสุดส ำหรับ CF4 และ CF7 

คือ DEMO ส่วนวิธีท่ีดีท่ีสุดส ำหรับ CF1 CF3 และ CF6 คือ SPEA2 NSGA-II และ MOEA/D 
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ตำมล ำดบั วิธีท่ีดีอนัดบัสองส ำหรับ CF1 และCF5 คือ RPBIL-DE และ DEMO ตำมล ำดบัส่วนวิธีท่ี
ดีอนัดบัสองของปัญหำกำรออกแบบท่ีเหลือ คือ SPEA2 ในชุดของปัญหำกำรทดสอบมำตรฐำน CFs 

วิธีท่ีให้ค  ำตอบแยท่ี่สุดยงัคงเป็น RPBIL และ MPSO โดยภำพรวมแลว้ RPBIL-DE เป็นวิธีท่ีดีท่ีสุด
ส ำหรับปัญหำทดสอบมำตรฐำน CF1-7 ซ่ึงเป็นกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยท่ีมีเง่ือนไข
บงัคบั ผลกำรทดสอบทำงสถิติ Friedman test แสดงใหเ้ห็นวำ่ค่ำ HV ท่ีไดจ้ำกวธีิต่ำงๆมีควำมแตกต่ำง
กนัอยำ่งมีนยัส ำคญั 

ตารางที่  9.5  แสดงผลกำรจัดล ำดับสมรรถนะของ MOEAs โดยกำรทดสอบทำงสถิติ 
Wilcoxson rank sum test ซ่ึงสำมำรถสรุปได้ว่ำ MOEA/D เป็นวิธีท่ีดีท่ีสุดส ำหรับปัญหำทดสอบ 
ZTDs โดยมีวิธีท่ีดีอนัดบัสองคือ BPBIL และวิธีท่ีดีอนัดบัสำมคือ SPEA2 และ RPBIL-DE ส่วนใน
กรณีของกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบมีเง่ือนไขบงัคบั CFs วิธีท่ีดีท่ีสุดคือ SPEA2 วิธีท่ีดีอนัดบัสองและ
สำมคือ RPBIL-DE และ NSGA-II ตำมล ำดับ โดยรวมแล้วเรำสำมำรถสรุปได้ว่ำ RPBIL และ 
MPSO มีสมรรถนะในกำรหำผลเฉลยพำเรโตไม่สูงมำกนัก แต่เม่ือเพิ่ม DE เขำ้มำใน RPBIL ซ่ึงจะ
กลำยเป็นวิธี RPBIL-DE ท ำให้ประสิทธิภำพของขั้นตอนวิธีผสมน้ีมีสมรรถนะในกำรหำค ำตอบ
เพิ่มข้ึนอยำ่งมีนยัส ำคญั 
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ตารางที ่9.3 Normalised hypervolumes of all MOEAs for all ZDT test problems.   

MOEAs 

 

Test Problems 

BPBI

L 

UPS-

EMO

A 

SPEA

2 

MPS

O 

NSG

A-II 

MRPBI

L 

RPBI

L-DE 

DEMOE

A 

DEM

O 

MOEA/

D 

Friedma

n test 

(ρ-

value) 

ZDT

1 

Mea

n 

0.996
9 

0.987
2 

0.986
7 

0.391
1 

0.967
9 

0.9481 0.9868 0.8727 
0.977

8 
0.9999 

8.33 
x10-51 

STD 
0.001

3 

0.003

7 

0.001

7 

0.159

7 

0.012

3 
0.0022 0.0010 0.0191 

0.006

3 
0.0001  

Max

. 

0.998
9 

0.995
3 

0.989
9 

0.636
8 

0.981
8 

0.9516 0.9890 0.9178 
0.987

4 
1.0000  

Min. 
0.993

9 

0.979

5 

0.982

8 

0.000

0 

0.935

0 
0.9433 0.9845 0.8418 

0.959

7 
0.9995  

ZDT

2 

Mea

n 

0.997
7 

0.942
1 

0.987
6 

0.446
3 

0.978
2 

0.9239 0.9857 0.8559 
0.983

9 
0.9992 

1.41x 
10-46 

STD 
0.001

2 

0.098

7 

0.001

3 

0.175

9 

0.007

2 
0.0051 0.0015 0.0175 

0.004

4 
0.0002  

Max

. 

1.000
0 

0.997
5 

0.991
3 

0.699
9 

0.985
8 

0.9353 0.9898 0.8828 
0.991

5 
0.9995  

Min. 
0.994

2 

0.698

1 

0.985

3 

0.000

0 

0.954

5 
0.9134 0.9828 0.8246 

0.971

7 
0.9987  

ZDT

3 

Mea

n 

0.972
6 

0.975
1 

0.986
1 

0.287
6 

0.964
8 

0.9639 0.9890 0.8272 
0.970

4 
0.9996 

5.19x10-

44 

STD 
0.018

4 

0.024

7 

0.001

8 

0.107

4 

0.025

7 
0.0034 0.0012 0.0200 

0.011

1 
0.0004  

Max

. 

0.990
9 

0.995
0 

0.990
0 

0.466
0 

0.987
6 

0.9689 0.9921 0.8632 
0.988

7 
1.0000  

Min. 
0.901

3 

0.886

9 

0.983

1 

0.000

0 

0.865

3 
0.9541 0.9867 0.7902 

0.948

8 
0.9981  

ZDT

4 

Mea

n 

0.880

1 

0.548

5 

0.982

8 

0.763

0 

0.994

1 
0.4026 0.6743 0.5138 

0.846

3 
0.9820 

9.80x10-

49 

STD 
0.045

3 

0.189

6 

0.012

7 

0.073

4 

0.003

8 
0.1299 0.0772 0.0802 

0.055

0 
0.0078  

Max

. 

0.944

5 

0.905

3 

0.999

2 

0.931

0 

1.000

0 
0.6253 0.7987 0.6600 

0.958

2 
0.9957  

Min. 
0.807

0 

0.000

0 

0.956

4 

0.611

0 

0.985

1 
0.1462 0.4743 0.3418 

0.756

5 
0.9685  

ZDT

6 

Mea

n 

0.997

7 

0.997

3 

0.995

1 

0.953

1 

0.991

9 
0.1803 0.9988 0.2209 

0.989

3 
0.9990 

7.73x10-

42 

STD 
0.000

1 

0.001

1 

0.004

5 

0.125

0 

0.004

1 
0.0215 0.0010 0.1970 

0.006

0 
0.0007  

Max

. 

0.997

8 

0.998

6 

0.999

5 

1.000

0 

0.997

4 
0.2370 0.9998 0.7714 

0.996

1 
0.9996  

Min. 
0.997

6 

0.992

7 

0.978

4 

0.491

0 

0.980

0 
0.1396 0.9958 0.0000 

0.968

8 
0.9962  
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ตารางที ่9.4 Normalised hypervolumes of all MOEAs for all ZDT test problems.   

MOEAs 

 

Test 

Problems 

BPBI

L 

UPS-

EMO

A 

SPEA

2 

MPS

O 

NSG

A-II 

MRPBI

L 

RPBI

L-DE 

DEMOE

A 

DEM

O 

MOEA/

D 

Friedma

n test 

(ρ-

value) 

CF

1 

Mea

n 

0.891
5 

0.4171 
0.962

9 
0.897

8 
0.8639 0.4655 0.9200 0.6463 0.3745 0.8251 

5.36x10-

42 

STD 
0.027

9 
0.2001 

0.009

1 

0.082

5 
0.1878 0.1159 0.0234 0.0241 0.0849 0.0756  

Max

. 

0.936
4 

0.9315 
0.977

7 
1.000

0 
0.9744 0.7123 0.9563 0.7240 0.5545 0.9137  

Min. 
0.812

5 
0.0000 

0.938

7 

0.712

4 
0.0489 0.2330 0.8572 0.5989 0.2631 0.5911  

CF

2 

Mea

n 

0.978
5 

0.8765 
0.993

0 
0.803

2 
0.5303 0.3676 0.9980 0.7930 0.8572 0.9677 

2.29x10-

39 

STD 
0.019

7 
0.1240 

0.003

0 

0.090

7 
0.2644 0.2866 0.0013 0.0250 0.1492 0.0260  

Max

. 

0.993
8 

0.9998 
0.999

0 
0.936

2 
0.9466 0.8980 1.0000 0.8350 0.9978 0.9911  

Min. 
0.901

7 
0.5245 

0.988

4 

0.625

7 
0.0216 0.0000 0.9955 0.7320 0.6228 0.9182  

CF

3 

Mea

n 

0.600
0 

0.7740 
0.905

3 
0.223

8 
0.9262 0.4082 0.7909 0.5361 0.8811 0.7582 

1.45x10-

42 

STD 
0.087

8 
0.1355 

0.072

7 

0.121

0 
0.0507 0.1630 0.0659 0.0366 0.0322 0.1033  

Max

. 

0.757
9 

0.9262 
1.000

0 
0.537

0 
1.0000 0.6822 0.9190 0.6301 0.9324 0.9169  

Min. 
0.444

1 
0.3729 

0.733

6 

0.000

0 
0.7555 0.0939 0.6425 0.4750 0.8078 0.5397  

CF

4 

Mea

n 

0.915

6 
0.9008 

0.979

0 

0.773

7 
0.9332 0.5008 0.9750 0.9288 0.9813 0.9187 

7.35x10-

35 

STD 
0.057

4 
0.0737 

0.038

7 

0.116

7 
0.0421 0.2968 0.0497 0.0260 0.0167 0.0597  

Max

. 

0.990

2 
0.9958 

0.999

4 

0.920

8 
0.9889 0.8721 0.9982 0.9698 1.0000 0.9803  

Min. 
0.817

5 
0.7098 

0.826

2 

0.507

2 
0.8023 0.0000 0.8206 0.8524 0.9411 0.7927  

CF

5 

Mea

n 

0.531

5 
0.4708 

0.717

2 

0.102

0 
0.7296 0.7603 0.7638 0.6296 0.7503 0.5691 

2.79x10-

30 

STD 
0.163

9 
0.2329 

0.118

6 

0.121

5 
0.1470 0.0007 0.0004 0.1397 0.0181 0.1792  

Max

. 

0.774

4 
0.8214 

0.914

0 

0.337

6 
1.0000 0.7618 0.7644 0.7565 0.7646 0.8578  

Min. 
0.064

7 
0.0000 

0.414

9 

0.000

0 
0.4042 0.7592 0.7628 0.3652 0.6572 0.2209  

CF

6 

Mea

n 

0.867

0 
0.6565 

0.903

3 

0.821

6 
0.7367 0.5429 0.8595 0.7780 0.5848 0.9056 

9.26x10-

39 

STD 
0.035

6 
0.1646 

0.016

4 

0.037

8 
0.1698 0.0465 0.1003 0.0382 0.1554 0.0636  

Max

. 

0.947

9 
0.8924 

0.940

3 

0.885

2 
0.8870 0.7041 0.9685 0.8522 0.8651 1.0000  

Min. 
0.790

0 
0.3661 

0.865

0 

0.742

9 
0.0000 0.4776 0.6421 0.7105 0.2672 0.6192  

CF

7 

Mea

n 

0.795

9 
0.7173 

0.910

6 

0.320

8 
0.8769 0.6569 0.8800 0.8180 0.9433 0.8402 

1.58x10-

31 

STD 
0.070

9 
0.1746 

0.049
3 

0.163
1 

0.0661 0.1788 0.0708 0.0397 0.0467 0.0777  

Max

. 

0.882

9 
0.9532 

0.983

2 

0.764

0 
0.9768 0.8974 0.9786 0.8722 1.0000 0.9668  

Min. 
0.618

1 
0.2648 

0.781
7 

0.000
0 

0.7395 0.2056 0.7212 0.7378 0.8128 0.6437  
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ตารางที ่9.5 Ranking of MOEAs for all test problems based on Wilcoxson rank sum test. 
 

BPBI

L (1) 

UPS-

EMO

A (2) 

SPEA

2 (3) 

MPS

O (4) 

NSGA

-II (5) 

MRPBI

L (6) 

RPBIL

-DE (7) 

DEMOE

A (8) 

DEM

O (9) 

MOEA/

D (10) 

ZDT

1 2 3 3 10 7 8 3 9 6 1 

ZDT

2 2 6 3 10 6 8 4 9 5 1 

ZDT

3 4 4 3 10 4 8 2 9 4 1 

ZDT

4 4 8 2 6 1 10 7 8 5 2 

ZDT

6 3 5 6 3 7 9 1 9 7 1 

∑ 15 26 17 39 25 43 17 44 27 6 

Rank 2 5 3 7 4 8 3 9 6 1 

CF1 5 8 1 2 2 8 2 7 10 6 

CF2 3 5 2 7 9 10 1 8 5 3 

CF3 7 4 1 10 1 9 4 8 3 4 

CF4 4 8 1 9 4 10 1 4 1 4 

CF5 8 8 3 10 1 3 1 6 5 6 

CF6 3 8 1 5 6 10 3 6 9 1 

CF7 7 8 2 10 4 8 2 6 1 5 

∑ 37 49 11 53 27 58 14 45 34 29 

Rank 6 8 1 9 3 10 2 7 5 4 
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9.5 ปัญหาทดสอบส าหรับการหาค่าเหมาะทีสุ่ดของโครงถัก 

ในกำรศึกษำน้ีจะใช้ปัญหำกำรออกแบบเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยของโครงถกัสองและ
สำมมิติ 5 ปัญหำ ดงัรำยละเอียดต่อไปน้ี 

 

 9.5.1 Case I:  A 2D simple supported 37 bar truss  

 โครงถกัของปัญหำกำรออกแบบน้ีแสดงในรูปที่ 9.2 ประกอบดว้ยจุดต่อ 20 จุดและช้ินส่วน 37 
ช้ิน โครงสร้ำงรับแรงในแนวด่ิง -10 kN ท่ีจุดต่อหมำยเลข 2 ถึง 10 ตวัแปรออกแบบคือพื้นท่ีหน้ำตดั
ของช้ินส่วน และต ำแหน่งในแนวนอนและแนวด่ิงของจุดต่อ 2-10 และ 12-20 ต ำแหน่งในแนวด่ิงของ
จุดต่อ 6 และ 16 ตวัแปรออกแบบถูกก ำหนดเพื่อให้ไดโ้ครงสร้ำงท่ีสมมำตรเทียบกบัแกนแนวด่ิง ควำม
ควำมหนำแน่นและมอดูลสัของยงัของวสัดุท่ีใชท้  ำโครงถกัน้ี คือ 7971.810 kg/m3 และ 210 GPa ค่ำ
ควำมเคน้สูงสุดท่ียอมให้กระท ำกบัช้ินส่วน คือ 400 MPa ปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด สำมำรถแสดง
ดงัน้ี 
   )(),(:Min 21 xx ff  
  Subject to 

   y max  

    209.11377.1 cmAi   

mX
i

 45.045.0   
mY

i
 45.045.0   

เม่ือ Txx },...,{
371

x คือ เวกเตอร์ตวัแปรออกแบบ )(1 xf คือ มวลของโครงสร้ำง )(2 xf  คือ ค่ำควำม
อ่อนตวัของโครงสร้ำง max คือค่ำควำมเคน้สูงสุดท่ีเกิดข้ึนกบัโครงถกั iA คือพื้นท่ีหนำ้ตดัของเอลิ
เมนต ์Xi และ Yi คือ ต ำแหน่งของจุดต่อในแนวแกน x และแกน y ตำมล ำดบั 

 

รูปที ่9.2 2D simple supported 37 bar truss  
 

9.5.2 Case II:  Sizing design of a 2D 200 bar truss  

 โครงถกัของปัญหำกำรออกแบบน้ีแสดงในรูปที่ 9.3 ประกอบด้วยจุดต่อ 75 จุดและช้ินส่วน 
200 ช้ิน โครงสร้ำงรับแรงในแนวด่ิง -45 kN ท่ีจุดต่อหมำยเลข 1- 6 8 10 12 14-20 22 24-75 และ
แรงกระท ำในแนวนอน 4.5 kN ท่ีจุดต่อหมำยเลข 1 6 15 20 29 34 43 48 57 62 และ 7 ตัวแปร
ออกแบบคือพื้นท่ีหน้ำตดัของช้ินส่วนทุกเอลิเมนต์ ตวัแปรออกแบบถูกก ำหนดเพื่อให้ไดโ้ครงสร้ำงท่ี
สมมำตรเทียบกบัแกนแนวด่ิง ควำมควำมหนำแน่นและมอดูลสัของยงัของวสัดุท่ีใช้ท  ำโครงถกัน้ีคือ 
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7833 kg/m3 และ 206.9 GPa ตำมล ำดบั ค่ำควำมเคน้สูงสุดท่ียอมให้กระท ำกบัช้ินส่วนคือ 65.95 MPa 
ปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด สำมำรถแสดงดงัน้ี 
   )(),(:Min 21 xx ff  
  Subject to 

   y max  

    73.132636.0 
i

A   cm2 

เม่ือ Txx },...,{ 841x คือ เวกเตอร์ตวัแปรออกแบบ )(1 xf คือ มวลของโครงสร้ำง )(2 xf  คือ ค่ำควำม
อ่อนตวัของโครงสร้ำง max คือ ค่ำควำมเคน้สูงสุดท่ีเกิดข้ึนกบัโครงถกั iA คือพื้นท่ีหน้ำตดัของเอลิ
เมนต ์ 

 

รูปที ่9.3 2D 200-bar truss  

 

8.5.3 Case III:  Shape and sizing design of a 2D 200 bar truss  

 ปัญหำกำรออกแบบน้ีคือปัญหำของ Case II ท่ีมีตวัแปรก ำหนดรูปทรงเพิ่มข้ึนมำ ในปัญหำกำร
ออกแบบน้ี ต ำแหน่งในแนวแกน y ของชั้นของโครงสร้ำงในรูปที่ 9.3 ถูกก ำหนดเป็นตวัแปรออกแบบ
เพิ่มเติม ปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด สำมำรถเขียนไดด้งัน้ี 
   )(),(:Min 21 xx ff  
  Subject to 

   y max  
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    73.132636.0 
i

A   cm2 

5.15.1 
i

Y    m for i > 1  

5.17 
i

Y    m for i = 1  

เม่ือ Yi คือ ค่ำท่ีใชป้รับควำมสูงของชั้นต่ำงๆจำกต ำแหน่งเดิมของโครงสร้ำงในรูปที ่9.3  
 

9.5.4 Case IV:  Sizing design of a 3D Dome 120 bar truss  

 โครงถกัของปัญหำกำรออกแบบน้ีแสดงในรูปที่ 9.4 ประกอบด้วยจุดต่อ 49 จุดและช้ินส่วน 
120 ช้ิน โครงสร้ำงรับแรงในแนวด่ิง -10 kN ท่ีจุดต่อหมำยเลข 13-36 ขนำด -30 kN ท่ีจุดต่อหมำยเลข 
37-49 และขนำด -60 kN ท่ีจุดต่อหมำยเลข 49 ตวัแปรออกแบบคือพื้นท่ีหน้ำตดัของช้ินส่วนทุกเอลิ
เมนต์ ค่ำควำมควำมหนำแน่นและมอดูลสัของยงัของวสัดุท่ีใช้ท  ำโครงถกัน้ีคือ 7971.810 kg/m3 และ 

210 GPa ตำมล ำดบั ค่ำควำมเคน้สูงสุดท่ียอมใหก้ระท ำกบัช้ินส่วนคือ 400 MPa ปัญหำกำรหำค่ำเหมำะ
ท่ีสุด สำมำรถเขียนไดด้งัน้ี 

   )(),(:Min 21 xx ff  
  Subject to 

   y max  

    273.13277.1 cmAi    

 

รูปที ่9.4 ก. Top view of a 3D Dome 120 bar truss 
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รูปที ่9.4 ข. Side view of a 3D Dome 120 bar truss  

 

 9.5.5 Case V: Shape and sizing design of a 3D Dome 120 bar truss  

 ปัญหำกำรออกแบบน้ีคือ ปัญหำของ Case IV ท่ีมีตวัแปรก ำหนดรูปทรงเพิ่มข้ึนมำ ในปัญหำ
กำรออกแบบน้ีต ำแหน่งในแนวแกน z ของชั้นของโครงสร้ำงในรูปที่ 9.4 ถูกก ำหนดเป็นตัวแปร
ออกแบบเพิ่มเติม ยกเวน้ชั้นท่ีเป็นพื้นท่ีมีจุดต่อ 1-12 ปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุด สำมำรถเขียนไดด้งัน้ี 

 

   )(),(:Min 21 xx ff  
  Subject to 

   y max  

    273.13277.1 cmAi   

mZ
i

5.15.1     

เม่ือ Zi คือ ค่ำท่ีใชป้รับควำมสูงของชั้นต่ำงๆจำกต ำแหน่งเดิมของโครงสร้ำงในรูปที ่9.4 ข.   
 ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรแต่ละวิธีถูกใชใ้นกำรหำผลเฉลยแต่ละปัญหำ 30 รอบของกำรรัน ขนำด
ของเมตริกซ์เก็บผลเฉลยพำเรโตคือ 500 ขนำดของประชำกรและจ ำนวนลูปก ำหนดค่ำใน ตารางที่ 9.6 
ซ่ึงแสดงกำรสรุปผลค่ำท่ีส ำคญัของปัญหำกำรออกแบบโครงถกัทั้ง 5 ปัญหำ  

 

ตารางที ่9.6 สรุปค่ำพำรำมิเตอร์ของปัญหำทั้ง 5 

Parameters No. of design variables Population size No. of generations Archive size 

CASE I 37 30 30 500 

CASE II 84 50 50 500 

CASE III 94 50 50 500 

CASE IV 120 50 60 500 

CASE V 123 50 60 500 

 

 

9.6 ผลการศึกษาเชิงเปรียบเทียบ 

จำกผลกำรเปรียบด้วยค่ำเฉล่ียในตารางที่ 9.7 และกำรจดัล ำดับด้วยกำรทดสอบทำงสถิติ 
Wilcoxson rank sum test ในตารางที่ 9.8 พบวำ่ วิธี RPBIL-DE ท่ีพฒันำข้ึนมำใหม่เป็นวิธีท่ีดีท่ีสุด
ในทุกกรณี ในขณะท่ีวิธีท่ีแยท่ี่สุดคือ MPSO ยกเวน้ปัญหำ Case V ซ่ึง MOEA/D ให้ผลค ำตอบท่ีแย่
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ท่ีสุด วิธีท่ีดีอนัดบัสองส ำหรับ Case I และ Case IV คือ RPBIL ส ำหรับ Case II และ Case III คือ 
DEMO และส ำหรับ Case V คือ UPS-EMOA จำกกำรจดัอนัดบัดว้ยกำรทดสอบทำงสถิติในตารางที ่
9.8 พบวำ่วธีิท่ีดีท่ีสุดอนัดบั 1 2 3 คือ RPBIL-DE DEMO และ RPBIL ตำมล ำดบั  
 จำกผลกำรทดสอบน้ีจะได้ข้อสรุปคล้ำยๆกำรศึกษำท่ีผ่ำนมำคือ เม่ือเพิ่ม DE เข้ำไปท ำให้
กลำยเป็น RPBIL-DE วิธีกำรน้ีจะมีสมรรถนะในกำรหำผลเฉลยดีกว่ำวิธีดั้งเดิมคือ RPBIL อยำ่งไรก็
ตำมวิธี RPBIL กลับไม่ใช่วิธีท่ีแย่ท่ีสุดในกำรประยุกต์ใช้กบักำรออกแบบโครงถัก และเป็นวิธีท่ีดี
อนัดบัท่ีสำม ดงันั้นกำรทดสอบผ่ำนปัญหำทดสอบมำตรฐำนไม่สำมำรถสรุปสมรรถนะของ MOEAs 

ส ำหรับปัญหำกำรออกแบบชนิดอ่ืนได ้เช่น ปัญหำกำรออกแบบโครงถกัน้ี เป็นตน้ 

 

ตารางที ่9.7 Normalized hypervolumes of all MOEAs for all test problems   

MOEAs 

 

Test 

Problems 

BPBI

L 

UPS-

EMO

A 

SPEA

2 

MPS

O 

NSGA

-II 

RPBI

L 

RPBIL

-DE 

DEMO

E 

DEM

O 

MOEA/

D 

Friedma

n test 

(ρ-value) 

Cas

e I 

Mea

n 
0.6074 0.8654 0.5069 

0.255
2 

0.4891 0.9831 
0.988

2 
0.4163 0.9193 0.4188 

4.31x10-

46 

STD 0.0904 0.0742 0.1047 
0.112

4 
0.1127 0.0009 

0.001

0 
0.1085 0.0655 0.1348  

Max. 0.7739 0.9913 0.7174 
0.456

6 
0.7017 0.9854 

0.990
0 

0.6423 1.0000 0.6369  

Min. 0.4278 0.6618 0.3092 
0.000

0 
0.2863 0.9815 

0.986

5 
0.1859 0.7654 0.1279  

Cas

e II 

Mea

n 
0.3484 0.5846 0.3156 

0.125
1 

0.3805 0.4253 
0.962

7 
0.2132 0.6256 0.2185 

7.14x10-

48 

STD 0.0777 0.0986 0.0839 
0.082

0 
0.0658 0.0735 

0.020

8 
0.0713 0.0699 0.0677  

Max. 0.5449 0.8015 0.5826 
0.279

0 
0.4940 0.6582 

1.000
0 

0.3522 0.7447 0.3535  

Min. 0.1925 0.4244 0.1118 
0.000

0 
0.2098 0.3256 

0.914

8 
0.0011 0.4810 0.0990  

Cas

e III 

Mea

n 
0.3818 0.5608 0.2531 

0.113
3 

0.3311 0.4012 
0.966

3 
0.2183 0.5840 0.1641 

3.67x10-

47 

STD 0.0684 0.0900 0.0784 
0.070

0 
0.0709 0.0834 

0.017

8 
0.0794 0.0723 0.0688  

Max. 0.5026 0.7374 0.4436 
0.325

4 
0.4648 0.6471 

1.000
0 

0.3487 0.7891 0.2872  

Min. 0.2177 0.3394 0.1030 
0.000

0 
0.2309 0.2972 

0.923

2 
0.0958 0.4681 0.0014  

Cas

e IV 

Mea

n 
0.1499 0.3808 0.1635 

0.041

4 
0.2204 0.9381 

0.980

7 
0.1113 0.3118 0.1325 

4.90x10-

47 

STD 0.0492 0.0532 0.0559 
0.029

2 
0.0548 0.0026 

0.004

4 
0.0308 0.1022 0.0527  

Max. 0.2577 0.5062 0.2898 
0.097

5 
0.3578 0.9444 

1.000

0 
0.1828 0.5866 0.2388  

Min. 0.0721 0.2783 0.0617 
0.000

0 
0.1220 0.9332 

0.974

2 
0.0508 0.1599 0.0143  

Cas

e V 

Mea

n 
0.5617 0.6781 0.5083 

0.425

6 
0.5532 0.5091 

0.755

8 
0.4785 0.4771 0.4158 

3.82x10-

37 

STD 0.0360 0.0436 0.0249 
0.035

9 
0.0231 0.1364 

0.080

5 
0.0285 0.0676 0.1039  

Max. 0.6199 0.7438 0.5755 
0.490

3 
0.5949 0.7857 

1.000

0 
0.5430 0.5828 0.5316  

Min. 0.4939 0.5846 0.4749 
0.363

9 
0.4843 0.3180 

0.597

1 
0.4174 0.3191 0.0000  
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ตารางที่  9 .8  Ranking of MOEAs for all truss design problems based on Wilcoxson rank 

sum test 
 BPBIL UPS-EMOA SPEA2 MPSO NSGA-II RPBIL RPBIL-DE DEMOEA DEMO MOEA/D 

Case I 5 4 6 10 6 2 1 8 3 8 

Case II 5 2 7 10 5 4 1 8 2 8 

Case III 4 2 7 10 6 4 1 7 2 9 

Case 

IV 
6 3 6 10 5 2 1 9 4 8 

Case V 3 2 6 9 3 5 1 7 7 9 

∑ 23 13 32 49 25 17 5 39 18 42 

Rank 5 2 7 10 6 3 1 8 4 9 

 

9.7 การผสม approximate gradient กบั RPBIL  

กำรศึกษำก่อนหนำ้น้ีเป็นกำรผสมระหวำ่งขั้นตอนวธีิวิวฒันำกำรสองแบบท่ีแตกต่ำงกนัเพื่อเพิ่ม
ประสิทธิภำพในกำรหำค ำตอบ ในหวัขอ้น้ีจะน ำเสนอวิธีแบบผสมผสำนระหวำ่งขั้นตอนวิธีววิฒันำกำร 
กบั local search โดยทัว่ไปแลว้ ขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรจะลู่เขำ้ใกลบ้ริเวณท่ีมีผลเฉลยเหมำะท่ีสุดไดเ้ร็ว
มำก แต่จะมีปัญหำในกำรคน้หำจุดเหมำะท่ีสุด ดว้ยเหตุน้ีจึงไดมี้แนวคิดในกำรใช ้local search มำช่วย
เพิ่มสมรรถนะของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำร ในกำรศึกษำน้ีเลือกใช้ approximate gradient เป็น local 

search เพื่อช่วยเพิ่มประสิทธิภำพของ RPBIL ส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกั 

 ขั้นตอนวิธีแบบผสมน้ีมีกระบวนกำรค ำนวณดงัแสดงในขั้นตอนวิธีที่ 9.4 จำกกำรศึกษำก่อน
หนำ้น้ีพบวำ่ RPBIL มีจุดดอ้ยตรงท่ีกำรลู่เขำ้สู่ค  ำตอบวงแคบ (local optimum) ก่อนเวลำอนัควร ดว้ย
เหตุน้ี  เรำจะประยุกต์ใช้กระบวนกำรมิวเทชันของวิธี  evolution strategy (ES) เพื่อเพิ่มควำม
หลำกหลำยของประชำกร ผลเฉลย x ใดๆ เม่ือผ่ำนกำรมิวเทชัน ES จะได้ผลเฉลยใหม่เป็น x ซ่ึง
ค ำนวณไดจ้ำก 

 

 ))1,0(.)1,0(.exp(. iii NN        (9.5) 

 x = x + N(0,)  
 

เม่ือ   และ  คือ ค่ำคงท่ี ท่ีจะตอ้งก ำหนดค่ำก่อนรัน N(0, ) คือ เวกเตอร์กำรสุ่มขนำด n1 เป็น
กำรกระจำยแบบปกติท่ีมีค่ำ mean เป็น 0 และส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนเป็น ค่ำ N(0,1) หมำยถึง ตวัท่ี
สร้ำงแบบสุ่มดว้ยค่ำคำดหวงัค่ำเฉล่ียเป็น 0 และส่วนเบ่ียงเบนมำตรฐำนเป็น 1 ค่ำ i คือส่วนเบ่ียงเบน
มำตรฐำนของประชำกรท่ีสร้ำงจำกเมตริกซ์ควำมน่ำจะเป็นสำมมิติ จำกนั้น ท ำกำรสุ่มเลือกผลเฉลยจำก 
A มำ nB ค่ำเพื่อท ำกำรประยุกต์ approximate gradient ดงัแสดงในสมกำรท่ี(4.8) – (4.11) ในกรณี
ของกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำย ค่ำ F ในสมกำรท่ี (4.8) จะหำได้จำกวิธีผลรวมถ่วง
น ้ำหนกั (weighted sum method) 
 

 F = w1f1 + … + wmfm       (9.6) 
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เม่ือ wi คือ น ้ ำหนักถ่วงท่ีท ำกำรสุ่มข้ึนมำ ในขั้นตอนวิธีที่  9.4  ฟังก์ชัน ESmutate หมำยถึงกำร
ประยุกต์ใช้สมกำร (9.5) ส่วน AppGrad หมำยถึงกำรประยุกต์ใช้ approximate gradient ใน (4.8) – 
(4.11) และ (9.6) 
ขั้นตอนวธีิที ่9.4 Hybrid multiobjective RPBIL 

 Input: n, nT, m, nI, T, max_eval, nA, nB     

Output: Pareto archive A 

Initialisation:  

 Let Pij,k = 1/nI; k = 1, …, nT 

 Generate X from Pij,k (ขั้นตอนวธีิที ่9.2). 

 Generate a set of neighbour solutions XN using a Latin hypercube sampling 

technique. 

 Find A from non-dominated sorting X  XN 

Main procedure: 

While the total number of function evaluation is less than max_eval, do the following 

 If the members in A are more than nA 

  Do: activate the clustering technique to remove some members from A. 

 Divide the members of A into nT groups and find the centroid of each group. 

 For i = 1 to nT 

  Use the centroid of the i-th group to update the i-th probability tray using 

(9.1)-(9.3). 

 Next i 

 Generate X from Pij,k (ขั้นตอนวธีิท่ี 9.2). 

 Apply ES mutation X = ESmutate(X) 

 Create nB solutions from an approximate gradient operator & binary crossover X = 

AppGrad(A, XN, nB)  

 Find new A from non-dominated sorting X  A  X 

 

 วิธีหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีพฒันำข้ึนมำใหม่น้ีจะเขียนแทนด้วย HRPBIL ซ่ึงจะมีสองเวอร์ชันคือ 
แบบท่ีใชแ้ละไม่ใช ้approximate gradient วธีิ MOEAs ต่ำงๆท่ีใชเ้ปรียบเทียบสมรรถนะมีดงัน้ี  

- BPBIL: binary multiobjective population-based incremental learning  using binary 

codes with mutation probability and mutation shift as  0.05 and 0.2 respectively.  

- UPS-EMOA: unrestricted population size evolutionary multiobjective optimisation 

 algorithm (Aittokoski and Miettinen, 2010) using crossover probability, scaling 

 factor, probability of choosing element from offspring in crossover, minimum 

 population size, and burst size as 0.7, [0.6, 0.9], 0.5, 10, and 25 respectively. 

- SPEA2: strength Pareto evolutionary algorithm using real codes with crossover and 

mutation rates of 1.0 and 0.1 respectively. 

- MPSO: multiobjective particle swarm optimization using the starting inertia weight, 

ending inertia weight, cognitive learning factor, and social learning factor as 0.5, 

0.01, 0.5 and 0.5 respectively. The best solution for computing a velocity vector is 

randomly selected from a Pareto archive. The adaptive grid algorithm is used as an 

archiving technique.  

- NSGA-II: non-dominated sorting genetic algorithm using real codes with crossover 

mutation probabilities as 1.0 and 0.1 respectively. 



145 

 

- DMOEA: dynamic multiobjective evolutionary algorithm using real codes with 

temperature and mutation rate as 1000 and 1 respectively. 

- DEMO: differential evolution for multiobjective optimization using  real codes with 

crossover probability, scaling factor and probability of choosing element from 

offspring in crossover for DE operators as 0.7, [0.6, 0.9], and 0.5 respectively.  

- MOEA/D: multiobjective evolutionary algorithm based on decomposition using 

real codes with number of neighbouring weight vectors, crossover and mutation 

probabilities as 6, 1.0, and 0.1 respectively. The weighted sum technique is used for 

decomposition. 

- AMOSA: archived multiobjective simulated annealing. The algorithm performs a 

simple downhill operator for the first 3 generations before entering the main 

procedure. In this paper, the method is performed in continuous spaces where a 

candidate is obtained by mutating on its parent. 

- RPBIL: multiobjective population-based incremental learning (ขั้นตอนวธีิที่ 9.2) 

using real codes with nI = 40 where each probability tray produce 5 design 

solutions. 

- HRPBIL1: RPBIL with ES mutation (ขั้นตอนวธีิที ่9.4 without approximate gradient 

 and binary crossover). 

-  HRPBIL2: RPBIL with ES mutation, approximate gradient, and binary crossover 

 (ขั้นตอนวธีิที ่9.2) using nB = 10. Crossover and mutation probabilities as 0.7 and 

1.0 respectively. The probability of choosing an element from offspring is 0.5. 

 

 ท ำกำรเลือกปัญหำกำรออกแบบโครงถัก Case I-IV เพื่อใช้ในกำรทดสอบประสิทธิภำพของ 
HRPBIL ขนำดของประชำกรและจ ำนวนลูปส ำหรับปัญหำ Case I-III คือ 50 ตัวและ 50 รอบ
ตำมล ำดบั ส่วนขนำดของประชำกรและจ ำนวนลูปส ำหรับปัญหำ Case IV คือ 100 ตวัและ 100 รอบ 
ตำมล ำดบั ท ำกำรรันแต่ละวธีิ MOEA 30 คร้ังในกำรหำผลเฉลยพำเรโตของแต่ละปัญหำ 
 

9.8 ผลการเปรียบเทยีบ 

 ผลกำรเปรียบเทียบ MOEAs ต่ำงๆส ำหรับกรณีศึกษำน้ีแสดงในตารางที่ 9.9-9.10 ในกรณีของ 
Case I วิธีท่ีดีท่ีสุดอนัดบั 1 และ 2 คือ HRPBIL2 และ DEMO ตำมล ำดบั ส่วนอนัดบัท่ี 3 และ 4 ซ่ึงมี
ประสิทธิภำพใกล้เคียงกนั คือ HRPBIL1 และ RPBIL ตำมล ำดับ ในกรณีของ Case II วิธีท่ีดีท่ีสุด
อนัดบั 1 2 3 คือ HRPBIL2 HRPBIL1 และ RPBIL ตำมล ำดบั ส ำหรับ Case III ซ่ึงมีจ ำนวนตวัแปร
ออกแบบมำก วิธีท่ีดีท่ีสุดซ่ึงดีกว่ำวิธีอ่ืนอยำ่งเห็นไดช้ดัคือ HRPBIL2 ส่วนวิธีท่ีดีอนัดบั 2 และ 3 คือ 
DEMO และ UPS-EMOA ตำมล ำดบั ส ำหรับ Case IV วิธีท่ีให้ผลเฉลยดีท่ีสุดคือ DEMO ส่วนวิธีท่ี
ดีอนัดบั 2 และ 3 คือ UPS-EMOA และ HRPBIL2 ตำมล ำดบั จำกผลกำรศึกษำน้ีสำมำรถสรุปไดว้่ำ 
approximate gradient ช่วยเพิ่มสมรรถนะให ้RPBIL อยำ่งมีนยัส ำคญั ส่วนมิวเทชนัของ ES ก็มีส่วน
ช่วยในกำรเพิ่มสมรรถนะของ HRPBIL ทั้งสองเวอร์ชนั 
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ตารางที ่9.9 Comparative performance based on a hypervolume indicator 

 

ตารางที ่9.10 Overall ranking based on Wilcoxon rank sum test 

 

 

9.9 สรุปและวจิารณ์ 

 จำกกำรศึกษำในบทน้ีแสดงให้เห็นว่ำ กำรผสมขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรนั้นสำมำรถท ำได้หลำย
รูปแบบ ซ่ึงอำจจดัเป็นสองรูปแบบใหญ่ๆคือ กำรผสมวิธีวิวฒันำกำรหลักกับตวัด ำเนินกำรของวิธี
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วิว ัฒนำกำรอ่ืนเช่น RPBIL-DE ในกำรศึกษำน้ี  รูปแบบท่ีสองคือกำรผสมระหว่ำงขั้ นตอนวิธี
วิวฒันำกำรหลกักบั local search ซ่ึงจะช่วยเร่งกำรหำค ำตอบเม่ือวิธีวิวฒันำกำรเขำ้ใกลจุ้ดเหมำะท่ีสุด
ได้ดีข้ึน นอกจำกตวัอย่ำงท่ียกมำในบทน้ีแล้ว ยงัมีตวัอย่ำงกำรศึกษำในเร่ืองกำรเพิ่มสมรรถนะของ
ขั้นตอนวธีิววิฒันำกำรดว้ยเทคนิคกำรผสมผสำน ดงัรำยละอียดในภำคผนวก  
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บทที ่10 สรุปและวิจารณ์ 
งำนวิจยัน้ี เป็นกำรศึกษำกำรประยุกต์ขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรเพื่อกำรออกแบบโครงถัก ใน

รำยละเอียดของงำนสำมำรถแยกออกเป็นสองหมวดยอ่ย คือกำรพฒันำกระบวนกำรออกแบบโครงถกั 
และกำรพฒันำสมรรถนะของขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรทั้ งแบบเป้ำหมำยเดียวและหลำยเป้ำหมำย ใน
ระหวำ่งท ำกำรศึกษำไดท้  ำกำรขยำยกำรประยุกตใ์ชง้ำนออกไปยงักำรออกแบบระบบทำงวิศวกรรมอ่ืน
ดว้ย เพื่อใหก้ำรด ำเนินกำรวจิยัเกิดประโยชน์สูงสุด 

 ได้ท ำกำรวิจยัเพื่อพฒันำกระบวนกำรออกแบบอตัโนมติัของโครงขอ้หมุนและโครงขอ้แข็ง 
กระบวนกำรออกแบบชนิดน้ีคือ กำรหำทอพอโลยี รูปทรงและขนำดเหมำะท่ีสุดพร้อมกันของ
โครงสร้ำง กำรด ำเนินกำรออกแบบลักษณะน้ีสำมำรถท ำได้โดย กำรใช้เทคนิคเอลิเมนต์พื้นซ่ึงใน
งำนวิจยัน้ีได้ศึกษำทั้ งในส่วนของเอลิเมนต์พื้นแบบคงตวัและเอลิเมนต์พื้นแบบ adaptive ซ่ึงจำก
ผลกำรวิจยัพบวำ่ เอลิเมนต์พื้นแบบ adaptive จะมีประสิทธิภำพในกำรออกแบบท่ีดีกวำ่ แต่ก็มีปัญหำ
เร่ืองควำมยำกและสลับซับซ้อนของกระบวนกำรดงักล่ำวคืออุปสรรคท่ีตำมมำด้วย ประโยชน์ของ
กระบวนกำรออกแบบน้ีคือ เป็นกระบวนกำรท่ีช่วยให้ผูอ้อกแบบท่ีมีประสบกำรณ์ในกำรออกแบบ
โครงสร้ำงต ่ำ สำมำรถออกแบบโครงสร้ำงไดใ้กลเ้คียงหรืออำจจะดีกวำ่ผูอ้อกแบบท่ีมีประสบกำรณ์สูง 
ทั้งน้ีผูอ้อกแบบตอ้งมีควำมรู้พื้นฐำนในดำ้นกำรวเิครำะห์โครงสร้ำงและกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดท่ีเพียงพอ 

 ได้ท ำกำรศึกษำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงข้ำมของโครงถัก กำรออกแบบลักษณะน้ีมี
ประโยชน์คือ เม่ือปัญหำกำรออกแบบจริงมีพำรำมิเตอร์ท่ีไม่สำมำรถระบุค่ำได้อย่ำงชัดเจน แต่อำจ
สำมำรถระบุช่วงของค่ำของพำรำมิเตอร์เหล่ำนั้นได้ ได้ท  ำกำรพฒันำขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรส ำหรับ
ปัญหำกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้ม จำกผลกำรทดสอบพบว่ำวิธีท่ีพฒันำข้ึนมำใหม่ เป็นวิธีท่ีมี
ประสิทธิภำพสูง สำมำรถใชใ้นกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบตรงขำ้มของโครงถกัได ้

 ไดท้  ำกำรศึกษำกำรเพิ่มสมรรถนะของขั้นตอนวิธีววิฒันำกำรดว้ยเทคนิคกำรผสมผสำนส ำหรับ
กำรออกแบบโครงถกัและระบบทำงกลอ่ืนๆ ไดพ้ฒันำวิธี PBIL ท่ีใช้เลขจ ำนวนจริง และผสมกบัตวั
ด ำเนินกำรของวิธีวิวฒันำกำรเชิงอนุพนัธ์ ซ่ึงจะไดว้ธีิแบบผสมท่ีมีสมรรถนะสูงส ำหรับกำรหำค่ำเหมำะ
ท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยของโครงถกั นอกจำกน้ียงัได้ท ำกำรประยุกต์ RPBIL-DE กบักำรออกแบบ
ระบบโครงข่ำยท่อน ้ ำประปำ ซ่ึงท ำให้ไดผ้ลเฉลยท่ีดีและเป็นกำรยนืยนัสมรรถนะของวิธีผสม RPBIL-

DE นอกจำกน้ี ส ำหรับกรณีของ RPBIL ได้พฒันำ local search เพื่อใช้กับวิธี RPBIL ซ่ึงสำมำรถ
ช่วยเพิ่มสมรรถนะของ RPBIL ในกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยของโครงถกั ดงัจะเห็นได้
จำกผลกำรทดสอบ เม่ือเปรียบเทียบกบัขั้นตอนวิธีวิวฒันำกำรท่ีมีมำก่อน นอกจำกน้ียงัได้สำธิตกำร
ประยุกต์ใช้  approximate gradient เพื่ อ เพิ่ มสมรรถนะ MOEAs อ่ืนๆ ซ่ึ งก็ แสดงให้ เห็นว่ำ 
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approximate gradient เป็น local search ท่ีมีประสิทธิภำพสูงช่วยเพิ่มสมรรถนะของ MOEAs ใน
กำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบหลำยเป้ำหมำยของโครงถกัได ้
 ได้ท ำกำรผสมผสำนวิธี real code ant colony optimisation (ACOR) กบัวิธี local search 

ซิมเพล็กซ์ลงเขำ ผลท่ีได้ท ำให้ ACOR มีสมรรถนะในกำรหำผลเฉลยกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดแบบมี
เง่ือนไขบงัคบัของระบบทำงกลสูงข้ึน ได้ท ำกำรผสมผสำนระหว่ำงขั้นตอนวิธีวิวฒันกำรสองวิธีท่ีมี
แน ว คิ ด แตก ต่ ำงกัน  ก ล่ ำว คื อ วิ ธี  differential evolution แล ะวิ ธี  teaching-learning based 

optimisation เพื่อกำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของกำรมว้นแผน่โลหะซ่ึงเป็นปัญหำขนำดใหญ่เพรำะมีจ ำนวน
ตวัแปรออกแบบมำก ผลจำกกำรทดสอบพบวำ่ วธีิท่ีพฒันำข้ึนมำมีสมรรถนะสูงกวำ่วิธีววิฒันำกำรอ่ืนท่ี
มีมำก่อน นอกจำกน้ีทีมวิจยัยงัไดพ้ฒันำหลกัสูตรเก่ียวกบักำรหำค่ำเหมำะท่ีสุดของโครงถกั เพื่อใชเ้ป็น
กำรบริกำรวชิำกำรกบัชุมชนต่อไป 
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This article proposes an efficient metaheuristic based on hybridization of teaching–learning-based opti-
mization and differential evolution for optimization to improve the flatness of a strip during a strip coiling
process. Differential evolution operators were integrated into the teaching–learning-based optimization
with a Latin hypercube sampling technique for generation of an initial population. The objective function
was introduced to reduce axial inhomogeneity of the stress distribution and the maximum compressive
stress calculated by Love’s elastic solution within the thin strip, which may cause an irregular surface
profile of the strip during the strip coiling process. The hybrid optimizer and several well-established evo-
lutionary algorithms (EAs) were used to solve the optimization problem. The comparative studies show
that the proposed hybrid algorithm outperformed other EAs in terms of convergence rate and consistency.
It was found that the proposed hybrid approach was powerful for process optimization, especially with a
large-scale design problem.

Keywords: strip coiling; evolutionary optimizers; hybrid algorithm; flatness defects; spool crown

1. Introduction

In a steel mill, thin sheet metal production with high quality and low cost is a major customer
requirement. In industry, it is not usually easy to achieve this goal because of equipment and
operating conditions. In addition, the cold shape of the thin strip is not easy to predict because
manufacturing of the hot-rolled thin strip consists of several processes (Jung and Im 1997, 1999;
Kwon, Han, and Chun 2011).

Strip coiling is a process applied at the end of a rolling line in metal strip manufacturing.
During the strip coiling process, flatness defects such as wavy edge or centre buckle caused
by axial inhomogeneity of the stress distribution within a thin strip are usually encountered. To
better understand this phenomenon, a physical model to describe coil deformation was presented
by Yanagi et al. (1998). In this work, they found that flatness defects can be avoided by reducing
coiling tension and decreasing the strip crown or increasing its exponent. The stress analysis of
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522 N. Pholdee et al.

Figure 1. Circumferential stress distributions for the cases of (a) wavy edge defect and (b) centre buckle defect.

the coiling process was revisited by Park et al. (2014) to include the effect of the crown shape of
the spool in the analysis.

In summary, manufacturing a flat strip without the crown shape is the best solution for preventing
flatness defects on the metal strip during the strip coiling process. However, it is almost impossible
to make flat strips in industry. Decreasing the strip crown or increasing its exponent, as shown in
Figure 1, is difficult to achieve because of production constraints.Therefore, processing parameters
such as spool geometry and coiling tension were selected as controlling parameters to improve
the strip flatness during the strip coiling process in the present work. To determine the optimal
values of these processing parameters, various optimization studies are necessary.

In general, optimization algorithms can be classified into two categories: those with a function
derivative, also known as gradient-based methods; and those that do not apply a function derivative,
for example evolutionary algorithms (EAs). Compared with gradient-based methods, EAs are easy
to use and can be applied more generally to deal with all kinds of functions and design variables
owing to the non-gradient requirement. Because of this advantage, EAs are widely used in various
real-world engineering applications (Bureerat and Limtragool 2008; Yildiz 2009d, 2012; Tiwari,
Oduguwa, and Roy 2008; Zhang and Wang 2012; Gholizadeh and Barzegar 2013). However, EAs
also have some weaknesses due to the random search procedure. A lack of search consistency
and low convergence rates are typical in EA search procedures, particularly for large-scale design
problems. Therefore, hybridization of EAs to enhance their search performance has become
popular (Pholdee and Bureerat 2012, 2013; Srisoporn and Bureerat 2008; Kaveh and Talatahari
2009; Plevris and Papadrakakis 2011; Yildiz 2009b, 2009c, 2013a, 2013c; Zidani et al. 2013;
Cagnina, Esquivel, and Coello 2011; Ghiasi, Pasini, and Lessard 2011).

Hybrid EAs can be classified into three categories: hybrid EAs with surrogate models (Srisoporn
and Bureerat 2008; Sun et al. 2010), incorporating EAs with a local search technique (Plevris and
Papadrakakis 2011; Zidani et al. 2013; Ghiasi, Pasini, and Lessard 2011; Pholdee and Bureerat
2012; Yildiz 2009a) and hybridization of two EAs (Kaveh and Talatahari 2009; Pholdee and
Bureerat 2013). A hybrid of EAs with a surrogate model is a powerful tool for an optimization
study requiring a large computation time to calculate objective function evaluations, as in the
optimization of a metal forming process (Sun et al. 2010). The basic concept of this hybrid
approach is to use the surrogate model as an approximate function evaluation instead of a real
objective function evaluation. The results of this hybrid approach will depend on the accuracy of
the surrogate model and sampling points used to construct the surrogate model. For the hybrid
of EAs and local search techniques, also known as a mimetic algorithm, the basic concept is to
use the EAs to provide a pseudo-global search region. Then, a local search technique is used
to speed up the search procedure. However, this kind of hybrid approach includes a local search
technique, which usually requires a function derivative (Plevris and Papadrakakis 2011), such that
it is difficult to apply to real engineering applications. Moreover, a local search technique without
applying a function derivative, such as the Nelder–Mead simplex downhill method (NM), is not
efficient for problems with large-scale design variables (Ghiasi, Pasini, and Lessard 2011). In this
regard, the hybrid of two EAs may be more flexible to enhance the search performance of the
EAs in real engineering optimization studies. Successful implementation of this kind of hybrid
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algorithm in real engineering applications can be found in the literature (Pholdee and Bureerat
2013; Kaveh and Talatahari 2009; Nwankwor, Nagar, and Reid 2013; Yildiz 2013b).

In this work, a new hybrid algorithm based on integrating differential evolution (DE) operators
into the search procedure of teaching–learning-based optimization (TLBO) is developed and
applied to optimization of the strip coiling process. The hybrid optimizer will be termed enhanced
teaching–learning-based optimization with differential evolution (ETLBO-DE). The ETLBO-
DE and several well-established EAs such as DE (Storn and Price 1997), simulated annealing
(SA) (Bureerat and Limtragool 2008), artificial bee colony optimization (ABC) (Karaboga and
Basturk 2007), real code ant colony optimization (ACOR) (Socha and Dorigo 2008), TLBO (Rao,
Savsani, and Vakharia 2011), league championship algorithm (LCA) (Kashan 2011), charged
system search (ChSS) (Kaveh and Talatahari 2010), hybrid DE and Nelder–Mead simplex method
(HDENM) (Wu et al. 2010), hybrid DE and hill-climbing (HDEHC) (Hernandez, Leguizamon,
and Mezura-Montes 2013), and hybrid particle swarm optimization and DE (HPSODE) (Liu, Cai,
and Wang 2010) are employed to solve a large-scale design problem of the strip coiling process
in order to improve the flatness of the strip during the process. For this purpose, the optimal
processing parameters of spool geometry and coiling tension were determined by introducing the
objective function to minimize axial inhomogeneity of the stress distribution and the maximum
stress, which may cause the irregular surface profile of the strip during the coiling process.

2. Formulation of optimization design problem of the strip coiling process

During the strip coiling process, a wavy edge will form when the circumferential stress at the
middle zone of the strip is highly compressed while the two edges are tensile or lightly compressed.
On other hand, if the middle zone of the strip is highly tensile while the two edges are compressed
or lightly tensile, a centre buckle will occur, according to previous studies (Yanagi et al. 1998;
Park et al. 2014). Figure 1(a) and (b) shows the circumferential stress σθ distributions along the
z direction within a thin strip that incurred a wavy edge and a centre buckle, respectively.

In the strip coiling process, when the strips are coiled, the middle zone (z = 0) of the strip at the
inner coil will be highly compressed compared with the two edges owing to the coiling tension
and strip crown. In this case, the centre buckle at the inner coil is unlikely and the wavy edge is
likely to form. Therefore, the wavy edge defect at the inner coil becomes a major issue during the
strip coiling process. Figure 2 shows the plot of the circumferential stress σθ distribution in the
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Figure 2. Circumferential stress distribution σθ in the coil determined by Love’s elastic solution by Park et al. (2014).
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524 N. Pholdee et al.

Figure 3. Spool geometry used in the present investigation.

z direction at each radius r of the coil calculated by Love’s elastic solution, determined by Park
et al. (2014), which may contribute to the formation of the wavy edge defect after finishing the
coiling process.

It was found from Figure 2 that formation of the wavy edge defect can be decreased by reducing
the axial inhomogeneity of the stress distribution and the maximum compressive stress in the
compressive zone. In this study, optimization using EAs will be applied to find the optimal
processing parameters including coiling tension σT and spool geometry, as described in Figure 3.

To reduce axial inhomogeneity of the stress distribution and the maximum compressive stress,
the objective function was defined to minimize the maximum compressive stress and the volume
of the circumferential compressive stress, as shown in Figure 2. In this figure, the volume was
calculated only for the coil in which compressive stresses were higher than 20 MPa, to minimize
the likeliness of the wavy edge defect.

Then, the objective function can be expressed as:

Min: f (αb, ηb, σT,i) = V

V0
+ max(σθc)

max(σθc0)

Subject to: 0 ≤ αb ≤ 4,

0 ≤ ηb ≤ 4,

25 ≤ σT,i ≤ 50 MPa; i = 1 · · · nmax

|σT,i − σT,i−1| ≤ 2 MPa

(1)

where V and σθc are approximate values of the circumferential stress and the compressive circum-
ferential stress higher than 20 MPa, respectively (see Figure 2), while V0 and σθc0 are the values
of the original design case. σT,i is the coiling tension at the coil number i (generally, the coiling
tension was set to be constant for all the coils). nmax is the maximum number of coils, which was
set to be 220 in this study, and αb, ηb are the spool crown and spool crown exponent, which were
used in defining the spool geometry in Figure 3 as:

b(z) = b0 − αb

( |z|
zmax

)ηb

(2)

In this equation, b(z) and b0 (=330 mm) are the outer radius of the spool along the z direction
and the initial value of the outer radius of the spool, respectively, and zmax = 525 mm is the width
of the spool. The inner radius of the spool a in Figure 3 was set to be 300 mm. The total number
of design variables considered was 222 (220 for the coiling tensions σT,i and two for the spool
geometry αb and ηb).
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3. Teaching–learning-based optimization

In the optimization algorithm based on TLBO proposed by Rao, Savsani, and Vakharia (2011),
the search process starts with an initialized population. In this work, the population is considered
as a group of learners and the best individual is a teacher. The knowledge is an objective function,
which needs to be improved towards the optimum. The optimization process starts by randomly
creating an initial population. Then, objective function values of the members in the population
are evaluated and the best individual is identified. After that, the population is updated in two
stages: the ‘teacher phase’ and the ‘learner phase’. During the teacher phase, an individual (xi)
is updated based on the best individual (xteacher) and the mean values of the whole population
(xmean), as follows:

xnew,i = xold,i + r{xteacher − (TFxmean)} (3)

where r ∈ [0, 1] is a uniform random number and TF is a teaching factor, which can be either
1 or 2.

For the learner phase, the population is updated by interactions among the individuals. Two
individuals xi and xj are selected randomly, where i �= j. The modification can be expressed as:

xnew,i =
{

xold,i + r(xi − xj) if f (xi) < f (xj)

xold,i + r(xj − xi) if f (xj) < f (xi)
(4)

During both the teacher and learner phases, the new solution (xnew) will be accepted if it is
better than the old ones; otherwise, it will be rejected. The search process is repeated until the
termination criterion is satisfied. The detailed TLBO computational steps are summarized in
Algorithm 1 (see below).

4. Hybrid of teaching–learning-based optimization and differential evolutionary
algorithm

The DE algorithm is a simple but efficient evolutionary algorithm proposed by Storn and Price
(1997). The DE algorithm has two main operators to update populations, i.e. mutation and
crossover. In this work, the DE/best/2/bin strategy was used for the hybrid algorithm. The DE
mutation operator can generate a new population (xnew,i) using the following equation:

xnew,i = xbest + F(xr,1 + xr,2 − xr,3 − xr,4) (5)

Algorithm 1 Teaching–learning-based optimization (TLBO)
Input: Maximum iteration number maxiter, population size nP.
Output: xbest, fbest

Initialization
1. Generate an initial population randomly.
2. Evaluate objective function values.
Main algorithm
3. For i = 1 to maxiter

3.1 Identify the best solution (xteacher).
(Teacher phase)
For j = 1 to np

3.2 Update the population using Equation (3)
3.2.1 Evaluate the objective function value f (xnew,j)
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526 N. Pholdee et al.

3.2.2 If f (xnew,j) < f (xold,j)
Replace xold,j by xnew,j

End
End
(Learner phase)
For j = 1 to np

3.3 Update the population using Equation (4)
3.3.1 Evaluate the objective function value f (xnew,j)
3.3.2 If f (xnew,j) < f (xold,j)
Replace xold,j by xnew,j

End
End

End

where F is a scaling factor and xr,i are four randomly selected individuals. For a new individual
xT

new = [xnew,1, . . ., xnew,D] and an old individual xT
old = [xold,1, . . ., xold,D], the binary crossover step

can be expressed as:

xnew,j = xold,jif rand < CR, j = 1, . . . , D (6)

The computational steps of the proposed ETLBO-DE hybrid algorithm are described in
Algorithm 2. The hybridized TLBO and DE can be obtained in such a way that TLBO is used
as a main search procedure. The process starts by randomly generating an initial population. The
populations will then be updated based on the best solution from the TLBO’s teacher phase, sim-
ilar to Algorithm 1. However, after the teacher phase, the DE/best/2/bin strategy will be used to
update the population instead of using the learner phase of the original TLBO.

DE is used as an alternative for the local search instead of classical optimization methods
such as gradient-based optimizers because objective and constraint function values are evaluated
through a numerical approach, which usually has some truncation errors during the computational
steps. This may lead to difficulty and inaccuracy in calculating function derivatives. Moreover,
direct methods such as the simplex downhill are reported to be less effective than DE in solving
a large-scale optimization problem with 222 design variables.

5. Numerical experiments

To examine the search performance of the proposed ETLBO-DE hybrid algorithm, several EAs
were used to compare the objective function values, which were determined by Equation (1). The
EAs used in this study are as follows:

DE (Storn and Price 1997): The DE/best/2/bin strategy was used. The DE scaling factor was
random, from 0.25 to 0.7, in each calculation and the crossover probability was 0.7.

Algorithm 2 Newly developed ETLBO-DE hybrid algorithm
Input: Maximum iteration number maxiter, population size nP.
Output: xbest, fbest

Initialization
1. Generate an initial population randomly.
2. Evaluate objective function values.
Main algorithm
3. For i = 1 to maxiter

3.1 Identify the best solution (xteacher).
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(Teacher phase)
For j = 1 to np

3.2 Update the population using equation (3)
3.2.1 Evaluate the objective function value f (xnew,j)

3.2.2 If f (xnew,j) < f (xold,j)
Replace xold,j by xnew,j

End
End
(DE operation)
For j = 1 to np

3.3 DE mutation using Equation (5)
For k = 1 to D
3.4 DE crossover using Equation (6)
End
3.5 Evaluate the objective function value f (xnew,j)
3.6 If f (xnew,j) < f (xold,j)
Replace xold,j by xnew,j

End
End

End

SA (Bureerat and Limtragool 2008): An annealing temperature was reduced exponentially by
10 times from the value of 10 to 0.001 in the optimization searching process. On each loop 2n
children were created by means of mutation to be compared with their parent. Here, n is the
number of design variables.

ABC (Karaboga and Basturk 2007): The number of food sources was set to be 3n. A trial
counter to discard a food source was 100.

ACOR (Socha and Dorigo 2008): The parameters used for computing the weighting factor and
the standard deviation in the algorithm were set to be ξ = 1.0 and q = 0.2, respectively.

TLBO (Rao, Savsani, and Vakharia 2011): There is no required parameter setting.
LCA (Kashan 2011): The default parameter settings provided by the authors were used. The

lower limit for the retreat coefficient and approach coefficient was set to be 0 while the upper limit
for the retreat coefficient and approach coefficient was set to be 2. The probability of success (Pc)
was set to be 0.9999 and the decreasing rate of Pc was set to be 0.9995.

ChSS (Kaveh and Talatahari 2010): The number of solutions in the charge memory was 0.2Np.
Here, Np is the population size. The charged moving considering rate and the parameter PAR were
set to be 0.75 and 0.5, respectively.

HDENM (Wu et al. 2010): The DE/rand/1/bin strategy was used. The DE scaling factor and
crossover probability were set to be 0.5 and 0.9, respectively. The NM reflection factor, expansion
factor, contraction factor and shrinkage factor were 1.0, 2.0, 0.5 and 0.5, respectively.

HDEHC (Hernandez, Leguizamon, and Mezura-Montes 2013): The DE/rand/1/bin strategy
was used. The DE scaling factor and crossover probability were set to be 0.6. The hill-climbing
algorithm used the same algorithm as presented in Hernandez, Leguizamon, and Mezura-Montes
(2013).

HPSODE (Liu, Cai, and Wang 2010): The PSO starting inertia weight and ending inertia weight
were set to be 0.5 and 0.01, respectively, while the cognitive learning factor and social learning
factor were set to be 0.5. The DE/rand/1/bin, DE/current to best/1/bin and DE/rand/2/bin
strategies were used. The DE scaling factor was random, from 0.25 to 0.75, in each calculation
and the crossover probability was 0.8.
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528 N. Pholdee et al.

HTLBO-HJ: After completing the TLBO’s learning phase for each generation, the pattern
search (PS) method was used as a local search technique to update the current optimum solution.
Thus, TLBO was used as the main search algorithm.

HTLBO-NM:After completing the TLBO’s learning phase for each generation, the NM method
was used as a local search technique to update the current optimum solution. Thus, TLBO was
used as the main search algorithm.

ETLBO-DE1 (Algorithm 2): The DE parameter setting was used for the DE operation while
an initial population was randomly generated.

ETLBO-DE2 (Algorithm 2): The ETLBO-DE1 parameter setting and Latin hypercube sampling
(LHS) technique were used to generate an initial population.

Fourteen evolutionary optimizers were used to solve the proposed optimization design problem
of the strip coiling process with five optimization runs. Both the population size and the number
of iterations were set to be 100. For the optimizers using different population sizes, such as
simulated annealing and TLBO, their search processes were terminated with the total number of
function evaluations as 100 × 100. The optimal results of the optimizers within a limited number
of function evaluations were compared to determine the best performer. It should be noted that
the optimization parameter setting used for each optimizer was obtained by selecting the best set
from the test runs with several sets of parameters.

6. Results and discussion

The numerical results for the objective function values obtained from each optimizer are shown
in Table 1. In this table, the mean values (Mean) are used to measure the convergence speed while
the standard deviation (STD) represents the search consistency of the method. A method with a
lower mean value of the objective function has better convergence speed, while a method with a
lower STD has better search consistency.

For the measure of convergence speed based on the mean objective value, the best convergence
method was ETLBO-DE2 and the worst was ABC. The second and third best performers were
ETLBO-DE1 and DE, respectively. For the measure of search consistency based on the STD,
ETLBO-DE2 had the best consistency while ABC had the worst consistency, similar to the search
convergence. The second and third best consistencies were HDENM and ACOR, respectively.
The minimum objective function value was obtained by ETLBO-DE2.

Table 1. Objective function values calculated.

Evolutionary algorithm Mean STD Max. Min.

DE 0.9700 0.0275 1.0096 0.9354
ABC 1.7637 0.0787 1.8800 1.6751
ACOR 1.0621 0.0070 1.0705 1.0546
ChSS 1.4026 0.0289 1.4448 1.3678
LCA 1.7116 0.0408 1.7580 1.6473
SA 1.5451 0.0645 1.6323 1.4841
TLBO 0.9915 0.0132 1.0066 0.9766
HDEHC 1.1460 0.0126 1.1286 1.1592
HDENM 1.2609 0.0050 1.2567 1.2693
HPSODE 1.2562 0.0470 1.1987 1.3130
HTLBO-HJ 1.0025 0.0922 1.1338 0.8729
HTLBO-NM 1.1146 0.1826 1.1328 0.9477
ETLBO-DE1 0.9026 0.0107 0.9134 0.8858
ETLBO-DE2 0.8850 0.0047 0.8897 0.8784
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Figure 4. Search history of the original evolutionary algorithms and the hybrid algorithms.

Among the four hybrid TLBO algorithms, the results indicate that the hybrid TLBO with DE is
more efficient than the hybrid TLBO using other classic local search methods, i.e. pattern search
and the simplex downhill method. This implies that DE is a more powerful local search technique
for the present optimization problem. All the hybrid versions of TLBO using DE were superior
to the original TLBO. Based on the average values of the objective function, the hybrid TLBOs
using PS and NM were inferior to the original TLBO, although they provided better results for
some optimization runs.

Figure 4 shows a search history of the best optimization run of the original TLBO, DE and the
proposed hybrid algorithms. It was found from this figure that the convergence rates of search
processes of the hybrid algorithms were better than the original TLBO and DE from the beginning.
From this figure, it is noticed that the original TLBO has a faster convergence rate than the original
DE from the start because the TLBO has two steps for updating its population. For search processes
larger than 1000 function evaluations, however, the convergence rate of DE became faster than
TLBO.Accordingly, it can be said that TLBO is better when approaching to the near optimum area
whereas DE is efficient for a local search of the real optimum point. Therefore, combining both
optimizers can compensate for the weak points of each. The hybrid algorithms use the features
of TLBO to quickly land on the area near the optimum. Then, the DE operators are used for fine
searching of the optimum solution. This combination makes the hybrid algorithms more efficient
than their original techniques.

Of the new optimizers, ETLBO-DE2 is superior to ETLBO-DE1. ETLBO-DE2 can converge to
the optimum result after a few function evaluations, whereas ETLBO-DE1 needs more function
evaluations to reach the optimum. Overall, ETLBO-DE2 was found to be the best optimiza-
tion algorithm investigated in this study for solving strip coiling process optimization problems
with large-scale design variables. It can be seen from the present investigation that integrat-
ing DE into the main procedure of TLBO leads to an efficient evolutionary algorithm, and the
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Figure 5. Coiling tension levels as a function of the number of coils.
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Figure 6. Comparison of circumferential stresses along the z and r directions for (a) the original design and (b) the
optimal design.

search performance will be made much more efficient by introducing LHS to generate the initial
population in the newly developed hybrid algorithm.

Based on the best optimization run of ETLBO-DE2, the optimal spool crown and spool crown
exponent obtained were found to be 1.96 and 1.00, respectively, while the optimal coiling tensions
obtained as a function of number of coils are illustrated in Figure 5. The results show that the
coiling tensions started with the highest value at the first coiling and decreased when the number of
coils increased.After a few series of coiling, the tension levels became almost constant, converging
to the minimum value at the end of the process.

Figure 6 (a) and (b) shows the plot of the circumferential stress distributions along the z and
r directions before and after the optimization, respectively. Table 2 shows a comparison of the
maximum compressive stresses and the standard deviation of stresses at the inner strip between
the original and optimal designs. The results indicate that the optimal processing parameters
obtained by the ETLBO-DE2 algorithm can reduce the maximum compressive stress and axial
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Table 2. Maximum compressive stress and standard deviation of the stresses
at the inner coil.

Original design Optimal design

Maximum compressive stress (MPa) 111.546 67.248
Standard deviation of stresses 48.375 28.283

inhomogeneity of the stress distribution at the inner strip, which may cause wavy edge defects
during the strip coiling process.

7. Conclusions

In this work, a novel hybrid algorithm of TLBO and a DE algorithm was developed for optimization
of the strip coiling process. The objective function was formulated to minimize the volume of
the circumferential stress and maximum compressive stress higher than 20 MPa during the strip
coiling process. Ten existing EAs were used to examine the proposed hybrid algorithm and obtain
the optimal processing parameters, such as the coiling tensions σT,i and the spool geometry αb and
ηb, based on minimization of the proposed objective function with a limited number of function
evaluations. In the present study, the hybrid of TLBO and DE outperformed the other EAs. The
search performance of the proposed hybrid algorithm can be augmented by applying LHS to
generate an initial population. The optimal processing parameters such as spool crown αb and
spool crown exponent ηb obtained from the best optimization run of the best performer were
found to be 1.96 and 1.00, respectively, while the optimal coiling tensions σT,i were obtained as
a function of the number of coils. The present results show that the maximum compressive stress
and axial inhomogeneity of the stress distribution at the inner coil which caused flatness defects
in the strip coiling process were greatly reduced compared with the original case. The currently
proposed optimization scheme is powerful in handling large-scale design problems for industrial
applications. The optimum processing parameters obtained will be helpful in reducing edge wave
defects during the strip coiling process to improve product quality.
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In this article, real-code population-based incremental learning (RPBIL) is extended for multi-objective
optimization. The optimizer search performance is then improved by integrating a mutation operator of
evolution strategies and an approximate gradient into its computational procedure. RPBIL and its variants,
along with a number of established multi-objective evolutionary algorithms, are then implemented to solve
four multi-objective design problems of trusses. The design problems are posted to minimize structural
mass and compliance while fulfilling stress constraints. The comparative results based on a hypervolume
indicator show that the proposed hybrid RPBIL is the best performer for the large-scale truss design
problems.

Keywords: population-based incremental learning; hybrid evolutionary algorithms; multi-objective truss
optimization; comparative performance; multi-objective evolutionary algorithms

1. Introduction

A truss is one of the most used engineering structures for several reasons, including the ease and low
cost of construction. The structures can be used in a wide variety of applications such as bridges,
roofs and towers. Over the past few decades, a great deal of research on design optimization of
truss structures has been done (e.g. Kim and de Weck 2006; Hasançebi 2007; Li, Huang, and Liu
2009; Xu et al. 2010; Jansen and Perez 2011; Su et al. 2011; Chen and Huang 2013; Gholizadeh
and Barzegar 2013). The design problems can be categorized as sizing (Kaveh and Zolghadr 2012;
Lu et al. 2013; Sadollah et al. 2012), shape (Fadel Miguel and Fadel Miguel 2012; Gholizadeh and
Barzegar 2013; Pholdee and Bureerat 2012) and topology optimization (Su et al. 2011; Richardson
et al. 2012). It is also possible to operate all three types of truss optimization simultaneously,
which is called automated design (Rahami, Kaveh, and Gholipour 2008; Noilublao and Bureerat
2011; Torii, Lopez, and Biondini 2012). Work involving the development and improvement of
optimizers for such structural design is one of the most important issues.A typical single-objective
design problem of trusses is assigned to minimize structural mass subject to safety requirements
such as stress and displacement constraints. The optimizers used for tackling the design problem
could be gradient-based optimizers or meta-heuristics, while the most popular method for the latter
category is a genetic algorithm (Lingyun et al. 2005; Rahami, Kaveh, and Gholipour 2008; Gomes
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2011). Other meta-heuristics or evolutionary algorithms employed to solve single-objective truss
design problems include particle swarm optimization (Li, Huang, and Liu 2009; Gomes 2011),
simulated annealing (Bennage and Dhingra 1994), charged system search (Kaveh and Talatahari
2010) and differential evolution (Kaveh and Talatahari 2008; Brest and Mauèec 2011; Mallipeddi
et al. 2011).

In practice, it has been found that minimizing structural mass subject to structural safety con-
straints is somewhat difficult to implement. This is due to the fact that minimizing mass often
results in a reduction in structural strength and consequently leads to structural reliability being
decreased. As a result, multi-objective optimization is introduced to overcome such a drawback.
By implementing a multi-objective design problem, a designer can optimize both structural mass
and reliability (Noilublao and Bureerat 2011). Parameters that can be used to measure structural
reliability are compliance minimization, structural natural frequencies (Bennage and Dhingra
1994) and frequency response function (Noilublao and Bureerat 2011).

Evolutionary algorithms (EAs) are recognized as alternative optimizers to classical gradient-
based optimization methods. Using EAs is advantageous as they are simple to implement, robust
and capable of searching for global optima. EAs can be used to solve almost any kind of optimiza-
tion problem since they search for optimum solutions without using function derivatives. Most
importantly, for multi-objective optimization, multi-objective evolutionary algorithms (MOEAs)
can search for a Pareto optimal set within one optimization run. These reasons make EAs popular
and they are implemented in a wide range of applications. Nevertheless, their weak points, a low
convergence rate and a lack of consistency, still exist. Therefore, EA performance enhancement
is always demanding. Since the first EA was invented, there have been numerous EAs presented
in the literature, where some are newly invented with new concepts and others are extended from
older versions. There are several ways to enhance the search performance of EAs. The hybridiza-
tion of various promising EA operators leading to a new hybrid algorithm is one effective strategy
(Kaveh and Talatahari 2008, 2009; Yildiz 2009a, 2009b, 2009c; Cagnina, Esquivel, and Coello
2011; Zidani et al. 2013). Integrating gradient-based optimizers into the main procedures of EAs
is an alternative means (Cai et al. 2012; Niu, Zhou, and Zeng 2012). Nevertheless, this optimiza-
tion strategy requires derivative computation, which means that the derivative-free feature of EAs
will be missing. The success of integrating a direct search method such as a simplex downhill
method and a pattern search method has been reported (Chen and Tsai 1996; Koduru et al. 2008;
Wang, Xu, and Li 2011). Mostly, the aforementioned hybrid strategies were developed for single-
objective optimization. Recently, an efficient EA operator called an approximated gradient has
been employed and found to be powerful for truss design problems (Pholdee and Bureerat 2012).

This article presents an alternative hybrid evolutionary optimizer for multi-objective optimiza-
tion of trusses. The multi-objective version of population-based incremental learning using real
codes (RPBIL) is hybridized with the evolution strategies (ES) mutation operator and approxi-
mate gradients. The new hybrid method is derivative free. Four multi-objective design problems
of trusses posed to minimize structural mass and compliance with stress constraints are used as the
benchmark problems. Design variables for the four design problems are shape and sizing. Then,
three variants of RPBIL and a number of established MOEAs are used to tackle the test problems.
The results obtained from the various optimizers are compared based on a hypervolume and it is
found that the proposed hybrid RPBIL is overall the best optimizer.

2. Real-code population-based incremental learning for single-objective optimization

The very first version of population-based incremental learning (PBIL), based on binary search
spaces, was introduced by Baluja (1994). There have since been several versions of PBIL such as
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1034 N. Pholdee and S. Bureerat

multi-objective (Bureerat and Sriworamas 2007) and real-code (Bureerat 2011a, 2011b) versions.
Real-code population-based incremental learning herein is the multi-objective version extended
from the single-objective RPBIL presented in Bureerat (2011b). The method is classified as
a simple estimation of a distribution algorithm (EDA). It is developed for solving a bound-
constrained optimization in which, for the case of multiple objectives, it can be expressed as

min
x

{f1(x), . . . , fm(x)}; L ≤ x ≤ U (1)

where x is a vector of design variables size n×1.
The concept of single-objective RPBIL is to use the so-called probability matrix representing

a real-code population. Given that the probability matrix P is sized n × nI , it means the bounds
of all design variables are divided into nI subintervals for generating a real code population.
The value of Pij determines the probability of having the ith element of x in the jth subinterval,
which is [Li + (j − 1)di, Li + jdi] where di = (Ui − Li)/nI . Let X = {x1, . . . , xT } be the real-code
population with T members. The number of the ith element of x located in the jth subinterval can
be computed as round(TPij), where round(x) gives the nearest integer to x. The pseudo-code for
generating a population X from the given probability matrix P is shown in Algorithm 1.

Algorithm 1: Generating a real-code population

Input: P, T
Output: X
For i = 1 to n
Y = {}
For j = 1 to nI

Find nij

If j < nI , nij = round(TPij)
If j = nI , nij = T − ∑nI −1

k=1 nik

Randomly generate nij real number in the interval [Li + (j − 1)di, Li + jdi]
Set those real numbers as the members of Y.
Next j
Randomly shuffle the positions of the members of Y.
Set all members of Y as the ith row of X
Next i

For single-objective optimization, the search process starts with an initial probability matrix
whose members are full of 1/nI . The real-code population is then generated while objective
functions are evaluated. The best solution xbest based on whether maximization or minimization
is then found and used to update the probability matrix. The probability matrix is updated in such
a way as to increase the value Pir where the ith element of xbest is located in the rth subinterval.
Consequently, the values of the other elements on the ith row of P will be decreased. A real-code
population generated from this updated probability matrix will tend to have more members around
xbest. However, this could cause a premature convergence for the RPBIL search. In order to avoid
such a phenomenon, the updating scheme is proposed as:

P′
ij = (1 − LR(j))Pold

ij + LR(j) (2)

and

LR(j) = LR0 exp(−(j − r)2) (3)

where LR0 is an initial learning rate to be specified (default = 0.5). The index r is the subinterval
in which the ith element of the best solution is located in. Instead of increasing only the value
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Engineering Optimization 1035

of Pir , using Equation (3), the values of elements adjacent to Pir on the ith row are also slightly
increased. The updated probability matrix Pij is then modified as

P′′
ij = P′

ij∑nI
j=1 P′

ij

(4)

in order to preserve the condition
nI∑

j=1

P′′
ij = 1 (5)

where P
′′
ij is the final update of Pij. The probability matrix and the best solution are iteratively

updated while the corresponding real-code population is created until a termination condition is
fulfilled.

3. Real-code multi-objective population-based incremental learning

For multi-objective RPBIL, more probability matrices (say nT ) are used to produce a population
so as to achieve better population diversity, which is one of the most important requirements in a
MOEA process. With a number of probability matrices being used, each matrix will be called a
probability tray. Each probability tray is used to generate a subpopulation while the population is
the union set of all those subpopulations created using the respective probability trays. The search
procedure starts with initial probability trays whose elements are full of 1/nI , and an initial Pareto
archive. The real-code population is then generated while function evaluations are carried out.
The non-dominated solutions of the union set of members in the previous Pareto archive and the
members in the newly generated population are sorted and saved as the updated Pareto archive. In
cases where the number of members in the archive exceeds the predefined archive size (nA), the
clustering technique (Bandyopadhyay et al. 2008) is activated to remove some members from the
archive. Afterwards, the members in the archive are divided into nT groups using the clustering
technique. The centroid of each group is used as the best solution to update the corresponding
probability tray. The pseudo-code for multi-objective RPBIL is shown in Algorithm 2.

Algorithm 2: Multi-objective real-code population-based incremental learning

Input: n, nT , m, nI , T , iter_max, nA

Output: Pareto archive A
Initialization:
Let Pij,k = 1/nI ; k = 1, . . . , nT

Set t = 0.
Generate Xt from Pij,k (Algorithm 1).
Find A0 from non-dominated sorting Xt

Main procedure:
For t = 1 to iter_max
If the members in At are more than nA

Do: activate the clustering technique to remove some members from At .
Divide the members of At into nT groups and find the centroid of each group.
For i = 1 to nT

Use the centroid of the ith group to update the ith probability tray using (2)–(5).
Next i
Set t = t + 1.

D
ow

nl
oa

de
d 

by
 [

K
ho

n 
K

ae
n 

U
ni

ve
rs

ity
],

 [
Su

jin
 B

ur
ee

ra
t]

 a
t 0

1:
13

 1
6 

M
ay

 2
01

4 



1036 N. Pholdee and S. Bureerat

Generate Xt from Pij,k (Algorithm 1).
Find At from non-dominated sorting Xt ∪ At−1

Next t

4. Hybrid multi-objective real-code population-based incremental learning

Having implemented the multi-objective RPBIL on some simple test functions, it is found that
the optimizer has acceptable performance. However, premature convergence can occur during the
search because the updated probability tends to generate a population whose members are adjacent
to the centroids of the grouped non-dominated solutions. In order to alleviate this shortcoming,
the ES mutation is employed to modify the population before performing function evaluation.
For the ES mutation, a design variable vector x is mutated leading to an offspring x′ using the
following strategies:

σ ′
i = σi. exp(τ ′.N(0, 1) + τ .Ni(0, 1)) (6)

x′ = x + N(0, σ ′)
where the constants τ ′ (default = 1/

√
2
√

n) and τ (default = 1/
√

2n) are predefined parameters.
N(0, σ ′) is a random vector sized n×1 having the mean values 0, standard deviation values σ ′ and
rotation angles 0. N(0,1) denotes the normally distributed random number having expected mean
0 and standard deviation 1. Each random number N without subscript is sampled once for one
individual solution while N with subscript is sampled anew for each element of a solution. σi is
the standard deviation of the ith element of design vectors in the population.

Moreover, as the approximate gradient is proven to be a descent direction for the multi-objective
truss design (Pholdee and Bureerat 2012), it will be integrated into the main procedure of multi-
objective RPBIL, leading to a new hybrid algorithm. An approximate gradient is an operation to
approximate a steepest descent direction from the members of a population and their function
value. Using the first order Taylor’s series expansion, the function value of xi which is adjacent
to the current solution x can be predicted as:

f (xi) = f (x + �x) ≈ f (x) + �xT∇f (x) (7)

where �x = xi − x. If there are R neighbours of x as x1, . . . , xR where R ≥ n, the approximate
gradient of x can be computed as:

⎡
⎢⎣

(x1 − x)T

...
(xR − x)T

⎤
⎥⎦ ∇f (x) = A∇f (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

f (x1) − f (x)
...

f (xR) − f (x)

⎫⎪⎬
⎪⎭ = b (8)

It is recommended that the value of R should be higher than the size of design variables n in
order to prevent the singularity of A. Since A is not a square matrix, a pseudo-inverse operator is
employed to solve Equation (8).

Having obtained approximate gradients of objective functions and constraints, the use of such
gradients to update the current solution towards the optimum is based on the steepest descent
direction concept. First, the exterior penalty function technique in combination with the weighted
sum technique is used to modify the constrained multi-objective design problem to become an
equivalent unconstrained problem with one objective. The new equivalent objective function can
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Engineering Optimization 1037

be expressed as:

f ′(x) =
m∑

i=1

wifi(x) + C
ng∑

i=1

max(0, g2
i (x)) (9)

wheregi, i = 1, . . . , C is a penalty parameter, ng are the total number of inequality constraints of
the design problem and wi (

∑m
i=1 wi = 1) are the weighting factors (randomly generated in the

procedure of hybrid RPBIL).
The update of x, denoted by xnew, is obtained as

xnew = x + λs (10)

where λ is a step length. The direction s = −∇f ′(x) computed using Equation (8) (by replacing
f with f ′ in the equation) is similar to a steepest descent direction. From many previous studies
on truss optimization with stress constraints, the optima are likely to be located on the constraint
boundaries. The step length is therefore calculated in such a way that xnew will be located on the
boundaries of the constraints and remain feasible. Using the first order Taylor’s series expansion,
the constraint value at xnew can be approximated as:

gi(x + λs) ≈ gi(x) + λsT∇gi(x) (11)

Since it is expected that the solution will land at the boundary, the following relation is obtained:

gi(x) + λsT∇gi(x) = 0 (12)

Thus, the step-length λi for leading xnew to the boundary of gi can be calculated as:

λi = −gi(x)

sT∇gi(x)
(13)

In cases where there are ng constraints, the minimum value of λi will be chosen since xnew needs to
be feasible. Figure 1 displays how the approximate gradient operator works on a two-dimensional
(2D) optimization problem with two nonlinear constraints. From the current population X =
{x1, . . . , x9}, x1 is updated using its nearest neighbours (x2 − x6) for estimating gradients. xnew,act

(♦) is the updated position of x1 using actual gradients, whereas xnew,app (�) is the updated position
of x1 using approximate gradients. It can be seen that both updated solutions are close to each
other but they are infeasible owing to the use of linear approximation (first order Taylor’s series
expansion) for approximating nonlinear convex boundaries.

As a result, the updating scheme for an approximate gradient operator will be modified from (10)
in such a way that, if x is feasible, xnew can be computed as:

xnew = x + (0.5 + 0.5 rand)σ s (14)

where rand ∈ [0, 1] is a uniform random number. If x is infeasible, xnew is computed as:

xnew = x + (1 + 0.5 rand)σ s (15)

Using Equations (14) and (15), it is expected that the updated solutions will tend to be in the
feasible region.

In the hybrid RPBIL, after the ES mutation, a few solutions (say nB solutions) are randomly
selected from the current Pareto archive to apply the approximate gradient operator leading to nB

updated solutions. These nB updated solutions (using Equations 14 and 15) will be added to the
pool with the mutated population and the members from the current Pareto archive. Nevertheless,
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Figure 1. Step length determination for constrained optimization.

from the observation in Figure 1, using the updated solutions directly may not be beneficial
as they can possibly be infeasible. Therefore, the binary crossover is applied to the nB updated
solutions mating with other nB solutions randomly selected from the Pareto archive (this is similar
to the binary crossover of differential evolution). The members in the Pareto archive are chosen to
recombine with solutions from approximate gradients because they are the current best solutions
being explored. The solutions obtained after the binary crossover are put in the pool for non-
dominated sorting. The pseudo-code of the hybrid multi-objective RPBIL is given in Algorithm
3. Initially, a Latin hypercube sampling technique will be used to generate a number of design
solutions to be used as neighbour solutions for estimating approximate gradients throughout
the search procedure. The function ESmutate returns a mutated population based on (6), while
the function AppGrad produces nB solutions by means of an approximate gradient and binary
crossover.

Algorithm 3: Hybrid multi-objective RPBIL

Input: n, nT , m, nI , T , max_eval, nA, nB

Output: Pareto archive A
Initialization:
Let Pij,k = 1/nI ; k = 1, . . . , nT

Generate X from Pij,k (Algorithm 1).
Generate a set of neighbour solutions XN using a Latin hypercube sampling technique.
Find A from non-dominated sorting X ∪ XN

Main procedure:
While the total number of function evaluation is less than max_eval, do the following
If the members in A are more than nA

Do: activate the clustering technique to remove some members from A.
Divide the members of A into nT groups and find the centroid of each group.
For i = 1 to nT
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Engineering Optimization 1039

Use the centroid of the ith group to update the ith probability tray using (2)–(5).
Next i
Generate X from Pij,k (Algorithm 1).
Apply ES mutation X′ = ESmutate(X)

Create nB solutions from an approximate gradient operator & binary crossover X′′ =
AppGrad(A, XN , nB)

Find new A from non-dominated sorting X′ ∪ A ∪ X′′

5. Numerical experiments

Four multi-objective optimization problems of 2D and 3D trusses are posed for MOEA
performance benchmarking, and are detailed as follows.

5.1. Case I: Two-dimensional 10-bar truss

The truss structure is illustrated in Figure 2 (Xu et al. 2010). The structure is subject to a vertical
load of −45 kN at nodes 4 and 6 and a horizontal load of 10 kN at node 6, while hinge supports are
assigned at nodes 1 and 2. Design variables include the cross-sectional areas of all bar elements,
and x- and y-direction positions of nodes 3 and 5. The material density and modulus of elas-
ticity are 7833 kg/m3 and 206.9 GPa, respectively, while the allowable stress is 65.95 MPa. The
constrained multi-objective optimization problem is minimizing mass and compliance subject to
stress constraints, which can be expressed as:

min
x

{f1(x), f2(x)} (16)

s.t.

|σmax| ≤ σy

0.636 ≤ Ai ≤ 132.73 cm2

− 1.0 ≤ Xi ≤ 0.5 m for i = 3

− 0.5 ≤ Xi ≤ 0 m for i = 5

0 ≤ Yi ≤ 1.0 m for i = 3

0 ≤ Yi ≤ 1.5 m for i = 5

where x14×1 = {Ai, Xi, Yi}T is a design vector, f1(x) is a function of mass, f2(x) is a function of
compliance,σmax is maximum stress on a structure,Aiare the elements’ cross-sectional areas, Xi

are the x-direction positions of nodes 3 and 5, and Yi are the positions in the y-direction of nodes
3 and 5.

5.2. Case II: Two-dimensional simple supported 37-bar truss

The truss structure is illustrated in Figure 3 (Gomes 2011). The structure is subject to a vertical
load of −10 kN at nodes 2, …, 10 with simple supports at nodes 1 and 11, where design variables
include the cross-sectional areas of all bar elements and positions in the x- and y− direction
of nodes 2–5, 7–10, 12–15 and 17–20. The design variables are treated as being symmetrical
with respect to the y-axis. The material density and modulus of elasticity are 7971.810 kg/m3
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1040 N. Pholdee and S. Bureerat

Figure 2. Two-dimensional 10-bar truss.

Figure 3. Two-dimensional simple supported 37-bar truss.

and 210 GPa, respectively. The allowable stress is set to be 400 MPa. The design problem is
expressed as:

min
x

{f1(x), f2(x)} (17)

s.t.

|σmax| ≤ σy

1.77 ≤ Ai ≤ 113.09 cm2

− 0.45 ≤ Xi ≤ 0.45 m

− 0.45 ≤ Yi ≤ 0.45 m

where x37×1 = {Ai, Xi, Yi}T is a design vector, Ai are cross-sectional areas of all bar elements, Xi

are the x-direction positions of all nodes except for nodes 1 and 11 (changes in Xi are symmetrical
about the y-axis), and Yi are the y-direction positions of all nodes except for nodes 1 and 11
(changes in Yi are symmetrical about the y-axis).

5.3. Case III: Two-dimensional 200-bar truss

The truss structure is illustrated in Figure 4 (Kaveh and Talatahari 2009; Xu et al. 2010). The
structure is subject to a vertical load of −45 kN at nodes 1–6, 8, 10, 12, 14–20, 22 and 24–75, and
a horizontal load of 4.5 kN at nodes 1, 6, 15, 20, 29, 34, 43, 48, 57, 62 and 71, while nodes 76 and
77 are fixed. Design variables include the cross-sectional areas of all bar elements, and positions
in the y-direction of all nodes except for nodes 76 and 77. The design variables are treated to be
symmetrical about the y-axis. The material density and modulus of elasticity are 7833 kg/m3 and
206.9 GPa, respectively, while the allowable stress is 65.95 MPa. The bi-objective design problem
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Engineering Optimization 1041

Figure 4. Two-dimensional 200-bar truss.

is expressed as:

min
x

{f1(x), f2(x)} (18)

s.t.

|σmax| ≤ σy

0.636 ≤ Ai ≤ 132.73 cm2

− 1.5 ≤ Yi ≤ 1.5 m for i < 71

− 7 ≤ Yi ≤ 1.5 m for 71 ≤ i ≤ 75

where x94×1 = {Ai, Xi, Yi}T is a design vector. Positions of nodes on the same level are assigned
to one design variable.

5.4. Case IV: Three-dimensional dome 120-bar truss

The truss structure is illustrated in Figures 5 and 6 (Kaveh and Talatahari 2008, 2009). The
structure is subject to a vertical load of −10 kN at nodes 13–36, −30 kN at nodes 37–49 and
−60 kN at node 49. The design variables include the cross-sectional areas of all elements and
the z-direction positions of all nodes except for nodes 1–12. The material density and modulus
of elasticity are set to be 7971.810 kg/m3 and 210 GPa, respectively, while the stress limit is
400 MPa. The constrained multi-objective optimization problem can be expressed as:

min
x

{f1(x), f2(x)} (19)

s.t.

|σmax| ≤ σy

1.77 ≤ Ai ≤ 132.73 cm2

− 1.5 ≤ Zi ≤ 1.5 m

D
ow

nl
oa

de
d 

by
 [

K
ho

n 
K

ae
n 

U
ni

ve
rs

ity
],

 [
Su

jin
 B

ur
ee

ra
t]

 a
t 0

1:
13

 1
6 

M
ay

 2
01

4 



1042 N. Pholdee and S. Bureerat

Figure 5. Top view of a three-dimensional dome 120-bar truss.

Figure 6. Side view of a three-dimensional dome 120-bar truss.

where x8×1 = {Ai, Zi}T is a vector of design variables. Positions of the nodes on the same
level (Figure 6) are assigned to one design variable and the sizes of the elements are set to
be symmetrical.

Twelve MOEAs are employed to tackle the test problems. The optimizers and their optimization
parameter settings are detailed as follows:

• BPBIL: binary multi-objective population-based incremental learning (Bureerat and Sriwora-
mas 2007) using binary codes with mutation probability and mutation shift of 0.05 and 0.2,
respectively.

• UPS-EMOA: unrestricted population size evolutionary multi-objective optimization algorithm
(Aittokoski and Miettinen 2010) using crossover probability, scaling factor, probability of
choosing element from offspring in crossover, minimum population size, and burst size of 0.7,
[0.6, 0.9], 0.5, 10 and 25, respectively.

• SPEA2: strength Pareto evolutionary algorithm (Zitzler, Laumanns, and Thiele 2002) using
real codes with crossover and mutation rates of 1.0 and 0.1, respectively.
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Engineering Optimization 1043

• MPSO: multi-objective particle swarm optimization (Reyes-Sierra and Coello Coello 2006)
using the starting inertia weight, ending inertia weight, cognitive learning factor, and social
learning factor of 0.5, 0.01, 0.5 and 0.5, respectively. The best solution for computing a velocity
vector is randomly selected from a Pareto archive. The adaptive grid algorithm is used as an
archiving technique.

• NSGA-II: non-dominated sorting genetic algorithm (Deb et al. 2002) using real codes with
crossover mutation probabilities of 1.0 and 0.1, respectively.

• DMOEA: dynamic multi-objective evolutionary algorithm (Liu et al. 2009) using real codes
with temperature and mutation rate of 1000 and 1, respectively.

• DEMO: differential evolution for multi-objective optimization (Robiè et al. 2005) using real
codes with crossover probability, scaling factor and probability of choosing element from
offspring in crossover for differential evolution operators of 0.7, [0.6, 0.9] and 0.5, respectively.

• MOEA/D: multi-objective evolutionary algorithm based on decomposition (Zhang and Li
2007) using real codes with number of neighbouring weight vectors, crossover and mutation
probabilities of 6, 1.0 and 0.1, respectively. The weighted sum technique in (9) is used for
decomposition.

• AMOSA: archived multi-objective simulated annealing (Bandyopadhyay et al. 2008). The
algorithm performs a simple downhill operator for the first three generations before entering
the main procedure. In this article, the method is performed in continuous spaces where a
candidate is obtained by mutating on its parent.

• RPBIL: multi-objective population-based incremental learning (Algorithm 2) using real codes
with nI = 40 where each probability tray produces five design solutions.

• HRPBIL1: RPBIL with ES mutation (Algorithm 3 without approximate gradient and binary
crossover).

• HRPBIL2: RPBIL with ES mutation, approximate gradient and binary crossover (Algorithm
3) using nB = 10, with crossover and mutation probabilities of 0.7 and 1.0, respectively. The
probability of choosing an element from offspring is 0.5.

The methods using differential evolution operators, UPS-EMOA and DEMO, use a uniform
random scaling factor in the range of [0.6, 0.9]. All MOEAs except for UPS-EMOA, AMOSA and
HRPBIL2 use a population size of 50, and 50 generations for Cases I, II and IV, while for Case III,
the population size and number of generations are set as 100 and 100, respectively. UPS-EMOA,
AMOSA and HRPBIL2 use different population sizes and iteration numbers, as defined previously,
but their search procedures are terminated at the same total number of function evaluations. The
Pareto archive of all MOEAs is set at 500 except for NSGA-II and DEMO, which keep Pareto
solutions in a population. The optimization parameter settings detailed above are obtained using
several settings for each optimizer and selecting the one that gives the best results. Each design
problem is solved using the various MOEAs’ 30 optimization runs for performance comparison.
The non-dominated sorting scheme for constrained optimization in Deb, Pratap, and Meyarivan
(2001) is used for all MOEAs.

Comparison of Pareto fronts obtained from the various MOEAs is based on the performance
indicator called hypervolume. The hypervolume HV of a Pareto front A can be defined as:

HV = ∪
i∈A

Vi (20)

where Vi is the hypervolume of a hypercube constructed from the ith non-dominated point and a
predefined reference point, as shown in Figure 7 for a 2D case. It should be noted that the reference
point must be dominated by all members of A. The hypervolume basically measures both front
advancement and extension. The higher the hypervolume value, the better the Pareto front.
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1044 N. Pholdee and S. Bureerat

Reference point

i-th

Vi

f1

f2

Figure 7. Two-dimensional hypervolume.

Table 1. Comparative performance based on a hypervolume indicator.

Problem PBIL UPS SPEA2 MPSO NSGA-II DMOEA DEMO MOEA/D AMOSA RPBIL HRPBIL1 HRPBIL2

Case I
Mean 0.475 0.992 0.670 0.412 0.812 0.588 0.994 0.771 0.696 0.986 0.987 0.999
STD 0.145 0.016 0.121 0.193 0.123 0.123 0.018 0.059 0.156 0.001 0.001 0.000
Max. 0.746 1.000 0.882 0.671 0.993 0.894 1.000 0.878 0.918 0.988 0.989 0.999
Min. 0.197 0.934 0.439 0.000 0.536 0.381 0.902 0.637 0.379 0.985 0.985 0.999

Case II
Mean 0.620 0.973 0.528 0.250 0.618 0.290 0.975 0.501 0.535 0.959 0.960 0.984
STD 0.104 0.016 0.131 0.133 0.100 0.097 0.015 0.097 0.143 0.001 0.001 0.014
Max. 0.814 0.998 0.780 0.451 0.804 0.452 1.000 0.681 0.816 0.961 0.963 1.000
Min 0.419 0.930 0.269 0.000 0.432 0.071 0.931 0.238 0.242 0.956 0.957 0.960

Case III
Mean 0.478 0.747 0.406 0.111 0.508 0.290 0.780 0.364 0.135 0.464 0.669 0.995
STD 0.039 0.050 0.058 0.063 0.078 0.041 0.057 0.047 0.085 0.076 0.167 0.002
Max. 0.541 0.830 0.491 0.267 0.627 0.345 0.891 0.457 0.305 0.562 0.800 1.000
Min. 0.403 0.646 0.232 0.003 0.279 0.187 0.657 0.260 0.000 0.250 0.279 0.992

Case IV
Mean 0.788 0.999 0.837 0.716 0.898 0.799 0.998 0.901 0.911 0.864 0.902 0.943
STD 0.076 0.001 0.083 0.179 0.053 0.071 0.002 0.028 0.042 0.186 0.065 0.005
Max. 0.931 1.000 0.945 0.926 0.946 0.900 0.999 0.941 0.946 0.925 0.938 0.947
Min. 0.563 0.996 0.641 0.260 0.759 0.570 0.988 0.807 0.728 0.000 0.618 0.927

6. Results and discussion

Having performed each optimizer to solve each test problem for 30 optimization runs with 2500
function evaluations for Cases I, II and IV, and 10,000 function evaluations for Case III, the
comparative results based on the hypervolume indicator are shown in Table 1. Note that those
hypervolume values are normalized to ease comparison. With 30 runs, the mean values of the front
hypervolumes are used to measure the convergence rate, while the standard deviation represents
the search consistency of the methods.

For Case I, the best performer (for convergence rate) is HRPBIL2, while the close second
best is DEMO. The third and the very close fourth best optimizers are HRPBIL1 and RPBIL,
respectively. Based on the hypervolume standard deviation, the most consistent methods are
HRPBIL2 and RPBIL, followed closely by HRPBIL1. For the Case II design problem, the best
optimizer based on hypervolume average is HRPBIL2, while the second best and the close third
best are HRPBIL1 and RPBIL, respectively. The three most consistent methods for this case
are HRPBIL1, RPBIL and HRPBIL2. For Case III, which is large scale, the noticeably best
method based on convergence rate is HRPBIL2, which is head-and-shoulders above the rest. The
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Engineering Optimization 1045

Table 2. Comparative hypervolumes based on Wilcoxon rank sum test for Case I.

Case I PBIL UPS SPEA2 MPSO NSGA-II DMOEA DEMO MOEA/D AMOSA RPBIL HRPBIL1 HRPBIL2

PBIL 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
UPS 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
SPEA 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
MPSO 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
NSGA 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1
DMOEA 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1
DEMO 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
MOEAD 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1
AMOSA 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
RPBIL 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1
HRPBIL1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
HRPBIL2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
� 0 8 3 0 5 2 9 5 3 7 8 10
Ranking 11 3 8 11 6 10 1 6 8 5 4 1

Table 3. Overall ranking based on Wilcoxon rank sum test.

PBIL UPS SPEA2 MPSO NSGA-II DMOEA DEMO MOEA/D AMOSA RPBIL HRPBIL1 HRPBIL2

Case I 11 3 8 11 6 10 1 6 8 5 4 1
Case II 6 2 8 11 6 11 2 8 8 4 4 1
Case III 5 3 8 11 5 10 2 9 11 7 4 1
Case IV 11 1 9 12 4 9 2 4 4 4 4 3
� 33 9 33 45 21 40 7 27 31 20 16 6
Ranking 9 3 9 12 6 11 2 7 8 5 4 1
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Figure 8. Pareto front of a design Case I using HRPBIL2.
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Figure 9. Truss structures according to the front in Figure 7.
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Figure 10. Pareto front of a design Case II using HRPBIL2.
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Figure 11. Truss structures according to the front in Figure 9.
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Figure 12. Pareto front of a design Case III using HRPBIL2.
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Figure 13. Truss structures according to the front in Figure 11.

second and the third best are DEMO and UPS-EMOA, respectively. The top three most consistent
methods are HRPBIL2, DEMO and UPS-EMOA. For Case IV, the optimizer that gives the best
convergence rate is DEMO, while the very close second and third best optimizers are UPS-EMOA
and HRPBIL2, respectively. The three most consistent methods are still these three methods, with
similar orders.
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Figure 14. Pareto front of a design Case IV using HRPBIL2.
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Figure 15. Truss structures according to the front in Figure 13.

Furthermore, the multi-objective evolutionary optimizers are ranked based on the statistical
Wilcoxon rank sum test. Table 2 shows the ranking of MOEAs for the Case I design problem.
Since 12 MOEAs are implemented, a comparison matrix sized 12 × 12 whose elements are full
of zeros is generated. The null hypothesis for the Wilcoxon rank sum test is that, for a particular
test problem, the median of 30 front hypervolumes obtained using method I is not different from
the median of 30 front hypervolumes obtained using method J at a significance level of 5%. If the
null hypothesis is rejected and the median from method I is greater, the element IJ of the matrix
is set to be ‘1’. After summing up all values in matrix columns, the best optimizer is the one that
has the highest score. The summation and ranking are also given Table 2. The ranking of MOEAs
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when solving the four truss design problems according to the statistical test is shown in Table 3.
From the results, the best performer is HRPBIL2, while the second and third best methods are
DEMO and UPS-EMOA, respectively.

Overall, the best optimizer is the proposed hybrid real-code population-based incremental
learning (HRPBIL2), while the second best method is DEMO. The other top performers are
UPS-EMOA, HRPBIL1 and RPBIL. Among the three variants of RPBIL, HRPBIL1 is superior
to RPBIL. This means that adding the ES mutation to the procedure of RPBIL can enhance its
performance. The search performance is even higher when integrating the approximate gradient
and binary crossover to the algorithm. The hybrid RPBIL gives the best results for both conver-
gence rate and consistency, particularly for a large-scale problem. In the Case IV design problem,
DEMO and UPS-EMOA can approach (and slightly better) HRPBIL because the total number of
design variables is eight, which is not too high as it can be seen from the table that other MOEAs
also have good performance for this design case.

The best Pareto fronts of the four design problems obtained using HRPBIL2 are chosen for
illustration. The front of Case I is displayed in Figure 8, and some design solutions are selected and
displayed as corresponding structures in Figure 9. For Case II, the front is displayed in Figure 10
and the structures are shown in Figure 11. The fronts of Cases III and IV are shown in Figures 12
and 14, respectively, while the corresponding structures are illustrated in Figures 13 and 15. From
the figures, it can be seen that structures with various shapes and sizes can be obtained within
one optimization run. The multi-objective design process provides a designer a number of Pareto
optimum solutions with various values of structural mass and compliance for decision making.

7. Conclusions

RPBIL for single-objective optimization is extended for multi-objective optimization. The multi-
objective version is then hybridized with an ES mutation operator and an approximate gradient
leading to three variants of multi-objective RPBIL. The proposed algorithms along with nine estab-
lished MOEAs are implemented on four multi-objective test problems of trusses. Comparative
results based on the hypervolume show that the hybrid HRPBIL2 outperforms the other MOEAs,
particularly for a large-scale truss design problem. Among the three variants of RPBIL, adding
the ES mutation operator to the algorithm of RPBIL can improve its performance. The hybrid
RPBIL is even more efficient when integrating an approximate gradient and a binary crossover
to the search procedure. This shows that the proper mix of several evolutionary operators from
different EAs can result in an efficient optimizer.
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This paper proposes a hybrid meta-heuristic based on integrating a local search simplex downhill (SDH) method into the
search procedure of real-code ant colony optimisation (ACOR). This hybridisation leads to five hybrid algorithms where
a Monte Carlo technique, a Latin hypercube sampling technique (LHS) and a translational propagation Latin hypercube
design (TPLHD) algorithm are used to generate an initial population. Also, two numerical schemes for selecting an initial
simplex are investigated. The original ACOR and its hybrid versions along with a variety of established meta-heuristics are
implemented to solve 17 constrained test problems where a fuzzy set theory penalty function technique is used to handle
design constraints. The comparative results show that the hybrid algorithms are the top performers. Using the TPLHD
technique gives better results than the other sampling techniques. The hybrid optimisers are a powerful design tool for
constrained mechanical design problems.

Keywords: real-code ant colony optimisation; simplex downhill; constrained optimisation; hybrid algorithms; Latin
hypercube sampling

1. Introduction

In recent decades, meta-heuristics (MHs) and evolution-
ary algorithms (EAs) have arisen as alternative optimisers
to classical mathematical programming. The methods are
simple to use, robust, and capable of tackling global opti-
misation. They can deal with almost any kind of optimi-
sation problem. Moreover, multiobjective versions of these
types of optimisers can explore a Pareto front within one
optimisation run (Bureerat & Sriworamas, 2007). Never-
theless, with such appealing advantages, they have some
inevitable shortcomings, i.e. a low convergence rate and a
lack of search consistency. This is because those optimisers
search for optimum solutions based upon randomisation.
As a result, the solutions obtained by using such optimisers
are often classified as near optima or approximated Pareto
fronts. This implies that performance enhancement is al-
ways an issue in the field of evolutionary computation and
MHs.

Over the last few decades, a large number of MH op-
timisers have been developed and proposed for a wide va-
riety of applications. The algorithms have been developed
based on various concepts such as the estimation of dis-
tribution concept (Baluja, 1994; Brest et al., 2013; Bu-
reerat, 2011a), swarm intelligence (Reyes-Sierra & Coello
Coello, 2006), natural evolution of a genetic algorithm (GA)
(Linfield & Penny, 1995), etc. Based on the comparative
performance and its applications, one of the most power-

∗
Corresponding author. Email: sujbur@kku.ac.th

ful and popular optimisers is ant colony optimisation using
real codes (ACOR) (Socha & Dorigo, 2008). The algorithm
has been tested and found to be one of the most efficient
EAs by several researchers (Bureerat, 2011a, 2011b; Socha
& Dorigo, 2008). It has been successfully implemented
to solve a wide variety of practical design problems, e.g.
design of storm sewer networks (Afshar, 2010), neural net-
work training (Socha & Blum, 2007), support vector ma-
chines (Zhang, Chen, & He, 2010), design of natural gas
pipeline transportation (Chebouba et al., 2009), water re-
sources (Afshar & Madadgar, 2008; Hajizadeh, Christie, &
Demyanov, 2011; Madadgar & Afshar, 2009), process and
control system design (Schluter et al., 2009), active vibra-
tion control (Mohamad, Tokhi, & Omar, 2011), structural
health monitoring (Majumdar, Maiti, & Maity, 2012; Yu &
Xu, 2011) and electrical engineering (Hazra & Sinha, 2009;
Nakawiro & Erlich, 2009). Due to past successes, there have
been several proposals to extend and increase the search
performance of ACOR. The modifications have been made
by adding evolutionary operators to ACOR (Zhu, Yang, &
Ma, 2011), hybridising ACOR with other MHs (Karimi,
Nobahari, & Siarry, 2010) and integrating local search into
ACOR (Liao, Kuo, & Hu, 2012; Liao, Montes de Oca,
Aydin, Stützle, & Dorigo, 2011). For the local search hy-
brid, it has been found that the integration of a simplex
downhill (SDH) method (Nelder & Mead, 1965) to MHs is
one of the best choices to enhance their search performance

C© 2014 Taylor & Francis
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(Chelouah & Siarry, 2005; Wang, Xu, & Li, 2011; Zahara
& Kao, 2009). Nevertheless, such a local search optimiser
has not been hybridised with this powerful ACOR yet.

This paper presents an alternative choice for ACOR
performance enhancement. We have integrated the SDH
method (also known as the Nelder and Mead method) to
ACOR for constrained optimisation of mechanical systems.
The hybrid approach employs ACOR as the main optimiser,
while the SDH method is used for local search. Also, the
initialisation stage has been enhanced by using Latin hyper-
cube and optimum Latin hypercube sampling techniques,
leading to five variants of the hybrid ACOR optimisers. The
methods along with a number of established MHs were
implemented on numerous constrained design problems,
including automotive component design. Comparative re-
sults revealed that the proposed hybrid methods were the
top performers and they can be considered as a powerful
optimisation tool.

2. Related work on hybrid meta-heuristics

There have been several proposals to improve the search
performance of existing or newly developed MHs. For de-
sign problems with expensive function evaluations, the
use of MHs in combination with surrogate models has
been an effective means (Kanyakam & Bureerat, 2012;
Srisoporn & Bureerat, 2008; Tenne, Izui, & Nishiwaki,
2012). Success in hybridising MHs with some direct search
optimisers such as an approximate gradient technique
(Bureerat, 2011b; Pholdee & Bureerat, 2012), a pattern
search method (Mariani & dos Santos Coelho, 2011) and
the SDH method (Chelouah & Siarry, 2005; Wang et al.,
2011; Zahara & Kao, 2009) has been reported. It is also
possible to hybridise some existing EAs or MHs together
to enhance their performance (Hsu, 2012; Kaveh & Talata-
hari, 2008; Kaveh & Talatahari, 2009; Lion, Hsieh, & Chen,
2013; Pholdee & Bureerat, 2013; Shelokar, Siarry, Jayara-
man, & Kulkarni, 2007; Yildiz, 2009b, 2009c, 2012, 2013).

Hybrid ant colony optimisation for combinatorial prob-
lems on a discrete design domain has been proposed by
some researchers (Huang & Liao, 2008; Kabir, Shahjahan,
& Murase, 2012; Lee, Lee, Lin, & Ying, 2010; Panahi
& Tavakkoli-Moghaddam, 2011; Wang, Osagie, Thulasir-
aman, & Thulasiram, 2009). For ACOR, it has been inte-
grated with tabu search (Karimi et al., 2010), population-
based incremental and differential evolution (Xiao & Li,
2011), and a real-code genetic algorithm (Ciornei &
Kyriakides, 2012). For the use of local search, ACOR has
been hybridised with gradient-based optimisers (Liao et al.,
2011) and the Hooke and Jeeves local search method, also
known as pattern search (Liao et al., 2012). To our knowl-
edge, the hybrid of the SDH method and ACOR has not
been investigated yet. Also, the implementation on practical
constraints optimisation problems has not been adequately
studied yet. Moreover, even with thousands of articles de-

scribing hybrid MHs or EAs, the optimisers still rely on
randomisation and they are not efficient for all types of de-
sign problems. As a result, there is always a need to enhance
the convergence rate and search consistency of MHs.

Improvement of the initialisation phase of evolution-
ary optimisation has been somewhat overlooked. Usually, a
randomisation or Monte Carlo technique is used to gener-
ate an initial population. Yildiz (2009a) and Karen, Yildiz,
Kaya, Öztürk, and Öztürk (2006) have applied the Taguchi
method to improve the quality of an initial population before
entering the MH main search procedure. This can result in
improved performance of the optimisers. It has been found
by the authors that, rather than using the Taguchi method,
which is time-consuming for high-dimensional problems,
an alternative idea to create a high-quality initial popula-
tion is to make the population members evenly distributed
throughout the design domain as much as possible. With
such a concept, a Latin hypercube sampling technique can
be used instead of the Monte Carlo method. Moreover,
an optimum Latin hypercube sampling technique (Viana,
Venter, & Balabanov, 2010) that is not time-consuming can
also be useful for the initialisation phase.

3. Real-code ant colony optimisation and a simplex
downhill method

Ant colony optimisation was first introduced by Dorigo
(Dorigo, 1992) for solving combinatorial optimisation.
Since then, a few researchers have extended the method
for optimisation in continuous spaces (Guo & Zhu, 2012;
Kong & Tian, 2006) (hereinafter it will be referred to as
real-code ant colony optimization [ACOR]). One of the
best versions of ACOR was proposed by Socha and Dorigo
in 2008 (Socha & Dorigo, 2008). Unlike the very first ver-
sion, which was based upon a discrete probability distri-
bution, ACOR uses a continuous probability distribution.
This method will be used to solve minimisation problems
with bound constraints expressed as

min f (x); L ≤ x ≤ U, (1)

where f is an objective function, x is a design vector sized
n × 1, and L and U are the lower and upper bounds of x,
respectively. The computational steps for ACOR are given
in Algorithm 1. The search procedure starts by generating
an initial population or a solution archive, P = {x1, x2, . . . ,
xm}. Then, m offspring Q = {y1, y2, . . . , ym} are cre-
ated. To create the element yi, the weighting factors, wl, are
computed:

wl = 1

qm
√

2π
exp

(
−Nl − 1

2q2m2

)
, (2)

where m is a population size, q is a parameter to be defined
and Nl is the order of the solution xl, sorted based on the
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Figure 1. 10-bar truss.

Figure 2. Torque arm structure.

objective function values from the smallest to the largest.
The probability of the lth Gaussian function being selected
is computed as

pl = wl

m∑
j=1

wj

. (3)

In this paper, the Roulette wheel is used for selecting
the Gaussian function. The mean value μl

i and the standard
deviation σ l

i used for generating the ith element of a new
solution y are set as

μl
i = xl

i (4)

and

σ l
i = ξ

m − 1

m∑
e=1

|xe
i − xl

i | , (5)

Table 1. Design variables and bounds.

Design variables Bounds (mm)

x1 = ld 0 ≤ ld ≤ 60
x2 = lp 100 ≤ lp ≤ 200
x3 = rp1 15 ≤ rp1 ≤ 35
x4 = rp2 15 ≤ rp2 ≤ 30
x5 = t 3 ≤ t ≤ 4.5

respectively, where ξ is a parameter to be defined. Then, the
ith element of a new solution is generated from a normally
distributed random number having mean μl

i and standard
deviation σ l

i , which is denoted by N(μl
i , σ l

i ). This process
is repeated until m new solutions are created. The best m
solutions between the old and new populations are chosen
as the next generation. These steps are repeated until ter-
mination conditions are met. More details can be found in
Socha and Dorigo (2008).

Algorithm 1: real-code ant colony optimisation

Input: Maximum iteration number tmax, population size m

Output: xbest, fbest

Initialisation

1. Randomly generate an initial population P(t), where
t = 0 is an iteration number.

2. Set the parameters q and ξ .

3. For t = 1 to tmax, do the following:

Ant-based solution construction process: Q(t)

4. Find the order of each solution and find wi using (2).

5. Compute pi using (3).

6. For j = 1 to m, do

For i = 1 to n, do

Use a Roulette wheel operator to choose the lth
Gaussian function.

Find μl
i and σ l

i .

Generate the ith element of a new solution j as
y

j

i = N(μl
i ,σ

l
i ).

Keep y
j

i in the range [Li, Ui].

Next i

Next j

7. Set the best m solution from P(t – 1) ∪ Q(t) as the
next-generation P(t).

Next t

The SDH method proposed by Nelder and Mead (1965)
is a direct search method for unconstrained optimisation.
It is considered one of the most efficient local search
techniques without using function derivatives. The com-
putational steps of the SDH method are detailed in Al-
gorithm 2. The process starts with an initial simplex
consisting of n + 1 solutions for an n-dimensional space.
The simplex is then evolved by means of reflection, ex-
pansion, contraction and simplex reduction until a termi-
nation condition is fulfilled. Note that every time a new
solution is created, it will be treated as if it is inside the
bounds.
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Algorithm 2: SDH method

Input: initial simplex {x1, x2, . . . , xn + 1}

Output: xsimp

(1) Start with x1, x2, . . . , xn + 1 and set k = 0.

(2) Find xh = max({x1, x2, . . . , xn + 1}) and xl =
min({x1, x2, . . . , xn + 1}).

(3) Reflection: find xr and f (xr).

(4) If f (xr) < f (xl), go to step (8).

(5) If f (xl) ≤ f (xr) < f (xh), replace xh with xr and go
to step (14).

(6) If f(xr) = f (xh), replace the second worst solution
with xr and go to step (14).

(7) If f (xr) > f (xh), go to step (11).

(8) Expansion: find xe and f (xe).

(9) If f (xe) < f (xr), replace xh with xe and go to step
(14).

(10) Otherwise go to step (14)

(11) Contraction: find xc and f (xc).

(12) If f (xc) < f (xh), replace xh with xc and go to step
(14).

(13) Otherwise, reduce the current simplex as xi = 0.5(xi

+ xl) and go to step (14).

(14) If the termination criterion is met, set xsimp = xl and
stop; otherwise, set k = k + 1 and go to step (2).

4. Hybrid algorithms

The procedure of the hybrid algorithm is detailed in Algo-
rithm 3. The hybridised ACOR and SDH can be obtained
in such a way that ACOR is used as the main search pro-
cedure. When a set of offspring is created, n + 1 solutions
are selected in some manner to be an initial simplex. After-
wards, the SDH method (Algorithm 2) is activated to find a
solution xsimp. The next-generation population is found by
selecting the m best solutions of P(t – 1) ∪ Q(t) ∪ xsimp.
In this study, we not only propose the hybridised ACOR
and SDH, but also try to improve the initialisation phase
by using Latin hypercube and optimum Latin hypercube
sampling techniques. We have the following five variants
of the hybrid algorithm:

ACORSDH1: The hybrid algorithm as shown in Algo-
rithm 3. The initial simplex is the best n + 1 solutions from
P(t – 1) ∪ Q(t) in step (7). An initial population is created
using a Monte Carlo method.

ACORSDH2: The hybrid algorithm as shown in Algo-
rithm 3. Here a Latin hypercube sampling technique is used
to generate an initial population.

ACORSDH3: The hybrid algorithm as shown in Algo-
rithm 3. This algorithm uses a Latin hypercube sampling

technique for generating an initial population. For this vari-
ant, N >> n best solutions will be saved to an external
archive in parallel with the search procedure. When the
SDH method is invoked, n + 1 solutions for an initial sim-
plex will be selected from the archive by using the crowding
distance algorithm (Deb, Pratap, Agarwal, & Meyarivan,
2002).

ACORSDH4: The hybrid algorithm as shown in Algo-
rithm 3. Here a translational propagation Latin hypercube
algorithm is used to generate an initial population.

ACORSDH5: The hybrid algorithm is similar to
ACORSDH3, but the translational propagation Latin hy-
percube algorithm for generating an initial population is
used.

These five hybrid algorithms are employed to solve a
number of test problems and compared with various estab-
lished MHs.

Algorithm 3: hybrid ACOR and SDH

Input: Maximum iteration number tmax, population size
m

Output: xbest, fbest

Initialisation

1. Randomly generate an initial population P(t),
where t = 0 is an iteration number.

2. Set the parameters q and ξ .

3. For t = 1 to tmax, do the following:

4. Create a set of offspring Q(t) following steps
(4)–(6) in Algorithm 1.

5. Select the best n + 1 solutions from P(t – 1)
∪ Q(t) to generate an initial simplex.

6. Activate Algorithm 2 to find xsimp where the
procedure is terminated after Imax iterations.

7. Set the best m solution from P(t – 1) ∪ Q(t) ∪
xsimp as the next generation P(t).

Next t

The hybrid optimisers are developed to be used with
constrained optimisation problems. In this work, we employ
the fuzzy set theory (FST) as a penalty function technique
(Cheng & Li, 1997). For a typical minimisation problem
with inequality constraints:

min f (x) (6)

subject to

gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , M

L ≤ x ≤ U,
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8 N. Pholdee and S. Bureerat

where gi are inequality constraints. By using the FST, the
penalty function F(x) can be written as

F = fz + KD(1 − μC), (7)

where KD is a penalty parameter and fz is the objective
function value in the fuzzy environment. The parameter μC

is the total membership function value of the problem (6)
computed as

μC(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0; if x is feasible
1; if gi(x) > 0; for all i = 1, . . . ,M

1
M

M∑
i=1

μi ; otherwise
(8)

where μi is the membership function value of the constraint
gi(x) defined as

μi(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0; if gi(x) ≥ d̄i

1 − gi(x) − εi

d̄i

; if εi < gi(x) < d̄i

1; if gi(x) ≤ εi

(9)

where di and εi are the parameters to be specified.
In Cheng and Li (1997), the objective function is mod-

ified to the fuzzy environment as fz = f /(f + c), where c
is a constant. It can be derived that the optimum of fz is the
same solution as that of the original objective function f (x).
In a classical exterior penalty function technique and some
other penalty function techniques, it is difficult to define the
penalty parameter since the small value of the parameter can
lead the optimum to the outside of the feasible region. On
the other hand, an excessively large penalty parameter may
make it difficult for the optimiser to reach the real optimum.
The aim of using fz in FST is to scale down the function
value in the range of [0, 1] (given that f (x) ≥ 0). Also, the
penalty term μC is scaled down to the range of [0, 1]. This
gives FST an advantage to define the value of the penalty
parameter KD. However, it can be seen that if the range of
the objective function has negative values, the value of fz
will be out of the interval [0, 1] and such an advantage is
gone. In this work, we modify the value of the fz as

fz = (f + c1)/(f + c1 + c2), (10)

where c1 is a constant shift used to ensure that f + c1 is
always positive, and c2 is a positive constant.

5. Test problems

Seventeen constrained test problems were used to examine
the search performance of the proposed hybrid methods.
Most of them are constrained mechanical design problems
about which more details can be found in the literature. The

problems are detailed as follows:

F1: Composite leaf spring design I (Rajendran & Vija-
yaranagan, 2007), n = 2

F2: Torsional bar spring design (Rajendran & Vija-
yaranagan, 2007), n = 2

F3: Composite leaf spring design II (Rajendran & Vi-
jayaranagan, 2007), n = 3

F4: Coil spring design (Rajendran & Vijayaranagan,
2007), n = 3

F5: Design of a tension/compression spring (Rao,
Savsani, & Vakharia, 2011), n = 3

F6: Steel leaf spring design (Rajendran & Vijayarana-
gan, 2007), n = 3

F7: Belleville spring (Rao et al., 2011), n = 4
F8: Design of a pressure vessel (Rao et al., 2011),

n = 4
F9: Welded beam design (Rao et al., 2011), n = 4

F10: Multiple disc clutch brake design (Rao et al., 2011),
n = 5

F11: Weight design of a gear train (Savsani, Rao, &
Vakharia, 2010), n = 5

F12: Design of a gear train (Rao et al., 2011), n = 7
F13: TLBO benchmark function III (Rao et al., 2011), n

= 7
F14: Rolling element bearing (Rao et al., 2011), n = 10
F15: TLBO benchmark function I (Rao et al., 2011), n =

13
F16: Design of a 10-bar truss, n = 10

The 10-bar truss is shown in Figure 1. The structure
is subject to external forces F1 = 80 N and F2 =
175 N. The design problem can be written as

min f (x) (11)

subject to
σmax(x) − σyt ≤ 0

Pi − Pcr ≤ 0

xi = di ∈ {0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08}, m

where di is the diameter of the ith bar element,
σ max is the maximum stress on the bar elements,
Pi is the axial load acting on the ith element, while
Pcr is the critical buckling load for the element.
The structure is made up of material with Young
modulus E = 200 × 109 N/m2, yield stress σ yt =
235 × 106 N/m2 and density ρ = 7800 kg/m3.

F17: Torque arm optimisation (Botkin, 1995)

The torque arm structure used as a component in an
automotive suspension system is shown in Figure 2. The
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Table 7. Comparative results of F17.

Optimisers ABC BBBC ACOR ACORSDH1 ACORSDH2 ACORSDH3 ACORSDH4 ACORSDH5

Mean objective values 0.922152 0.913344 0.913374 0.913344116 0.913392492 0.913305876 0.913324134 0.913347716
Ranking based on the t-test 8 2 2 2 2 1 2 2
Number of feasible optima 5 5 5 5 5 5 5 5

design problem can be written as

min : wg (12)

subject to

σvon − σy/SF = 0,

1 − λ ≤ 0,

ω − ω0 ≤ 0,

where wg is the structural weight, ω is the first-mode struc-
tural natural frequency, λ = lateral buckling factor (the ratio
of the critical load to applied load), σvon is the maximum
von Mises stress on the structure and ω0 = 5.5 rad/s. Fur-
thermore, material properties are as follows: Young’s mod-
ulus E = 60 × 106 N/cm2, Poisson’s ratio ν = 0.3, yield
stress σ y = 80000 N/cm2, density ρ = 0.00718 kg/cm3 and
safety factor SF = 1.5. The design variables and their bound
constraints are given in Table 1.

The optimisers used for this comparative performance
study are as follows (details of notations and parameter
settings can be found in the corresponding reference of
each method):

ABC: Artificial bee colony algorithm (Karaboga &
Basturk, 2007). The number of food sources is set
to be 3n. A trial counter to discard a food source is
100.

BBBC: Big Bang–Big Crunch algorithm (Erol & Eksin,
2006). The centre point selection method 2 is used
to create a new population.

BPBIL: Population-based incremental learning (Baluja,
1994). The learning rate, mutation shift and muta-
tion rate are set as 0.5, 0.2 and 0.05, respectively.

CKS: Cuckoo search (Yang & Deb, 2010). Discovery
rate of alien eggs (pa) is 0.25.

CMAES: Evolution strategy with covariance matrix
adaptation (Hansen, Müller, & Koumoutsakos,
2003). Use the default parameter settings provided
by the authors.

CPBIL: Continuous population-based incremental
learning (Bureerat, 2011a). The learning rate, mu-
tation shift and mutation rate are set as 0.5, 0.2 and
0.05, respectively. PBIL3 in the reference is em-
ployed with Tstart = 5 and Tend = 40.

CSS: Continuous scatter search (Herrera, Lozano, &
Molona, 2006). The BLX-α recombination method
is used. The number of high-quality solutions in
the reference set is 0.25 × 6n, and the number of
diverse solutions in the reference set is 0.25 × 6n.

Table 8. Computational time (seconds) for solving F1–F16.

ABC BBBC BPBIL CKS CMAES CPBIL CSS ChSS DE EP ES FWA GA

F1 0.0196 0.0157 0.0214 0.0187 0.0786 0.0198 0.0306 0.0294 0.0163 0.0157 0.0231 0.0372 0.0278
F2 0.0164 0.0112 0.0180 0.0156 0.0688 0.0217 0.0284 0.0251 0.0114 0.0116 0.0150 0.0345 0.0278
F3 0.0399 0.0306 0.0500 0.0365 0.1281 0.0426 0.0715 0.0642 0.0298 0.0306 0.0393 0.0961 0.0702
F4 0.0251 0.0151 0.0393 0.0208 0.1147 0.0305 0.0525 0.0544 0.0171 0.0193 0.0291 0.1419 0.0590
F5 0.0341 0.0260 0.0432 0.0319 0.1269 0.0363 0.0587 0.0597 0.0239 0.0273 0.0336 0.0866 0.0673
F6 0.0393 0.0315 0.0489 0.0393 0.1240 0.0466 0.0651 0.0632 0.0328 0.0312 0.0368 0.0957 0.0709
F7 0.0616 0.0540 0.1065 0.0689 0.2086 0.0741 0.1193 0.1269 0.0475 0.0589 0.0720 0.1865 0.1475
F8 0.0466 0.0354 0.0803 0.0440 0.1847 0.0579 0.1013 0.1027 0.0342 0.0414 0.0518 0.1833 0.1270
F9 0.0598 0.0427 0.0906 0.0598 0.2046 0.0715 0.1218 0.1191 0.0466 0.0536 0.0627 0.1811 0.1379
F10 0.0792 0.0547 0.1454 0.0702 0.1197 0.0977 0.1616 0.1867 0.0564 0.0682 0.0905 0.3104 0.2349
F11 0.1406 0.1097 0.1981 0.1337 0.3425 0.1468 0.2335 0.2430 0.1110 0.1208 0.1380 0.3612 0.2896
F12 0.1843 0.1311 0.3550 0.1730 0.5316 0.2134 0.4596 0.4399 0.1259 0.1431 0.1902 0.7966 0.5972
F13 0.1654 0.1109 0.3342 0.1388 0.5239 0.1929 0.4267 0.4093 0.1178 0.1252 0.1640 0.7690 0.5723
F14 0.3787 0.2682 0.9031 0.3553 1.0446 0.4588 1.0049 1.0650 0.2607 0.3036 0.3920 2.1267 1.5981
F15 0.6547 0.4963 1.9455 0.5887 1.8142 0.8948 2.4024 2.6185 0.5953 0.6743 0.9198 5.3047 4.3245
F16 2.8726 2.8080 3.4352 2.9054 3.5611 2.9704 3.8518 3.5381 2.7796 2.8159 2.9314 4.5762 4.1422∑

4.8178 4.2412 7.8146 4.7005 9.1767 5.3758 9.1897 9.1452 4.3061 4.5408 5.1894 15.2877 12.4942
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10 N. Pholdee and S. Bureerat

Table 9. Computational time (seconds) for solving F1–F16.

GSA HS LCA PSO SA TLBO ACOR ACORSDH1 ACORSDH2 ACORSDH3 ACORSDH4 ACORSDH5

F1 0.0249 0.0191 0.0337 0.0158 0.0214 0.0200 0.0251 0.0291 0.0264 0.0353 0.0270 0.0337
F2 0.0184 0.0165 0.0300 0.0130 0.0142 0.0173 0.0214 0.0225 0.0232 0.0324 0.0241 0.0308
F3 0.0490 0.0435 0.0727 0.0286 0.0359 0.0409 0.0650 0.0632 0.0635 0.0816 0.0666 0.0783
F4 0.0347 0.0319 0.0541 0.0184 0.0211 0.0243 0.0543 0.0522 0.0546 0.0680 0.0535 0.0678
F5 0.0431 0.0407 0.0640 0.0242 0.0283 0.0358 0.0582 0.0565 0.0560 0.0669 0.0556 0.0685
F6 0.0482 0.0442 0.0695 0.0304 0.0345 0.0385 0.0623 0.0636 0.0652 0.0789 0.0643 0.0779
F7 0.0885 0.0788 0.1125 0.0452 0.0517 0.0646 0.1364 0.1272 0.1267 0.1598 0.1296 0.1576
F8 0.0695 0.0580 0.0996 0.0368 0.0414 0.0532 0.1128 0.1148 0.1091 0.1430 0.1180 0.1394
F9 0.0890 0.0741 0.1142 0.0448 0.0522 0.0580 0.1237 0.1222 0.1182 0.1479 0.1179 0.1517
F10 0.1338 0.1134 0.1618 0.0564 0.0632 0.0750 0.2073 0.2010 0.2015 0.2521 0.1987 0.2634
F11 0.1958 0.1585 0.2257 0.1144 0.1204 0.1428 0.2612 0.2578 0.2505 0.3065 0.2495 0.3108
F12 0.3654 0.2824 0.3509 0.1241 0.1345 0.1810 0.5431 0.5369 0.5223 0.6554 0.5251 0.6571
F13 0.3207 0.2479 0.3278 0.1045 0.1297 0.1418 0.5290 0.5161 0.5052 0.6430 0.5275 0.6582
F14 0.9399 0.7304 0.7138 0.2651 0.2781 0.3586 1.5453 1.5005 1.4958 1.8815 1.5515 1.9425
F15 2.5748 1.9538 1.4722 0.6198 0.6139 0.8814 3.3485 3.7654 3.8853 4.7136 4.2172 4.8579
F16 3.4480 3.1838 3.2285 2.7970 2.8168 2.8884 4.0477 3.9054 3.8877 4.2431 3.9473 4.2684∑

8.4436 7.0770 7.1309 4.3383 4.4573 5.0215 11.1414 11.3344 11.3912 13.5090 11.8733 13.7640

Table 10. Computational time (seconds) for solving F17.

Optimisers ABC BBBC ACOR ACORSDH1 ACORSDH2 ACORSDH3 ACORSDH4 ACORSDH5

Time (seconds) 2406.98 2786.641 2768.298 2781.017 2778.815 2824.503 2832.791 2847.425

Figure 3. Summation of mean objective function values of F1–F16 from Table 2 and 3.

Figure 4. Summation of t-test ranking values from Table 5.
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International Journal of Systems Science 11

Figure 5. Search histories of (a) F4 and (b) F6.

ChSS: Charged system search (Kaveh & Talatahari,
2010). The number of solutions in the charge mem-
ory is 0.2 × 6n. The charged moving considering
rate and the parameter PAR are set to be 0.75 and
0.5, respectively.

DE: Differential evolution (Storn & Price, 1997).
Use the DE/rand/1/bin strategy. The scaling factor,
crossover rate and probability of choosing offspring
elements are 0.5, 0.7 and 0.8, respectively.

EP: Evolutionary programming (Bäck, 1996). Use a
tournament selection operator.

ES: Evolution strategies (Bäck, 1996). Use a tourna-
ment selection operator and a simple mutation with-
out the effect of rotation angles.

GA: Genetic algorithm (Lindfield & Penny, 1995). The
crossover and mutation rates are 1.0 and 0.1, respec-
tively.

GSA: Gravitational search algorithm (Rashedi,
Nezamabadi-pour, & Saryazdi, 2009). Use the de-
fault parameter settings provided by the authors.

HS: Harmony search (Geem & Kim, 2001). The param-
eter settings are as follows: harmony memory size =
5n, harmony memory considering rate (HMCR) =
0.8, pitch adjusting rate (PAR) ∈ [0.4, 0.9] and band-
width (BW) ∈ [0.0001, 0.9].

LCA: League championship algorithm (Kashan, 2011).
Use the default parameter settings provided by the
authors.

PSO: Particle swarm optimisation (Reyes-Sierra &
Coello Coello, 2006). The starting inertia weight,
ending inertia weight, cognitive learning factor and
social learning factor are assigned as 0.5, 0.01, 2.8
and 1.3, respectively.

SA: Simulated annealing (Bureerat & Limtragool,
2008). The starting and ending temperatures are 10
and 0.001, respectively. One each loop, n candidates
are created by mutating on the current best solution,
while another n candidates are created from mutat-
ing the current parent. The best of those 2n solutions
are set as offspring to be compared with the parent.

TLBO: Teaching-learning-based optimisation (Rao
et al., 2011).

ACOR: Real-code ant colony optimisation (Socha &
Dorigo, 2008). The parameter settings are q = 0.2
and ξ = 1.0.

ACORSDH1: Use the parameter settings as ACOR.
The maximum number of iterations for the SDH
method is Imax = 5. An initial population is created
randomly.

ACORSDH2: Use the parameter settings as
ACORSDH1. Also, use the Latin hypercube
sampling technique (LHS) for creating an initial
population.

ACORSDH3: Use the parameter settings as
ACORSDH2. Use the crowding distance algorithm
for selecting the vertices of an initial simplex.

ACORSDH4: Use the parameter settings as
ACORSDH1 and use translational propaga-
tion Latin hypercube design (TPLHD) for creating
an initial population.

ACORSDH5: Use the parameter settings as
ACORSDH4. Use the crowding distance algorithm
for selecting the vertices of an initial simplex.

Each optimiser is used to tackle the optimisation test
problems (F1–F16) for 30 optimisation runs. The parame-
ters for the FST penalty function technique are set as ε =
–0.0001, d = 1, c1 = 2500, c2 = 10 and KD = 5. The best
performers obtained from performance comparison based
on F1–F16 will be used to solve F17 with five runs for
each method since the function evaluation of this problem
is somewhat time-consuming. The population size is set
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12 N. Pholdee and S. Bureerat

Figure 6. Search histories of (a) F12 and (b) F15.

to be 6n, whereas the number of iterations is 7n for all test
cases. For the optimisers using a different population size or
having a local search, their search processes are terminated
with the total number of function evaluations as 6n × 7n.

6. Results

6.1. Comparative performance

The comparative performance of the various optimisers for
solving the test functions F1–F16 is displayed in Table 2–10.
In Table 2 and 3, each cell represents the mean value of 30
objective function values of the near optima of a test prob-
lem obtained from using one optimiser. To ease in viewing,
the first eight best optimisers are highlighted in grey while

the top four methods are additionally boldfaced. Figure 3
shows the bar chart of the summation of mean objective
function values for all test problems. In this figure, for each
test problem, the mean objective value from the best op-
timiser is normalised to be 0, while that from the worst
optimiser is normalised to be 1. This is in order to make
a fair comparison of all test problems. When considering
all test problems, it can be seen that ACORSDH5 gives
the best overall results, whereas the second and third best
are ACORSDH3 and ACORSDH2, respectively. The fourth
and fifth bests are ACORSDH1 and ACPRSDH4, respec-
tively. The original ACOR is the sixth best (the best for non-
hybrid optimisers), while the BBBC and ABC algorithms
are the seventh and eighth best optimisers, respectively. This
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International Journal of Systems Science 13

Figure 7. Search histories of the real engineering test problem of torque arm.

implies that integrating a simplex downhill local search to
ACOR leads to a more powerful MH. ACORSDH4, al-
though being ranked the fifth best for the hybrid algorithms,
gives the best results (mean value = 0) for five test prob-
lems. The method only fails to converge to a near minimum
of F16, 10-bar truss design.

A more reliable ranking of MHs is conducted based
upon the statistical t-test. Table 4 shows how to assess the
performance of MHs for solving F1. The comparison starts
with a square matrix T, sized 25 × 25 (equal to the number
of optimisers) whose elements are full of zeros. Then, the

results obtained from method i and method j are compared
using the statistical t-test at 95% confidence level. In cases
that the mean value from method i is significantly differ-
ent from that obtained from method j, the element Tij is
changed to be 1, if the mean value obtained from method
i is higher; otherwise, the element Tji is changed to be 1.
Having compared all the optimisers, the results are given
in Table 4. When summing up each column, the optimiser
having the highest score is said to be the best performer. In
this test case, ACORSDH4 is the best method for F1. The
results of ranking the optimisers for all test problems are

Figure 8. Design points at the initialisation step.
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14 N. Pholdee and S. Bureerat

Figure 9. Design points at the final generation.

shown in Table 5. After summing up each column for all
the test problems in Table 5, the optimiser having the lowest
score is the best performer. Figure 4 shows the summation
of the ranking values in Table 5. The overall best opti-
misers are ACORSDH4 and ACORSDH5, while the close
third best optimisers are ACORSDH2 and ACORSDH3.
ACORSDH1 is the fifth best and the worst among the pro-
posed hybrid ACORs. The sixth best is the original ACOR.
The seventh and eighth best optimisers are BBBC and CP-
BIL, respectively. From the two rankings, it can be seen
that the integration of the SDH method to the main proce-
dure of ACOR helps increase its search performance. When

using the Latin hypercube sampling technique to generate
an initial population, the performance of the hybrid opti-
miser is increased. It is even further increased when the
optimum Latin hypercube sampling technique (TPLHD) is
employed. The two numerical schemes used to select an
initial simplex gave insignificantly different optimum re-
sults, although ACORSDH3 and ACORSDH5 seem to have
an edge over ACORSDH2 and ACORSDH4, respectively,
based on both ranking systems.

Figures 5–7 show search histories of some test prob-
lems. The selected problems represent low-dimensional
(F4 and F6), high-dimensional (F12 and F15) and

Figure 10. Summation of the computational time for all test problems from Table 8 and 9.
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International Journal of Systems Science 15

practical (torque arm) design problems. The selected al-
gorithms include ABC, ACOR, BBBC, and the five pro-
posed hybrid algorithms. The best runs of the algorithms
for each problem are illustrated. For the low-dimensional
problems, ACORSDH5 using TPLHD for generating ini-
tial solutions gives the best initial solutions. For the high-
dimensional test problems, ACORSDH2, which uses LHS,
gives the best initial solutions for F12, while ACORSDH4
using TPLHD gives the best initial solutions for F15. For
the torque design problem, ACORSDH2, using LHS gen-
erates the best initial solutions. It can be seen that using
LHS or TPLHD can result in better initial sets of design
solutions and this enhances the convergence rate of the
algorithms.

Figure 8 displays objective function contours and feasi-
ble region boundaries (dashed lines are bound constraints)
of F2, whereby the initial design points by the various hy-
brid algorithms are plotted. It can be seen that the initial
points by means of TPLHD give more evenly distributed
positions. This means that an optimiser using this optimal
Latin hypercube sampling technique will have better pop-
ulation diversity initially. Figure 9 shows the design points
from the various methods at the final iteration. It is shown
that all the optimisers can approach the optimum because
the problem has only two design variables.

Table 6 shows the number of feasible near optima found
by each optimiser solving each test problem. With the ex-
ception of F5 and F16, the five hybrid algorithms can find
the feasible near optima for all 30 runs for all test problems
which is superior to the other MHs. The original ACOR
and its five hybrid variants along with ABC and BBBC
were employed to solve the F17 test problem with five
runs for each method. The comparative results are given in
Table 7. All the optimisers can find feasible near optima
for all five runs. Based on the t-test and the mean objec-
tive values, the best optimiser is ACORSDH3. It should be
noted that these comparison results more or less rely on the
parameter settings of the optimisers.

Table 8 and Table 9 show the average computational
time (in seconds) spent by the optimisers for solving each
test problem, while Figure 10 shows the summation of the
computational time of all cases from Table 8 and 9. The re-
sults show that BBBC is the fastest in searching for optima,
while the second fastest is DE. For the proposed hybrid
algorithms, the computational time slightly increases from
the original ACOR. The algorithms using TPLHD need a
little longer computing time than those using LHS, while
LHS needs a slightly longer computational time than
the Monte Carlo method. In addition, the computational
time of the hybrid algorithms is increased when apply-
ing the crowding distance algorithm. For the test problem
F17, the fastest of the eight algorithms is ABC, while the
second and third fastest are ACOR and BBBC, respectively.
For the hybrid optimisers, the conclusion is similar to the
cases of F1–F16.

Table 11. Comparison based on the t-test (F1–F17).

Set7 Set8 Set19 Set31 Set43 Set11 (original)

F1 12 7 13 3 8 8
F2 2 21 6 13 9 8
F3 13 11 2 9 7 38
F4 1 1 1 1 1 1
F5 23 1 1 1 23 23
F6 16 3 7 7 15 12
F7 11 11 28 11 11 28
F8 8 17 15 23 22 1
F9 21 2 24 31 17 31
F10 1 1 1 1 1 28
F11 9 2 30 14 2 36
F12 3 13 3 2 1 3
F13 13 13 13 13 13 2
F14 9 10 3 3 7 15
F15 8 16 14 9 9 5
F16 3 3 3 3 3 3
F17 1 1 1 1 1 1∑

154 133 165 145 150 243

Figure 11. Summation of t-test ranking scores from Table 11.

6.2. Optimisation parameter settings

In order to investigate, the optimisation parameters of
ACORSDH5, one of the top performers, q, ξ and the num-
ber of iterations of the SDH algorithms (Imax), were varied,
leading to numerous sets of parameters. The values of the
parameters q, ξ and Imax were assigned as {0.2, 0.5, 0.8, 1},
{0.2, 0.5, 0.8, 1} and {3, 5, 10}, respectively. Therefore,
there were 4 × 4 × 3 = 48 sets of the optimisation pa-
rameters as {0.2,0.5,0.8,1} × {0.2,0.5,0.8,1} × {3,5,10}.
Each parameter set is employed with ACORSDH5 to solve
the test problems F1–F16 for 30 optimisation runs, and to
solve the F17 test problem for five runs.

Having run all 48 optimisers for solving all test prob-
lems, we selected the first five best parameter sets to com-
pare. The parameter sets were named Set 7 (q = 0.2, ξ =
0.8, Imax = 3), Set8 (q = 0.2, ξ = 0.8, Imax = 5), Set19
(q = 0.5, ξ = 0.8, Imax = 3), Set31 (q = 0.8, ξ = 0.8,
Imax = 3) and Set43 (q = 1.0, ξ = 0.8, Imax = 3). The origi-
nal parameter set used in the previous subsection is termed
Set11 (q = 0.2, ξ = 1.0, Imax = 5). Table 11 shows the
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16 N. Pholdee and S. Bureerat

comparison using the statistical t-test, similarly to Table 5,
and Figure 11 shows the summation of the ranking scores
of all test problems in Table 11. Based on the t-test ranking
in Table 11 and Figure 11, the top optimisers are in the order
of Set8, Set31, Set43, Set7, Set19 and Set17. The original
parameter set gives the worst results. From the comparative
results, the parameters that have observable impacts on the
algorithm search performance are ξ and Imax. The former
should be set at a higher value, while the latter should have
a lower value.

7. Conclusions

A new hybrid MH is proposed. The method is based on the
integration of a local direct search SDH method into the
main search procedure of ACOR, resulting in five variants
of the hybrid algorithm. The hybrid methods along with
other established MHs are then implemented to solve a
number of constrained test design problems. Based on two
ranking methods, it can be concluded that the proposed hy-
brid methods give the best results. The use of the optimum
Latin hypercube sampling technique for generating an ini-
tial population results in performance enhancement of the
hybrid algorithms. The optimisation parameters that lead to
an enhanced hybrid optimiser are ξ and Imax. The former
should be set at a higher value, while the latter should have a
lower value. The modified FST penalty function technique
is capable of handling design constraints. This hybrid op-
timiser can be considered a powerful tool for constrained
mechanical system design.
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This paper investigates the search performances of various meta-heuristics (MHs) for solving truss mass
minimisation with dynamic constraints. Several established MHs were used to solve five truss optimisa-
tion problems. The results obtained from using the various MHs were statistically compared based upon
convergence rate and consistency. It was found that the best optimisers for this design task are evolution
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best penalty function technique was discovered while four penalty function techniques assigned with
several parameter settings were used in combination with the five best optimisers to solve the truss opti-
misation problems.
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Introduction

A truss is one of the most used structures in engineering applica-
tions due to its simplicity and low cost for construction. Under work-
ing conditions, such a structure is subject to multiple types of loads,
which can be categorised as being static or dynamic. The structure
under dynamic excitation may cause several undesirable vibration
phenomena including structural resonance. As a result, truss design-
ers have to find ways to prevent or suppress structural vibration. The
problem of truss minimisation subject to natural frequency con-
straints has been researched [1–6], and it has been found that prede-
fined frequency constraints can prevent vibration resonance from
certain frequency bands of dynamic loads. Since its introduction, this
special design problem has been problematic because its feasible
region is non-convex while the boundaries are highly non-linear
[1–3]. This has led to difficulty in the use of gradient-based optimis-
ers. Alternatively, meta-heuristics (MHs) are known to be a better
choice. Many researchers in the field of structural optimisation have
been interested in the investigation of solving this kind of optimisa-
tion problem using MHs. Normally, the problem has an objective in
minimising structural mass with multiple frequency constraints
while using design variables such as topology [4], sizing [1,7], and
a combination of shape and size [2,3,5,6].

Meta-heuristic algorithms are widely used for various kinds
of optimisation design problems, particularly for engineering
applications, due to their derivative-free and global optimisation
capabilities. These optimisers are robust and can be used to solve
almost any kind of optimisation due to the nature of soft comput-
ing. However, a lack of search consistency is unavoidable during
the MH search because of procedural randomisation. Also, there
is likely to be a slow convergence rate if parameter settings, which
are problem-dependent, are not properly assigned. Over the last
few decades, numerous MHs have been developed, improved upon,
and successfully implemented on a wide variety of optimisation
problems [8–14]. New MHs can be proposed as hybridisations of
existing algorithms [9–10,13,14] or have been introduced as new
search concepts [15–18]. Even with thousands of algorithms in
the literature, it can be said that there is no single MH that can out-
perform other MHs for all design problems. Consequently, it is
always useful to compare the performance of a number of well-
established and newly developed MHs for solving a newly intro-
duced design problem or a problem that remains difficult to solve.
For truss mass minimisation with frequency constraints, there are
a number of MHs that have been successfully used including a
charged system search algorithm [4], a hybrid version of the
charged system search algorithm [3], a genetic algorithm [6,7], a
particle swarm algorithm [1,19], a harmony search [2,5] and a fire-
fly algorithm [5]. Nevertheless, since those researchers conducted
their work independently, they presented a new meta-heuristic
and compared it only with the previously used optimisers in the
literature. Usually, the new method was run many times and the
best results were taken to show and compare. This is not an
appropriate way to compare search performances of MHs since it

http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.advengsoft.2014.04.005&domain=pdf
http://dx.doi.org/10.1016/j.advengsoft.2014.04.005
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is unlikely that those optimisers can get the same results with sev-
eral runs due to randomisation in the process. There are a large num-
ber of MHs that have been overlooked and not implemented, while
there have been several penalty function techniques being used such
as the traditional exterior penalty function technique [2], the fuzzy
set theory technique [20], the Kaveh–Zolghadr technique [3], and
the Murata–Kim–Sugei technique [21]. The comparison of their
effectiveness would be useful for future engineers and researchers.

In this comparative study, various MHs (mostly well-estab-
lished), have been employed to solve a number of traditional test
problems for truss optimisation with frequency constraints.
Twenty-four MHs were used to solve five test problems. The top
five best performers were then used in combination with four pen-
alty function techniques and various sets of their internal parame-
ters to solve the test problems in order to examine the
effectiveness of those penalty function techniques. Each optimiser
was used to solve each test problem a number of times, while the
results obtained from using the various methods were statistically
compared. The best meta-heuristics and the most effective penalty
function methods will be discussed. What follows in this paper is
organised such that: Section ‘Test problems of truss shape and siz-
ing optimisation’ gives details of the test problems for truss mass
minimisation with frequency constraints. Section ‘Meta-heuristics’
shows the comparative performance of the 24 meta-heuristic opti-
misers on solving the five test problems. The top five best optimis-
ers are then used to examine the effectiveness of the penalty
function techniques while the comparative results of this study
are given in section ‘Comparative study of various meta-heuristic
algorithms’. Finally, concluding remarks are provided in section
‘Comparative study of various penalty function techniques’.

Test problems of truss shape and sizing optimisation

A typical truss optimisation problem with dynamic constraints
can be posed as

min f ðxÞ ð1Þ
s:t: xi � xi;all for i 2 I

xj � xj;all for j 2 J

xL � x � xU

where x is a vector containing design variables having lower and
upper bounds as xL and xU respectively, f is an objective function,
xi is the i-th mode natural frequency of a truss, xi,all is an allowable
frequency for the i-th mode natural frequency, I and J are the sets of
mode numbers to be specified by a designer.

The objective function is structural mass whereas design vari-
ables include, in this work, sizing and shape variables. The sizing
design variables include truss element cross-sectional areas while
the shape design variables are nodal positions of the structure. It
is commonplace that most if not all of MHs can handle optimisation
problems with bound constraints. For the design problem (1), a pen-
alty function, which will be detailed later, is adopted to handle the
dynamic constraints.

Five test problems of shape and sizing optimisation of trusses
with frequency constraints commonly found in the literature will
be employed in this study. The design problems were assigned to
minimise structural mass subject to multiple frequency con-
straints, and are detailed as follows:

Case I: Sizing design of a 2D 10 bar truss

The truss structure is illustrated in Fig. 1 [1,3,5,6]. The structure
is subject to non-structural mass of 454 kg at each free node. The
design variables include all simple bar element cross section areas.
Material density and modulus of elasticity are 2770.0 kg/m3 and
6.98 � 1010 N/m2 respectively. The sizing optimisation is presented
to minimise structural mass subject to natural frequency con-
straints which can be expressed as follows:

min
x

f ðxÞ ¼ structural mass

s:t: x1 � 7 Hz
x2 � 15 Hz
x3 � 20 Hz

0:645 � Ai � 50 cm2

where xT = {x1, . . .,x10} = {A1, . . .,A10} is a design vector, f(x) is struc-
tural mass. The variables x1, x2 and x3 are the natural frequencies
for the first, second and third modes respectively. Ai are cross-
sectional areas of all bar elements.

Case II: Shape and sizing design of a 2D 37 bar truss
The truss structure is illustrated in Fig. 2 [1,2,5,6,19]. The structure

is subject to non-structural mass of 10 kg at each free node of the
lower chord. The elements of the lower chord were set as bar ele-
ments with unchanged cross-sectional area of 40 cm2 while the other
were set as bar elements with initial cross-sectional area 1 cm2. The
design variables include all bar element cross-sectional areas (except
the lower chord bar elements) and y-direction of nodal positions of
the upper chord. The design variables are treated so to have a sym-
metrical structure with respect to the y axis. Material density and
modulus of elasticity are 7800.0 kg/m3 and 2.1� 1011 N/m 2, respec-
tively. The shape and sizing optimisation problem is presented to
minimise structural mass subject to frequency constraints which
can be expressed as follows:

min
x

f ðxÞ ¼ structural mass

s:t: x1 � 20 Hz
x2 � 60 Hz
x3 � 60 Hz

1 � Ai � 10 cm2

0:1 � Yi � 3 m

where xT = {x1, . . .,x19} is a design vector. Truss cross-sectional areas
are assigned as the first 14 elements of the vector while the nodal
positions are assigned as the 15th- 19th elements. The variables
x1, x2 and x3 are the natural frequencies for the first, second
and third modes respectively. Ai are element cross-sectional areas.
Yi are the y-direction of positions of the upper chord nodes (changes
in Yi are symmetric about y axis).

Case III: Sizing design of a 3D 72 bar space truss
The truss structure is illustrated in Fig. 3 [1,3,5,7]. Four non-

structural masses of 2270 kgs are attached to the top nodes. The
design variables include all bar element cross-sectional areas
which were divided into 16 groups according to Table 1. Material
density and modulus of elasticity are 2770.0 kg/m3 and
6.98 � 1010 N/m2, respectively. The sizing design problem is
assigned to minimise structural mass subject to frequency con-
straints, which can be expressed as follows:

min
x

f ðxÞ ¼ structural mass

s:t: x1 ¼ 4 Hz
x2 P 6 Hz

0:645 � Ai 6 30 cm2

where xT = {x1, . . .,x16} is a design vector. x1 and x2 are the first and
second mode natural frequencies respectively. Ai are the cross-sec-
tional areas.

Case IV: Shape and sizing design of a 3D 52 bar dome truss
The truss structure is illustrated in Fig. 4 [1–3,5,6,19]. The struc-

ture has non-structural masses of 50 kg at each free node. The



Fig. 1. 2D ten bar truss.

Fig. 2. 2D 37 bar truss.

Table 1
Element groups of the 72 bar space truss.

Element groups Element number in groups

1 1–4
2 5–12
3 13–16
4 17–18
5 19–22
6 23–30
7 31–34
8 35–36
9 37–40

10 41–48
11 49–52
12 53–54
13 55–58
14 59–66
15 67–70
16 71–72
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design variables include all bar element cross section areas which
were divided into 8 groups according to Table 2 and all free nodes
which can move ±2 m in all directions in a symmetrical manner.
Material density and modulus of elasticity are 7800.0 kg/m3 and
2.1 � 1011 N/m2 respectively. The shape and sizing optimisation
problem is presented to minimise structural mass subject to fre-
quency constraints which can be expressed as follows:

min
x

f ðxÞ ¼ structural mass

s:t: x1 6 15:916 Hz
x2 P 28:648 Hz

1 6 Ai � 10 cm2

where xT = {x1, . . .,x13} is a design vector (eight sizing variables and
five shape variables). x1 and x2 are the first and second mode nat-
ural frequencies respectively. Ai are cross-sectional areas.
Case V: Sizing design of a 3D 120 bar dome truss
The truss structure is illustrated in Fig. 5 [3,19]. The structure

has non-structural masses at free nodes as: 3000 kg at node 1,
500 kg at nodes 2–13, and 100 kg at the rest. The design variables
include all bar element cross section areas which were divided into
7 groups as show in Fig. 5a. Material density and modulus of elas-
ticity are 7971.810 kg/m3 and 2.1 � 1011 N/m2 respectively. The
sizing optimisation problem can be expressed as follows:

min
x

f ðxÞ ¼ structural mass

s:t: x1 P 9 Hz
x1 P 11 Hz

1 6 Ai 6 129:3 cm2

where xT={x1, . . .,x7} is a design vector. x1 and x2 are the first and
second mode natural frequencies respectively. Ai are cross-sectional
areas.
Meta-heuristics

A meta-heuristic, often regarded as a probabilistic optimisation
method, is an optimiser developed as an alternative to a classical
gradient-based optimiser. Most of the meta-heuristic algorithms
search for optima by using a group of design solutions traditionally
called a population. The optimisation procedure starts with an ini-
tial population usually created at random. The population of design
solutions are then updated or improved by some specific comput-
ing operations which are usually related to randomisation. The
operators are created and used to achieve intensification and diver-
sification in searching. The population is improved iteratively until
a termination criterion is met. As this type of optimiser does not
employ function derivatives, the procedure is stopped when no
further improvement of a population for several iterations is found
or the maximum number of function evaluations is reached. The
method can be used to solve almost any kind of optimisation



Fig. 3. 3D 72 bar space truss.

Table 2
Element groups of the 3D 52 bar dome truss.

Element group Element number in group

1 1–4
2 5–8
3 9–16
4 17–20
5 21–28
6 29–36
7 37–44
8 45–52
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problem. Over the last few decades, there have been a large num-
ber of MHs developed for solving various types of optimisation
problems. The methods can be classified into many groups such
as bio-inspired optimisers, swarm intelligence optimisers, and evo-
lutionary algorithms. MHs are becoming more popular compared
to their derivative-based counterparts since they are flexible to
modify, improve and use. Furthermore, this research field is still
wide open for further investigation and development. For this
comparative performance study, 24 MHs are employed and they
are briefly detailed as:

– DE: Differential evolution [22]. DE is a simple but efficient evo-
lutionary algorithm proposed by Storn and Price (1997). The search
processes start with an initial population. Then, a set of candidate
solutions is generated by two main operators, mutation and cross-
over. The best between a particular candidate and its parent will be
selected for the next generation. DE, since it was proposed, have a
number of optimisation strategies which are usually termed DE/x/
y/z where x is a solution vector to be mutated, y is a number of
solution pairs used for computing vector differentiation in muta-
tion, and z is a crossover scheme.
– ABC: Artificial bee colony algorithm [15]. The search procedure

of ABC imitates bee behaviour in finding food sources. In the ABC
algorithm, after randomly creating a population (viewed as food
source positions for employed bees), the amounts of nectar (objec-
tive function values) are computed. Then, candidate food sources
are created in some manners for employed and onlooker bees. It
is also useful to use some scout bees to explore new food sources
if appropriate. The food source positions are updated iteratively
until the procedure is stopped.
– ACOR: Real-code ant colony optimisation [23]. The very first

version of ant colony optimisation was proposed by Dorigo [24]
for solving combinatorial optimisation. Since then, it has become
one of the most popular optimisers for such optimisation problem
with numerous variants having been proposed. The real-code ant
colony optimisation [22] was later developed by the same author
and it is said to be among the top real-code MHs [25]. Starting with
a randomly generated initial population, offspring are then created
by means of an ant-based solution construction process involving
roulette wheel selection and a Gaussian function [23]. The best
solutions from combining the offspring and the parents are
selected as the next generation. The procedure is repeated until
meeting a termination criterion.
– ChSS: Charged system search [16]. The search process starts

with an initial population regarded as a group of charged particles
while charged memories are generated. Then, the position of each
charged particle will be updated based on the Coulomb law for
electrostatics and the Newton laws of motion. The new charged



(a) top view 

(b) side view 

Fig. 4. 3D 52 bar dome truss (initial shape).

Table 3
Comparative performance for Case I (xi_av = the average natural frequency of the i-th
mode).

MHs Mean STD x1 av (P7) x2 av (P15) x3 av (P20)

DE 528.7879 3.9720 7.0000 16.8193 20.0011
ABC 548.6847 7.5164 7.0008 16.8277 20.0191
ACOR 529.4166 3.1231 7.0001 16.6574 20.0015
ChSS 574.8534 16.7275 7.0281 17.8409 20.5732
LCA 533.4568 2.8652 7.0033 17.1052 20.0596
SA 551.7187 12.1626 7.0005 16.0340 20.0040
TLBO 649.2924 18.6085 7.0164 16.9324 20.6934
BBBC 531.5318 3.3843 7.0019 16.6575 20.0196
BPBIL 561.5219 13.3590 7.0205 17.0942 20.2233
CKS 567.8387 9.7329 7.0158 16.9264 20.2256
CMAES 527.9831 3.0571 7.0000 16.9228 20.0003
CPBIL 536.6292 3.6374 7.0059 17.3533 20.0723
CSS 454.9008 0.0000 4.3780 12.1619 15.9012
ECTS 540.8210 9.4883 7.0016 17.1797 20.0272
EP 454.9008 0.0000 4.3780 12.1619 15.9012
ES 454.9008 0.0000 4.3780 12.1619 15.9012
FWA 454.9008 0.0000 4.3780 12.1619 15.9012
GA 454.9008 0.0000 4.3780 12.1619 15.9012
GSA 550.1043 19.9290 7.0001 17.3459 20.0103
HS 454.9008 0.0000 4.3780 12.1619 15.9012
PSO 548.4953 14.0746 7.0003 16.2958 20.0246
SGA 581.1268 27.4650 7.0081 16.9898 20.3414
BAT 554.5097 20.8927 7.0000 16.8689 20.0026
FFA 540.4796 6.4824 7.0039 17.2493 20.0550
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particles will be compared with the old ones, and the better ones
will be stored in the charged memories. The procedure is repeated
until the termination criterion is reached.
– LCA: League championship algorithm [17]. LCA imitates a lea-

gue environment in some kind of sport, such as football. Initially
a league schedule is generated for the whole season (one optimisa-
tion run). A member in a population is viewed as an individual
team formation while its objective function is team strength. For
each week (iteration), those teams participate in the competition.
For the next week, a team may change its team formation based
on match analysis and comparing playing strength to other teams.
The formations of all teams are updated weekly until the season
ends.
– SA: Simulated annealing [8]. SA was first proposed by Kirkpa-

trick et. al. [26]. The method is one of the state-of-the-art MHs with
numerous variants being developed and used in various kinds of
applications. For this work, the search procedure of SA starts with
an initial solution, which will be called a parent. The parent is then
mutated in some manner leading to a set of children or offspring.
The best offspring is said to be a candidate to challenge its parent.
For minimisation, if the candidate has a lower objective value than
that of its parent, the parent is replaced by the candidate. In cases
where the candidate has a higher objective function value than its
parent, it still has a chance to replace the parent if accepted by a
Boltzmann probability. In this version of SA, the best solution will
be kept and used for creating offspring along with the parent as
detailed in [8].
– TLBO: Teaching–learning-based optimisation [18]. Starting with

a randomly created population with objective function values
being evaluated, the best individual (teacher) will be identified.
Then, the population will be updated by two stages including tea-
cher and leaner phases. For the former phase, a solution is moved
towards the best solution while, for the later phase, it is moved
towards a better neighbour. The population is improved iteratively
until meeting a stopping criterion.
– BBBC: Big bang – big crunch algorithm [27]. The method is

based on the Big Bang and Big Crunch theory. The search process
starts with randomly generating an initial population which
is called a big bang phase. Then, the operator called big crunch is
applied to find the mass centre. Thereafter, a big bang operator
is used to create neighbours of the mass centre. The process is
repeated until the stopping condition is met.
– BPBIL: Population-based incremental learning [28]. BPBIL is an

estimation of distribution algorithm based upon a binary searching
space. Rather than using a binary population directly as with a
genetic algorithm, the search process starts with an initial proba-
bility vector which has the length equal to that of a binary design
solution. The binary population according to the probability vector
is then created where the best solution is found. The probability
vector is updated based on the best binary solution while it is also
useful to apply mutation with a given (usually low) probability.
The vector is updated iteratively until the procedure is terminated.
– CKS: Cuckoo search [29]. CKS is created mimicking egg-laying

behaviour of cuckoos. The procedure starts with an initial set of
solutions (host nets). A new solution is created by means of a Levy
flight. If it is better than a randomly chosen host nest, replace the
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old nest with the new one. Some of the worst nests can be dis-
carded with a predefined probability and a new nest is created to
replace them. The best nest is recorded and the procedure is
repeated until a stopping condition is met.
– CMAES: Evolution strategy with covariance matrix adaptation

[30]. CMAES is an extension of ES for real-code optimisation. The
optimiser is said to remove randomisation of strategy parameter
settings which is usually a problem in most MHs. The method
starts with an initial population, a global step size, and a covari-
ance matrix. The solutions are then updated based on the step size
and normally distributed random vectors with such a covariance
matrix. Having evaluated objective functions, the step size and
covariance matrix are updated using an evolution path. This pro-
cess is repeated until a stopping condition is met.
– CPBIL: Continuous population-based incremental learning [31].

The CPBIL algorithm is an extension of BPBIL. A probability vector
is use for creating a binary population in BPBIL but, for the contin-
uous version, a probability matrix is used. Having generated a real-
code population, the probability matrix is updated according to the
best real code solution. Mutation on the probability matrix is
activated with the given mutation probability. The algorithm
updates the probability matrix iteratively until reaching a termina-
tion condition.
– CSS: Continuous scatter search [32]. The continuous version of

scatter search, similarly to its combinatorial version, uses intensi-
fication and diversification to improve design solutions towards
an optimum. The procedure starts with and initial population
obtained by using a diversification generation method. Then an
improvement method or local search is employed to improve the
solutions. The reference set containing some best and diverse solu-
tions is generated where new candidates are created by applying a
solution recombination method on a member in the reference set.
Having applied the local search the reference set is updated. The
process continues until the stopping condition is fulfilled.
– ETCS: Enhanced continuous tabu search [33]. The original ver-

sion of tabu search was developed by Glover [34] for combinatorial
optimisation. In the ETCS algorithm, as an initial population is cre-
ated, the so-called promising list containing some best solutions
and the tabu list containing the rest are generated. A new solution
is generated by mutation and its function evaluation is carried out
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if it is not too close to the members in those lists. The tabu and
promising lists are updated and the process repeats until being ter-
minated. It should be noted that it is also useful and possible to
apply local search to improve the solutions at the end of the search
procedure.
– ES: Evolution strategies [35]. ES was developed in Germany dur-

ing the same time period as evolutionary programming (EP) and
the genetic algorithm (GA). These three optimisers were developed
independently but their concepts are surprisingly similar. The first
version of ES is called 1 + 1 ES where one offspring is created from
mutating a parent. The later version is l + k ES standing for k
offspring are iteratively created from l parents. Starting with a
randomly generated population or a set of design vectors, a real-
code recombination is applied to create a set of offspring. The
offspring is then mutated based on normal distribution randomisa-
tion. The best solutions among the union set of offspring and
parents are selected to the next iteration. The process is repeated
until fulfilling the stopping condition. To prevent a premature
convergence, a tournament selection operator is used instead of
choosing best solutions in this paper.
– EP: Evolutionary programming [35]. EP is somewhat similar

to ES since the reproduction process employs normally distrib-
uted randomisation for mutation. However, EP does not use a
recombination operator while the selection operator is also
different.
– FWA: Fireworks algorithm (FA) [36]: FWA is a simple swarm

intelligence optimiser imitating the nature of firework explosion.
An initial population is seen as a group of fireworks where design
solutions are firework locations. The location of sparks is then sim-
ulated, which is a means to reproduce candidate solutions. Having
evaluated function values, the best fireworks locations are then
selected and kept to the next generation.
– GA: Genetic algorithm [37]. A genetic algorithm is probably the

best known meta-heuristic which, since it was first introduced, has
thousands of variants. The method, like its name, can be best
thought of as imitating Darwinian natural selection in that off-
spring are created by mating pairs of their parents. The parents
are selected by means of roulette wheel selection to a mating pool
and a crossover operator is used to create offspring with a given
crossover probability. Then, mutation is allowed to take place with
a predefined mutation rate. The process repeats until meeting a
termination criterion.
– GSA: Gravitational search algorithm [38]. GSA is another swarm

intelligence optimiser which searches for optima based on the law
of gravity and mass interaction. Starting with an initial population,
the gravity and mass will be calculated depending on objective
function values. Total forces, accelerations and velocities of the
design solutions are then calculated and used to update the solu-
tion members in a population. The process is repeated until a stop-
ping criterion is reached.
– HS: Harmony search [39]. HS is an optimisation algorithm

which was developed based on improvisation of music players.
The search process starts with initialised harmony memories (pop-
ulation). Then, the harmony memories will be updated based on
aesthetic estimation which is defined by harmony memory consid-
ering rate and pitch adjusting rate. The harmony memories are
updated iteratively to meet an optimum.
– PSO: Particle swarm optimisation [40]. PSO is probably the first

swarm intelligent algorithm which was developed imitating the
movement of a flock of birds or fishes aiming to find food. Starting
with a group of birds or position vectors of particles, initial particle
velocities are then defined. The position of each particle is then
modified based on its velocity which is influenced by its velocity
from the previous generation, the global best solution, and its best
found position. The particles move iteratively until reaching an
optimum.
– SGA: Stud genetic algorithm [41]. SGA is an evolution of GA.
Rather than creating offspring from crossing over a pair of selected
parents, the best binary design solution is used as a stud. To create
an offspring, the crossover operator will be applied to the stud and
an individual in a population. It is also useful to apply a mutation
operator or another diversity-based operator with a predefined
probability in order to prevent a premature convergence. The pop-
ulation is updated by mating solutions with the stud iteratively
until fulfilling a termination criterion.
– BAT: Bat-inspired algorithm [42]. A swarm intelligence algo-

rithm BAT is a meta-heuristic inspired by the echolocation of mic-
robats. The extended version of BAT is presented in [43] with slight
modification. Bats (design solutions) update their positions using
velocities based on varying frequencies and loudness. A random
walk is applied for diversification. The positions of the bats are
updated repeatedly until the algorithm is stopped.
– FFA: Fireflies algorithm [44]. A firefly algorithm is another

swarm intelligence optimiser. With an initial population of fireflies
(design solutions), their objective functions are evaluated and con-
sequently their light intensity values are computed. Each firefly
will move to other fireflies based on the light intensity while the
degree of attractiveness varies with a distance between a pair of
fireflies. The position of the fireflies and their light intensities are
updated iteratively until meeting a stopping condition. In this
work, the latest version of FFA [45] will be employed.

Comparative study of various meta-heuristic algorithms

Meta-heuristic parameter settings

In this work, twenty-four established MHs were compared
based on solving the five truss optimisation problems. Given that
nP is a population size (unless otherwise specified) and n is a num-
ber of design variables, the optimisation parameter settings of
those MHs (details of notations can be found in the corresponding
reference of each method) are detailed as:

DE: DE/best/2/bin strategy is used. A scaling factor, crossover
rate and probability of choosing elements of mutant vectors
are 0.5, 0.7, and 0.8 respectively.
ABC: The number of food sources is set to be nP. A trial counter
to discard a food source is 150.
ACOR: The parameter settings are q = 0.5, and n = 0.5. Roulette
wheel selection is used for ant-based solution construction.
ChSS: The number of solutions in the charged memory is
0.2 � nP. The charged moving considering rate (CMCR) and the
parameter PAR are set to be 0.75 and 0.5 respectively. Charged
sphere radius is a = 0.10max((xU–xL)). The parameter e for cal-
culating the separation distance between two charged particles
is 0.000001.
LCA: The probability of success (Pc) is 0.5 and the decreasing
rate to decrease Pc is a = 0.5. The lower and upper limits for a
retreat coefficient are 0 and 2 respectively. The lower and upper
limits for an approach coefficient are 0 and 2 respectively. A
new formation is based on best formations.
SA: Starting and ending temperatures are 10 and 0.001 respec-
tively where the temperature is increased exponentially for
every 10 loops. For each loop, n candidates are created by
mutating on the current best solution while other n candidates
are created from mutating the current parent. The best of those
2n solutions are set as an offspring to be compared with the
parent.
TLBO: The teaching factor is TF = rand(1 or 2).
BBBC: The current best solution is used as a centre point to cre-
ate a new population. The search space will be restricted to half
after every period of 5 iterations.



Table 4
Comparative performance for Case II.

MHs Mean STD x1 av
(P20)

x2 av
(P40)

x3 av
(P60)

DE 360.8391 3.0896 20.0124 40.0443 60.0664
ABC 370.1812 2.8677 20.0854 40.5136 61.3069
ACOR 362.4482 1.6613 20.0085 40.0096 60.0254
ChSS 405.1165 8.5197 20.9410 45.8991 72.7114
LCA 369.4645 2.1620 20.4770 40.6377 62.0107
SA 375.9803 5.7973 20.1168 40.0236 60.0537
TLBO 431.2922 9.3983 20.5522 42.6326 68.5651
BBBC 369.1503 6.7555 20.0988 40.2250 60.9658
BPBIL 386.4841 7.5400 20.7166 42.0721 64.4003
CKS 402.6145 7.5730 21.3250 43.3658 66.7712
CMAES 361.6511 2.5302 20.0379 40.1591 60.1419
CPBIL 369.8753 4.0229 20.3062 40.5809 61.4021
CSS 388.6446 8.3675 20.7818 41.3861 61.4275
ECTS 384.0519 9.5861 20.0638 40.1962 63.6046
EP 443.9599 0.0000 0.6359 3.6402 48.4653
ES 441.4350 13.8296 1.2814 4.8522 48.8498
FWA 443.9599 0.0000 0.6359 3.6402 48.4653
GA 384.4549 12.4004 20.3459 40.6973 61.0602
GSA 422.0086 15.7411 20.5125 44.8561 77.9204
HS 441.3328 7.8712 3.4249 8.8369 50.5985
PSO 406.2254 11.4493 20.0329 40.4639 62.9200
SGA 384.1679 11.0051 20.2395 40.7644 60.8835
BAT 402.3112 10.8363 20.1241 40.0063 63.9841
FFA 399.4114 12.0955 20.3494 41.8522 68.6302
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BPBIL: The learning rate, mutation shift, and mutation rate are
set as 0.5, 0.7, and 0.2 respectively.
CKS: Discovery rate of alien eggs (pa) is 0.75. The Levy coeffi-
cient is b = 2/3.
CMAES: Parameter settings are not required.
CPBIL: The learning rate, mutation shift, and mutation rate are
set as 0.5, 0.2, and 0.05 respectively. RPBIL3 in [31] is employed
with Tstart = 5 and Tend = 40.
CSS: The BLX-a recombination method is used for reproduction.
The simplex downhill method is used for local search. The num-
ber of high-quality solutions in the reference set is 0.5 � nP, and
the number of diverse solutions in the reference set is 0.25 � nP.
ETCS: The tabu list size is set to be 2 � nP while the promising
list size is 0.5 � nP. A linear partitioning on hyper-rectangles is
used for generating neighbour solutions.
EP: For every period of 3 iterations, the number of randomly
selected individuals used for computing a selection function
value is increased by 1 where it is set to be 2 for the first loop.
ES: Use a three-candidate tournament selection operator and a
simple mutation without the effect of a covariance matrix. For
each individual solution, all five ES recombination strategies
are applied with equal probabilities.
FWA: The number of fireworks for each generation is nP/4, the limit
of sparks created with algorithm 1 is nP, the amount of sparks created
with algorithm 2 is nP/4, the floor parameter for rounding the
amount of sparks created with algorithm 1 is 0.004, the ceiling
parameter for rounding the amount of sparks created with algorithm
1 is 0.8, and the maximum explosion amplitude is 0.5(xU,i–xL,i).
GA: The crossover and mutation rates are 0.7 and 0.3 respec-
tively. Multi-point crossover is used.
GSA: The norm in Eq. (8) in [38] is 1. The power of Rij in Eq. (7)
in [38] is 2. In Eq. (28) in [38], a = 20 and G0 = 100. In the last
iteration, only 10 percent of agents apply force to the others.
HS: The parameter settings are: harmony memory size = nP,
harmony memory considering rate (HMCR) = 0.8, pitch adjust-
ing rate (PAR) [0.4,0.9] increased linearly, and bandwidth (BW)
[0.0001,0.9] decreased exponentially.
PSO: The starting inertia weight, ending inertia weight, cogni-
tive learning factor, and social learning factor are assigned as
0.75, 0.0001, 1.5 and 2.5 respectively. The inertia weight is
decreased linearly.
SGA: The so-far best solution is used as a stud whereas the prob-
ability of shuffling binary bits of a binary design solution is 0.2.
BAT: The loudness and the pulse rate are set to be 0.9 and 0.1,
respectively. The minimum and maximum frequency values
are 0 and 2, respectively. The maximum and minimum values
of h are 0.1 and 20, respectively.
FFA: The parameters in Equation (15) in reference [45] are set as
a = 0.75, X = 0.000001, and b0 = 0.25.

It should be noted that the parameters used for each optimiser
are tuned to have proper values that increase the performance of
the algorithm. The Case I problem is used for such parameter tun-
ing. Each optimiser is used to solve each truss problem for 30 opti-
misation runs. The population size is set to be nP = 20 whereas the
number of iterations is 200 for all test problems. For the optimisers
using different population sizes such as simulated annealing, and
firework algorithm, their search processes are terminated with
the total number of functions evaluations equal to 20 � 200. The
penalty function used in this study is the Kaveh–Zolghadr tech-
nique which has some details as:

fpðxÞ ¼ ð1þ e1 � vÞe2

where fp is a penalised function value, e1 and e2 are selected consid-
ering the exploration and exploitation rates of the search space.
v ¼
Xng

i�1

v i

where ng and vi are the number of frequency constraints and the
constraints violation respectively. At a design solution x, if the ith
constraint is not violated, vi will be taken as zero; otherwise, vi will
be defined as:

v i ¼ 1� xi

xi;all

����
����

where xi and xi;all are the ith mode natural frequency and the
allowable ith mode natural frequency respectively.

Results and discussion

After performing 30 optimisation runs of the various optimisers
on solving the truss design problems (Case I- Case V), the compar-
ative results based on objective and constraint function values are
shown in Tables 3–7. In the tables, the mean values (Mean) will be
used to measure the convergence speed while the standard devia-
tion (STD) represents the search consistency of the method. The
method with a lower mean value of the objective function has bet-
ter convergence speed while the method with a lower STD has bet-
ter search consistency. Note that only the methods that can search
for the feasible solutions will be considered for comparison.

For the measure of the search convergence based on the mean
value, it is found that CMAES is the best performer for all test prob-
lems except for the Case II, which the best optimiser is DE. The sec-
ond best for Case I, Case III, Case IV and Case V is DE while the
CMAES was the second best for Case II. For the measure of search
consistency based on the STD, the method that gives the most con-
sistent results for Case I, Case II, Case IV and Case V is CMAES while
ACOR is the most consistent for Case III. Overall, CMAES is the best
performer for the assigned mass minimisation problems of trusses
with frequency constraints in terms of both convergence rate and
search consistency while DE is the second best optimiser.

Tables 8–12 show the comparison between the best results
found so far in the literature and the best results found in this
study for all design cases. It was found that, the best results found



Table 5
Comparative performance for Case III.

MHs Mean STD x1 av (=4) x3 av (P6)

DE 331.6909 17.0220 4.0000 6.0003
ABC 351.3243 9.9280 4.0053 6.0614
ACOR 338.7503 7.4967 4.0000 6.0009
ChSS 469.3784 23.0313 4.0247 6.1383
LCA 393.1856 13.7117 4.0105 6.0709
SA 370.2935 11.9415 4.0032 6.1265
TLBO 38.7291 0.0826 0.9976 1.7162
BBBC 360.1404 29.8948 4.0025 6.0093
BPBIL 418.7888 34.8305 4.0197 6.1011
CKS 470.2877 34.3126 4.0213 6.3116
CMAES 331.0710 13.5805 4.0001 6.0005
CPBIL 360.4328 13.1719 4.0051 6.0294
CSS 441.4551 58.0000 3.9655 5.9895
ECTS 552.0251 64.1452 4.0019 6.0135
EP 628.0440 0.0000 3.1041 4.2057
ES 628.0440 0.0000 3.1041 4.2057
FWA 621.9087 33.6045 3.1328 4.2697
GA 406.8943 43.4109 4.0089 6.1551
GSA 590.7577 50.6341 4.0008 6.0778
HS 300.2329 234.0953 2.6447 4.3367
PSO 528.0723 83.9778 4.0000 6.0135
SGA 399.7163 41.2570 4.0077 6.0947
BAT 637.4574 71.8137 4.0000 6.0317
FFA 414.1589 39.5042 3.9932 4.0068

Table 6
Comparative performance for Case IV.

MHs Mean STD x1 av (615.916) x2 av (P28.648)

DE 201.4995 14.8806 10.7823 28.6482
ABC 225.1624 14.1478 10.8390 28.6766
ACOR 221.3660 15.5975 10.4578 28.6505
ChSS 215.4694 47.3282 11.9774 26.8727
LCA 253.8265 16.1027 11.0309 28.8632
SA 256.6105 30.3086 10.0801 28.6172
TLBO 164.6637 20.2184 13.2375 20.8339
BBBC 207.5187 14.7296 10.5435 28.6516
BPBIL 284.7816 44.1585 10.7912 28.7775
CKS 352.2353 65.5756 9.5642 28.7686
CMAES 195.8252 0.6102 10.2480 28.6481
CPBIL 215.0622 8.8448 10.9074 28.6500
CSS 308.0847 51.2398 8.9476 28.9553
ECTS 253.1338 86.6098 12.4834 28.6487
EP 361.2610 236.6418 14.4327 28.7918
ES 464.8889 227.0136 15.3636 28.8545
FWA 238.8591 22.0796 8.4459 28.6735
GA 283.0605 53.8587 7.5508 28.8080
GSA 467.8169 85.2877 10.7432 29.0212
HS 176.6073 42.3522 12.9434 24.0800
PSO 402.6086 116.7340 10.9740 28.5770
SGA 263.8774 46.2667 9.4601 28.6874
BAT 303.1053 82.7459 12.3850 28.4278
FFA 255.0253 26.7056 11.3616 28.6727

Table 7
Comparative performance for Case V.

MHs Mean STD x1 av (P9) x2 av (P11)

DE 8708.7905 3.4456 9.0000 11.0000
ABC 7681.9709 2863.9555 8.0601 9.8982
ACOR 8798.7094 89.4076 9.0000 11.0000
ChSS 9083.1365 143.6739 9.0699 10.9922
LCA 8728.1426 9.4177 9.0032 11.0004
SA 8879.1191 144.1959 9.0074 10.9895
TLBO 501.2728 0.0000 1.9115 2.7051
BBBC 8846.3515 105.1124 9.0308 11.0039
BPBIL 10041.9281 756.9410 9.1773 11.0742
CKS 9726.8627 1862.2010 8.9422 10.8227
CMAES 8707.3853 0.2591 9.0000 11.0000
CPBIL 8848.0015 156.9981 9.0702 11.0013
CSS 9330.0753 741.1946 9.0220 11.0143
ECTS 8783.3294 68.7185 9.0201 10.9938
EP 8841.9387 401.6341 9.0174 11.0001
ES 9737.6194 2061.6896 9.0306 11.0016
FWA 9074.1572 245.1233 9.0375 11.0119
GA 11081.6603 824.1856 9.2136 11.0952
GSA 9972.4922 1458.3429 9.0934 11.0001
HS 514.4762 1.4450 2.0771 2.8668
PSO 7392.0791 4043.7420 7.3558 9.0628
SGA 10509.5583 862.7513 9.2353 11.1171
BAT 514.7687 5.8228 2.0752 2.8644
FFA 4474.0803 4623.5168 5.0815 6.3720
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in this study are better than the best results found in the literature
for all cases except for Case IV.

Furthermore, the ranking of the MH optimisers was made based
upon the statistical Wilcoxon rank sum test. Table 13 shows the
ranking of MHs for the Case I design problem. Since there are
24 MHs implemented, a comparison matrix sized 24 � 24 whose
elements are full of zeros is generated. The null hypothesis for
the Wilcoxon rank sum test is that, for a particular test problem,
the median of 30 objective function values obtained from method
I is not different from the median of 30 objective function values
obtained from using method J at the 5% significance level. If the
null hypothesis is rejected and the median from method J is lower,
the element IJ of the matrix is set to be ‘1’. After summing up all
values in the matrix columns, the best optimiser is the one that
has the highest score. The summation and the ranking are also
given in the table. Note that this comparison will be made if and
only if both methods I and J give feasible solutions for all runs. If
such a condition does not hold, between methods I or J, the method
that give more feasible solutions for all runs will be the winner. In
case that both of them fail to find feasible solutions for all runs, one
having lower constraint violation will win; otherwise, both of them
are equal.

Table 14 shows the ranking of the 24 optimisers when solving
all test cases of truss optimisation with frequency constraints
based on the Wilcoxon rank sum test. The results indicated that
CMAES performs the best for all test problems (except for Case I)
while DE is also ranked as the best for all test problems except
for Case I and Case V. For Case I, ACOR is the best performer based
on the statistical test. After summing up the ranking numbers of all
design cases, it was found that CMAES is best optimiser while at
close second best is DE, which is similar to the performance assess-
ment by using average objective values.

It should be noted that, for this study, the optimisers are coded
in MATLAB computing language. Some of them are downloaded
from the developers of those methods while some of them are cre-
ated by the authors of this article based on the concepts presented
in the references. The ways of coding and the optimisation param-
eter setting used significantly affect the performance of those opti-
misers. In addition, population size and a number of generations
used in this study are set following Kaveh and Zolghadr [3]. These
values may not be suitable for some implemented optimisers as
they cannot find feasible solutions. Nevertheless, these compara-
tive results show that some optimisers give as good and compara-
ble results as those presented in the literature.
Comparative study of various penalty function techniques

Penalty function techniques used in this study

In order to handle frequency constraints when using MHs, the
penalty function is a necessary tool which directly affects the per-
formance of the MH search. A good penalty function technique for
MHs should be able to provide information on both feasible and
infeasible sub-regions around the optimum solution while its main
target is to penalise solutions outside the feasible region. In this
work, four penalty function techniques are investigated including:



Table 8
Best result found in this study compared with the best result found in the literature
for Case I.

Size of element No.
(cm2)

Best run found in
literature [3]

Best run found in this study
(CMAES)

1 35.274 35.457
2 15.463 14.867
3 32.11 35.117
4 14.065 14.810
5 0.645 0.645
6 4.88 4.542
7 24.046 23.632
8 24.34 23.586
9 13.343 12.513

10 13.543 12.134
Weight (kg) 529.09 524.49
x1 (P7 Hz) 7.000 7.000
x2 (P15 Hz) 16.119 16.208
x3 (P20 Hz) 20.075 20.000
No. of function

evaluations
4000 4000

Table 10
Best result found in this study compared with the best result found in the literature
for Case III.

Size of element group
(cm2)

Best run found in
literature [2]

Best run found in this
study (DE)

1 3.660 3.534
2 8.102 7.942
3 0.665 0.646
4 0.645 0.647
5 8.577 7.927
6 8.425 8.051
7 0.645 0.645
8 0.645 0.645
9 12.366 12.774

10 7.773 7.997
11 0.645 0.645
12 0.645 0.645
13 16.681 16.973
14 7.513 7.771
15 0.649 0.645
16 0.645 0.645
Weight (kg) 324.91 324.315
x1 (=4 Hz) 4.00005 4.00000
x3 (P6 Hz) 6.00001 6.00001
No. of function

evaluations
3000 4000

Table 11
Best result found in this study compared with the best result found in the literature
for Case IV.

Design variable shape (m),
Size (cm2)

Best run found in
literature [2]

Best run found in this
study (DE)

ZA 5.6065 6.1004
XB 2.1030 2.0003
ZB 3.7250 3.9194
XC 3.8834 3.9999
ZC 2.5000 2.5001
A1 1.0000 1.0000
A 1.2614 1.2908

10 N. Pholdee, S. Bureerat / Advances in Engineering Software 75 (2014) 1–13
FP1: fuzzy set penalty function technique [20]. The penalty
function can be defined as:

fpðxÞ ¼ fzðxÞ þ KDð1� lCÞ:

where KD is a penalty parameter, and fz is the objective function
value in fuzzy environment expressed as:

fzðxÞ ¼ ðf ðxÞ þ c1Þ=ðf ðxÞ þ c1 þ c2Þ

where c1 is a constant shift used to ensure that f + c1 is always posi-
tive, and c2 is a positive constant. The parameter lC is the total
membership function value of all constraints computed as

lCðxÞ ¼

0 : if x is feasible
L : if gi ðxÞ is infeasible; for all i ¼ 1; . . . ;M

1
M

XM

i¼1

li; otherwise

8>>>><
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Table 9
Best result found in this study compared with the best result found in the literature
for Case II.

Design variable Shape
(m), size (cm2)

Best run found in
literature [2]

Best run found in this
study (CMAES)

Y12, Y20 0.9727 0.8789
Y13, Y19 1.3336 1.2533
Y14, Y18 1.4918 1.4285
Y15, Y17 1.6275 1.5613
Y16 1.6939 1.6293
A19, A37 3.4287 2.8964
A20, A36 1.0010 1.0124
A21, A35 1.0000 1.0026
A11, A18 2.6942 2.6028
A22, A34 1.0033 1.1164
A23, A33 1.0910 1.2548
A12, A17 2.6748 2.8325
A24, A32 1.4141 1.3682
A25, A31 1.5121 1.4343
A13, A16 2.5228 2.5155
A26, A30 1.2116 1.1958
A27, A29 1.1869 1.4160
A14, A15 2.5606 2.8376
A28 1.0003 1.0000
Weight (kg) 360.21 359.25
x1 (P20 Hz) 20.0019 20.0037
x2 (P40 Hz) 40.0310 40.0661
x3 (P60 Hz) 60.0359 60.0201
No. of function

evaluations
3000 4000

2

A3 1.3139 1.3038
A4 1.3542 1.3747
A5 1.3864 1.4630
A6 1.0000 1.0000
A7 1.6160 1.4703
A8 1.4034 1.4359
Weight (kg) 194.27 195.19
x1 (615.916 Hz) 11.516 9.539
x2 (P28.648 Hz) 28.653 28.648
No. of function

evaluations
3000 4000

Table 12
Best result found in this study compared with the best result found in the literature
for Case V.

Size of element
group (cm2)

Best run found in
literature [39]

Best run found in this
study (CPBIL)

1 19.607 20.073
2 41.290 39.894
3 11.136 14.087
4 21.025 22.195
5 10.060 11.154
6 12.758 9.745
7 15.414 14.707
Weight (kg) 8890.48 8549.44
x1 (P9 Hz) 9.0001 9.134
x3 (P11 Hz) 11.0007 11.004
No. of function

evaluations
6000 4000



Table 13
Comparative objective function values based on Wilcoxon rank sum test for Case I.

MHs (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24)

DE(1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ABC(2) 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
ACOR(3) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ChSS(4) 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1
LCA(5) 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
SA(6) 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
TLBO(7) 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1
BBBC(8) 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
BPBIL(9) 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1
CKS(10) 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1
CMAES(11) 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CPBIL(12) 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CSS(13) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1
ECTS(14) 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
EP(15) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1
ES(16) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1
FWA(17) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1
GA(18) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1
GSA(19) 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
HS (20) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1
PSO(21) 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
SGA(22) 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1
BAT(23) 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
FFA(24) 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Sum 21 11 22 7 19 11 6 20 10 7 21 17 0 16 0 0 0 0 11 0 11 7 11 16
Ranking 2 9 1 15 5 9 18 4 14 15 2 6 19 7 19 19 19 19 9 19 9 15 9 7

Table 14
Comparative objective function values based on Wilcoxon rank sum test for all design
cases.

MHs Ranking
Case I

Ranking
Case II

Ranking
Case III

Ranking
Case IV

Ranking
Case V

Sum Ranking
All

DE 2 1 1 1 2 7 2
ABC 9 4 10 5 4 32 5
ACOR 1 3 3 5 6 18 3
ChSS 15 15 18 21 19 88 21
LCA 5 4 12 9 3 33 6
SA 9 8 4 20 17 58 9
TLBO 18 20 21 21 19 99 24
BBBC 4 4 9 3 7 27 4
BPBIL 14 11 17 13 11 66 15
CKS 15 15 18 21 11 80 20
CMAES 2 1 1 1 1 6 1
CPBIL 6 4 10 4 17 41 7
CSS 19 11 13 16 8 67 16
ECTS 7 11 5 5 19 47 8
EP 19 21 21 11 4 76 18
ES 19 21 21 19 8 88 21
FWA 19 21 21 8 8 77 19
GA 19 9 13 13 16 70 17
GSA 9 19 7 17 13 65 14
HS 19 21 18 21 19 98 23
PSO 9 15 5 17 13 59 10
SGA 15 9 13 11 13 61 11
BAT 9 15 8 13 19 64 13
FFA 7 14 13 10 19 63 12

Table 15
Top two optimisation strategies for FP1-FP4.

Penalty functions Parameter sets Best MHs Acronyms

FP1 1.{KD, e} = {5, 1�10�3} 1.CMAES 1.CMAES-FP11
2. {KD, e} = {7.5, 1 � 10�5} 2.CMAES 2.CMAES-FP12

FP2 1.{e1, e2} = {4, 4} 1.CMAES 1.CMAES-FP21
2. {e1, e2} = {3, 2} 2.CMAES 2.CMAES-FP22

FP3 1.(cp) = 1 � 1010 1.DE 1.DE-FP31
2. (cp) = 1 � 1010 2.CMAES 2.CMAES-FP32

FP4 – 1.CMAES 1.CMAES-FP41
2.DE 2.DE-FP41
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where li is the membership function value of the constraint gi(x)
defined as:

liðxÞ ¼
0; if giðxÞ � �di

1� giðxÞ�ei
�di

; if ei < giðxÞ < �di

1; if giðxÞ � ei

8><
>:

where di and ei are the parameters to be specified.
FP2: The penalty function used in Kaveh and Zolghadr [3] which

is detailed in section ‘Meta-heuristic parameter settings’.
FP3: Exterior penalty function technique [2]. The penalty func-

tion is defined as:

fpðxÞ ¼ f ðxÞ þ cp

Xng

i¼1

max 0;
xi

xi;all
� 1

� �� �2

where cp is a constant parameter.
FP4: The penalty function technique presented in Kim et al.

[21]:

fbðxÞ ¼
gmaxðxÞ; if gmaxðxÞ > 0
arctamðf ðxÞÞ � p

2 ; otherwise

(

Each penalty function technique with several parameter sets is
employed with the top five optimisers (CMAES, DE, ACOR, BBBC,
ABC) in order to obtain the best combination of an optimiser and
a penalty function with effective parameter settings. The Case I test
problem will be used in this investigation. The parameters settings
of each technique were defined based on several setting values,
which can be detailed as:

– FP1: The values of the parameters d, c1, and c2 are assigned as
0.25, 0 and 1, respectively, while the sets of {KD, e} are varied
as: {1 � 103, 2.5}, {1 � 103, 5}, {1 � 105, 7.5}, and {1 � 1010, 2.5}.

– FP2: The values of the parameters {e1, e2} are assigned as {2, 2},
{2, 3}, {3, 2} and {4, 4}.

– FP3: The parameter cp is assigned as {1 � 103, 1 � 105, 1 � 1010}.
– FP4: The technique requires no parameter setting.

As a result, there are 5 � (4 + 4 + 3 + 1) = 60 optimisation strat-
egies to be tested. Having run all of them for solving Case I for



Table 19
Comparative performance of four penalty function techniques for Case IV.

Optimisers Mean objective
function value

x1 av
(615.916)

x2 av
(P28.648)
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30 trials (each strategy), the top two optimisation strategies for
FP1-FP4 (based on the average objective function) which will be
used for further investigation are shown in Table 15 with the
new acronyms.
CMAES-FP11 196.9101 11.7740 27.9860
CMAES-FP12 194.5566 10.8719 27.4154
CMAES-FP21 205.1678 10.3230 28.6678
CMAES-FP22 212.4709 10.3939 28.6490
DE-FP31 208.9579 10.8067 28.6592
CMAES-FP32 245.4026 11.0400 28.6767
CMAES-FP41 240.3645 11.5884 28.6692
DE-FP41 215.7695 11.0834 28.6548

Table 20
Comparative performance of four penalty function techniques for Case V.

Optimisers Mean objective function value x1 av (P9) x2 av (P11)

CMAES-FP11 8706.8400 8.9990 10.9991
CMAES-FP12 8437.4295 8.7638 10.7235
CMAES-FP21 8708.1012 9.0001 11.0000
CMAES-FP22 8707.4765 9.0000 11.0000
DE-FP31 8710.2675 9.0002 11.0001
CMAES-FP32 8708.1125 9.0000 11.0000
CMAES-FP41 8710.8733 9.0002 11.0001
DE-FP41 8711.5702 9.0004 11.0002
Results

After performing 30 optimisation runs of the 8 optimisers
detailed in Table 15, the comparative results are shown in Tables
16–20. The performances of the four penalty function techniques
were measured based on the average objective function and con-
straint violation similarly to the comparative study in section
‘Results and discussion’. From Tables 16–20, the best performer
of all test problems, with the exception of Case V, was CMAES-
FP22 which uses the parameter of FP2 as e1 = 3 and e2 = 2. The sec-
ond best for Case I, Case II, and Case IV was DE-FP31 which uses the
parameter cp = 1 � 1010. The second best of Case III was CMAES-
FP22. For the Case V, the best performer was CMAES-FP11, while
the second best was CMAES-FP22. For Case I-II, all optimisers gave
slightly different results but CMAES-FP22 totally dominates the
rest in Case III. CMAES-FP22 was also the obvious winner in Case
IV. For Case V, they are said to be equally good except for
CMAES-FP12. Overall, the best penalty function technique for han-
dling frequency constraints of truss optimisation was FP2, the
Kaveh–Zolghadr technique.
Table 16
Comparative performance of four penalty function techniques for Case I.

Optimisers Mean objective
function value

x1 av
(P7)

x2 av
(P15)

x3 av
(P20)

CMAES-FP11 529.1552 6.9992 16.9786 20.0010
CMAES-FP12 530.5195 7.0001 17.1779 20.0020
CMAES-FP21 527.7770 7.0000 16.8876 20.0011
CMAES-FP22 526.5098 7.0000 16.6249 20.0004
DE-FP31 527.2439 7.0002 16.4269 20.0013
CMAES-FP32 527.9652 7.0001 16.7574 20.0018
CMAES-FP41 528.7897 7.0002 16.8243 20.0008
DE-FP41 528.3497 7.0004 16.6411 20.0043

Table 17
Comparative performance of four penalty function techniques for Case II.

Optimisers Mean objective
function value

x1 av
(P20)

x2 av
(P40)

x3 av
(P60)

CMAES-FP11 362.8897 19.4273 40.1173 60.2017
CMAES-FP12 361.4871 18.3451 40.1264 60.1949
CMAES-FP21 363.2154 20.0423 40.1000 60.2313
CMAES-FP22 361.4538 20.0338 40.0852 60.1931
DE-FP31 362.9061 20.0357 40.0846 60.1208
CMAES-FP32 363.9191 20.0523 40.1597 60.1321
CMAES-FP41 363.2401 20.0565 40.1135 60.2101
DE-FP41 365.0338 20.0183 40.1145 60.1229

Table 18
Comparative performance of four penalty function techniques for Case III.

Optimisers Mean objective function value x1 av (=4) x3 av (P6)

CMAES-FP11 890.6069 4.0004 7.6233
CMAES-FP12 906.9221 4.0001 7.4793
CMAES-FP21 423.4423 4.0006 6.0244
CMAES-FP22 330.1653 4.0003 6.0016
DE-FP31 924.4752 4.6154 7.1908
CMAES-FP32 931.7116 4.6155 7.9549
CMAES-FP41 951.1856 4.0007 7.8526
DE-FP41 908.6447 4.0000 7.3944
Conclusions and discussion

In this work, the performances of various established MHs were
investigated for truss optimisation with frequency constraints
while an efficient and effective penalty function technique used
to handle the frequency constraints was also examined. After solv-
ing five optimisation problems of truss structures with frequency
constraints, based on the average objective values, CMAES was
the best optimiser for all test problems except Case II and gave
the most consistent results except for Case III. The DE was the best
according to a convergence rate while the ACOR was the most con-
sistent for Case III. Based on the statistical Wilcoxon rank sum test,
the top two optimisers were CMAES and DE with the former being
slightly better. For the comparative study of various penalty func-
tion techniques, the results indicated that the Kaveh–Zolghadr
technique was the most efficient and effective technique.
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a  b  s  t  r  a  c  t

This  paper  proposes  a new  direction  for  design  optimization  of  a water  distribution  network  (WDN).  The
new approach  introduces  an  optimization  process  to the  conceptual  design  stage  of  a  WDN.  The  use  of
multiobjective  evolutionary  algorithms  (MOEAs)  for simultaneous  topology  and  sizing  design  of  piping
networks  is presented.  The  design  problem  includes  both  topological  and  sizing design  variables  while
the  objective  functions  are  network  cost  and  total  head  loss  in  pipes.  The  numerical  technique,  called  a
network  repairing  technique  (NRT),  is proposed  to  overcome  difficulties  in  operating  MOEAs  for  network
topological  design.  The  problem  is  then  solved  by using  a number  of  established  and  newly  developed
ipe network
opulation-based incremental learning
opology optimization
ater distribution systems

MOEAs.  Also,  two  new  MOEAs  namely  multiobjective  real code  population-based  incremental  learning
(RPBIL)  and  a hybrid  algorithm  of RPBIL  with  differential  evolution  (termed  RPBIL–DE)  are  proposed  to
tackle  the  design  problems.  The  optimum  results  obtained  are  illustrated  and  compared.  It is  shown
that  the  proposed  network  repairing  technique  is an  efficient  and  effective  tool  for  topological  design  of
WDNs.  Based  on  the  hypervolume  indicator,  the  proposed  RPBIL–DE  is  among  the  best  MOEA  performers.
. Introduction

A piping or water distribution network is one of the most impor-
ant engineering systems found in daily life. The network normally
onsists of pumps, tanks, reservoirs, valves, and other devices inter-
onnected by pipes for providing water to the public. It can be
iewed as a graph having pipes as links while nodes represent
ources, consumers, pipe connections, and hydraulic control ele-
ents. Piping network design can be classified into three phases

s conceptual, preliminary and detailed design. These are not com-
letely separated design phases since we can sometimes perform
everal design phases simultaneously. The conceptual design is
sually accomplished in such a way that a network topology (lay-
ut) is defined based on the premise that a network with loops
ill become more reliable and more expensive whereas one with

ranches will be less reliable but cheaper [1,2]. The network topol-
gy is also dependent on many restrictions such as households,
oads, and other obstructions.

Having obtained a predefined network layout, network param-

ters e.g. pipe diameters, tank and pump sizes, are determined
o meet the optimum design objectives while fulfilling network
onstraints. Optimal pipe sizing of WDN  has been investigated

∗ Corresponding author. Tel.: +66 43 202845; fax: +66 43 202849.
E-mail address: sujbur@kku.ac.th (S. Bureerat).

568-4946/$ – see front matter © 2013 Elsevier B.V. All rights reserved.
ttp://dx.doi.org/10.1016/j.asoc.2013.04.005
©  2013  Elsevier  B.V.  All  rights  reserved.

for many years. The optimization problems for pipe networks can
have either single [1,3–9] or multiple [1,10–13] design objectives.
A typical single-objective design problem is assigned to find a mini-
mum network cost while nodal heads are constrained ensuring that
the network is sufficiently reliable. Since Walski in 2001 [14] and
other researchers illustrated that minimizing the network cost will
reduce network benefits (reliability) or vice versa, it means there
are multiple design objectives to be optimized for one WDN. This
study leads to a new direction for the preliminary design of WDN.
Network reliability can be defined as the ability of a network system
to provide adequate performance under both normal and abnormal
conditions [15]. Some work has been made towards network reli-
ability models due to mechanical and hydraulic failures [4,16–20].
The network simulation by means of head-driven analysis has been
proposed so as to make up for the shortcomings of the demand-
driven model [15,20,21]. The criteria used to measure network
reliability for use in an optimization process have been defined.
The minimum surplus head index was probably the first reliability
index proposed for an optimization process by Walski and Gessler
in 90s [22]. Later, there have been other indices proposed for mea-
suring the WDN  reliability e.g. the total surplus head index [22], the
resilience index [10], and the network resilience [2]. As for the opti-

mizers, gradient-based linear and nonlinear optimization methods
were implemented in the early years [4]. The use of evolutionary
algorithms has later become more popular and attractive due to
their robustness, simplicity and universality [1–3,10–13].

dx.doi.org/10.1016/j.asoc.2013.04.005
http://www.sciencedirect.com/science/journal/15684946
www.elsevier.com/locate/asoc
http://crossmark.dyndns.org/dialog/?doi=10.1016/j.asoc.2013.04.005&domain=pdf
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Some work related to the more practical detailed design
nd analysis of WDNs has been made. The network connectiv-
ty/topology analysis [23] as well as the algorithm for an automatic
etection of topological changes in WDN  due to abnormal operat-

ng conditions [15] has been developed. As the real network system
ses valves to isolate some segments from the network, the impacts
f valve location and distribution on the network in both normal
nd abnormal conditions have been studied [24–27].

From the above-mentioned literature, considerable progress has
een made towards the preliminary and detailed design stages of
DN  but there has been limited work contributing to the use of

ptimization techniques to find optimum WDN  layouts at the con-
eptual design stage. However, in other engineering fields, it has
een found that the application of topological optimization at the
onceptual design stage usually leads to better design results e.g.
ommunication networks [28], internet topology [29], and artificial
eural networks [30]. In practice, a network topology is normally

ormed by an experienced design engineer. If implementation of
opology optimization on water distribution networks is possible,
t means even inexperienced designers can perform a design task

hereas practical and high performance network topology can be
xpected.

This paper presents a new approach for optimizing WDNs at the
onceptual design stage. Multiobjective evolutionary algorithms
re employed to find initial WDN  layouts by means of simulta-
eous topological and sizing optimization. This design approach

s said to combine and carry out the conceptual and preliminary
esign stages of WDNs within one simulation run. Design of piping
etworks using multiobjective evolutionary algorithms is demon-
trated. The design problem includes both topological and sizing
esign variables while the objective functions are network cost
nd total head loss in pipes. The numerical technique, called a
etwork repairing technique, is proposed to overcome difficul-
ies in operating MOEAs for network topology optimization. The
esign problem is then solved by using a number of MOEAs, i.e.
ersion two of strength Pareto evolutionary algorithm (SPEA2)
sing real codes [31], version two of non-dominated sorting genetic
lgorithm (NSGAII) using real codes [32], multiobjective particle
warm optimization (MPSO) [33], unrestricted population size-
volutionary multiobjective optimization algorithm (UPS-EMOA)
34], and multiobjective harmony search (MOHS) [35]. Apart
rom those state-of-the-art MOEAs, two new multiobjective meta-
euristics RPBIL and RPBIL–DE are introduced. The former is based
n real code population-based incremental leaning [36] while the
atter is a hybrid algorithm that integrates the operator of RPBIL and
E. The Pareto optimal solutions obtained from the various MOEAs
re illustrated and compared. The comparative performance of
OEAs is investigated. Based on the hypervolume indicator, the

roposed hybrid optimizer RPBIL–DE is among the top performers.
he proposed network repairing technique is an efficient tool for
opological design of water distribution networks.

The rest of the paper is organized as follows. Section 2 briefly
etails a simultaneous topology and sizing optimization of pipe
etworks. The network repairing technique used to deal with ille-
itimate design solution is explained in Section 3. Section 4 presents

 new hybrid multiobjective evolutionary algorithm which is the
ombination of RPBIL and DE. Design demonstration and perfor-
ance assessment of various MOEAs are setup in Section 5 whereas

he comparative results are given in Section 6. Finally, the conclu-
ions are drawn in Section 7.
. Design problem

In practice, a pipe network is designed by taking into account
conomics, safety, maintenance and public health. The common
1 21 2 3

Fig. 1. Ground network.

design criteria include network cost and reliability, redundancy
[21], total head loss in pipes, water quality, network infrastruc-
ture etc. The optimization process is not only applied to the design
of a new network but also used in the rehabilitation of an exist-
ing network. Network cost is an unavoidable design objective for
many engineering systems. For pipe network design, minimizing
cost always affects network reliability; therefore, practical network
design needs to simultaneously minimize cost and maximize reli-
ability. Several indicators are proposed for measuring pipe network
reliability such as network resilience [2], and total head loss in
pipes.

A multiobjective optimization problem used in this work can be
written as:

min
x

: {f1, f2} (1)

subject to

Fi(H,D) = 0; i = 1, . . . nn

Hi ≥ Hmin
i

; i = 1, . . . nn

where x is a design vector determining a network topology and
pipe sizes, f1 is the total network cost, f2 is the total head loss in the
network, Hi is the head at node i, and Hmin

i
is a minimum allowable

nodal head of node i. The hydraulic constraints Fi(H,D) are nodal
mass balance, and loop or path energy balance equations, which can
be handled by using the EPANET 2 software. The objective functions
can be computed as:

f1 =
np∑

i=1

Costi(Di, Li)

f2 =
np∑

i=1

Lihi(Di)

(2)

where Costi is the cost of pipe i, Li are pipe lengths, hi are head loss
per unit length, and Di are the discrete pipe sizes.

In order to achieve a simultaneous topological and sizing opti-
mization, the predefined nodes, links, and other network conditions
are assigned. Fig. 1 shows a particular 9-node network having 3 × 3
junctions and one tank. Then, the ground network containing all
possible pipe elements connecting between nodes in the network

is generated as shown in the figure. This ground network has 21
pipes where pipe 21 linking node 9 and the tank is not assigned
to be a design variable. The design variables determine the 20
pipe diameters while the list of available pipe diameters, their
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Table  1
Integer variables, pipe diameters and cost (modified from [2]).

Integer variable Pipe diameters (mm)  Cost/length ($)

1 0 0
2  100 11
3  150 16
4  200 23
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Fig. 2. Legitimate network topology: x1.

orresponding prices, and the encoded integers is given in Table 1.
he diameter of the 21st pipe is fixed as 300 mm.

Figs. 2 and 3 illustrate how the proposed decoding technique
orks. In Fig. 2, the vector of integer design variables is x1 = {1, 1, 1,

, 2, 3, 3, 1, 1, 3, 1, 1, 1, 2, 4, 2, 1, 1, 4, 1}T. It can be seen that pipe ele-
ents having an integer ‘1’ as a diameter identification number are

emoved from the ground network whereas the others represent
he existing pipe elements with various diameters. By using this
oncept, a network topology is obtained. A difficulty arises when
ost pipe diameters become zeros as shown in Fig. 3 where x2 = {3,

, 1, 4, 2, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}T. The obtained net-
ork topology has three disconnected pipe groups and one junction
aving no links to the others. Such a network is said to be unfeasi-

le since the network analysis via EPANET cannot be accomplished.
his illegitimate solution needs to be repaired so that it is usable; as

1 2 3

4 5 6

7 8 9

10tank
Network Topolog y

Fig. 3. Illegitimate network topology: x2.
Fig. 4. List of neighbor elements.

a result, a numerical scheme called a network repairing technique
is proposed.

3. Network repairing technique

According to the design solution in Fig. 3, the network needs
to be repaired to enable a pipe network simulation (demand-
driven analysis). The term network repairing technique is borrowed
from the technique called chromosome repairing technique [37].
Although having a similar name and the same purpose of use, which
is to make an unacceptable design solution become solvable, they
are totally different in details and computational procedures. The
process of repairing a water distribution network consists of two
main stages: the first stage is used to repair nodes that have no
links or isolated nodes while the second stage is used to repair
disconnected pipe groups.

Initially, the ground network is created from the predefined
junctions. The closest neighbor of every junction needs to be iden-
tified, which means its neighbor pipe element is obtained. Fig. 4
shows 9 junctions of the 9-node network from the previous section
and their neighbor pipe elements where Ei stands for the neighbor
element of the ith junction. It should be noted that all the junc-
tions must have different neighbor elements. As an isolated node is
detected, its neighbor element (10th element) with 100 mm diame-
ter is added to the network and the input design solution is changed
to be x3 = {3, 2, 1, 4, 2, 3, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}T. The new
network is shown in Fig. 5, which has 3 disconnected pipe groups.

The second repairing task is to connect all disconnected pipe
groups to become one group. From Fig. 6, at the beginning, the
algorithm to find the total number of pipe groups is activated. The
primary pipe group is the group that contains the element which
links to the tank as shown (Group 1). The secondary pipe group
(Group 2) which is the closest group to the primary group is then
detected and linked together by adding the pipe element that con-
nects the closest nodes of the two  groups. In this process, the node 4
of the primary group and node 5 of the secondary group are linked
together by adding to the network the 3rd element with 100 mm
diameter and the updated design solution becomes x4 = {3, 2, 2, 4,
2, 3, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}T. The pipe group obtained from
connecting these two  groups is set as a new primary pipe group.
Afterwards, a new secondary pipe group (Group 3) is found and

connected to the primary pipe group by linking node 4 and node
1. The procedure is terminated when there remains only one pipe
group which implies that a legitimate pipe network is obtained. The
network in Fig. 3 after being repaired is shown in Fig. 6. The finally
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Fig. 5. Stage 1 of network repairing: x3.

epaired design solution is x5 = {3, 2, 2, 4, 2, 3, 2, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1,
, 1, 1, 1, 1}T.

Using this concept, the objective and constraint functions
ecome many-to-one functions since the solutions x2, x3, x4 and
5 produce the same function values. In the optimization process,
he junctions, ground network as well as neighbor elements of the
unctions are provided initially. It is also useful to construct a matrix
hat is used to detect disconnected pipe groups. Function evalua-
ion is carried out in such a way that, if the input design variables
ector is legitimate, the analysis of the pipe network can then be
erformed. In cases that the design solution is illegitimate, the NRT

s invoked to enable the network analysis. With the use of NRT, any
esign solution is feasible and it is always possible to analyze the
etwork. It is possible to use evolutionary algorithms with binary,

nteger or real codes since we can use a round-off operator to con-
ert design variables to integer numbers. The flowchart for NRT is
iven in Fig. 7.

It should be noted that selection of neighbor elements for net-
ork nodes is based on designer’s decision. Obviously, with two
ifferent sets of neighbor elements, a particular solution x will
esult in different network topologies after repairing. However,

ptimum topologies of the design problem according to two dif-
erent sets of neighbor elements will be the same and a good
ptimization method should be able to find it using any set of neigh-
or elements. In practice, there will also be some field constraints.

Fig. 6. Stage 2 of network repairing: x5.
Fig. 7. Network repairing technique.

For example, diagonal pipes in a ground network must be removed
due to some obstructions. Some pipe elements in the ground net-
work are assigned to have certain diameters and thus cannot be
assigned as design variables. Apart from that, nodal positions may
not be aligned due to obstructions. With such constraints, the con-
cept NRT still works as demonstrated in the OPT3 design problem
in Sections 5 and 6. It is recommended to contact the corresponding
author for more details of the NRT algorithm.

4. Hybrid RPBIL–DE

The first ever version of population-based incremental learn-
ing (PBIL) was introduced as a meta-heuristic that search for a
single objective optimum solution based on binary codes [38].
The method was then extended for use with real codes [36]. For
simplicity, RPBIL will be presented as an optimizer for a bound-
constrained problem that minimize a single objective function f(x)

where Li ≤ xi ≤ Ui for i = 1, . . .,  n. Li and Ui are lower and upper
bounds of x respectively.

A real code population in RPBIL is represented by the so-called
probability matrix P or Pij sized n × m where m is a predefine
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Input

Pij size n m, Ln 1, Un 1,

Population sizeN

Compute  = (Ui - Li)/m

Set ui = {}

For j = 1 to m

Compute N0 = round(Pij N)

For i = to n

Generate N0 random points vj in the

interval [Li + (j-1) , Li + j  ]

Set ui = ui vj

Randomly permutate the positions of the

elements in ui and set ui as the i-th row ofPop

Output

Pop = {x1, x2, …, xN}

Next j

Next i

Fig. 8. Generating a population from a probability tray.
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network (Fig. 13) is somewhat more practical than the first two
ground networks as the nodal positions are not aligned, most of
diagonal ground pipe elements are removed (supposedly due to
umber of subsections of the interval [Li, Ui]. The element Pij deter-
ines the probability of which the i-th element of x will be located

n the range [Li + (j − 1)ı,  Li + jı] where ı = (Ui − Li)/m. Generating a
eal-code population can be carried out in the similar manners as
ith binary PBIL where a simple procedure is given in Fig. 8. The
rocedure of single objective RPBIL starts with a probability matrix

 where all elements values are assigned as 1/m. A population
ccording to P is then created with their corresponding objectives
eing evaluated while the best individual xbest is detected. The
robability matrix is then updated based upon xbest as

′
ij = (1 − LR)Pold

ij + LR (3)

nd

R = 0.5 exp(−(j − r)2) (4)

The element r is determined in such a way that xbest is located in

i

he range [Li + (r − 1)ı, Li + rı]. The learning rate LR in Eq. (4) is set to
 Computing 13 (2013) 3693–3702 3697

prevent premature convergence. In order to preserve the condition
T∑

j=1

Pij = 1, the i-th row of P′ is normalized as:

P ′′
ij = 1

m∑

j=1

P ′
ij

P ′
ij (5)

As a result, the eventually updated Pij is in Eq. (5). The probabil-
ity matrix and xbest are iteratively improved until the termination
condition is met.

In this paper, RPBIL is further extended to deal with a multiob-
jective design problem. Rather than using one probability matrix,
the multiobjective version of RPBIL uses several probability matri-
ces in order to maintain population diversity. The probability
matrix will be called a probability tray to be more insightful. Given
that multiobjective RPBIL uses nT probability trays for searching,
each tray will be used to produce one sub-population whereas
one real code population is obtained from the combination of all
nT sub-populations. The search procedure starts with nT of ini-
tial probability trays whose elements are full of the value 1/m.  An
initial Pareto archive is also created. Then the population is gen-
erated based on the probability trays. The Pareto archive is then
updated by replacing it with the non-dominated solutions sorted
from the union set of the current population and the members in
the previous archive. Afterwards, those non-dominated solutions
are classified into nT groups by means of a clustering technique. The
centroid of each group will be used as xbest for updating a probabil-
ity tray (Eqs. (3)–(5)). In cases that the number of non-dominated
solutions is less than nT, xbest will be a randomly selected solution
from the archive. The procedure is repeated until a termination
condition is met.

Fig. 9 shows the search procedure of multiobjective RPBIL where
k is an index of probability tray number and A is an external Pareto
archive. The function NonDominatedSort(Pop) gives non-dominated
solutions obtained from sorting all members in Pop.

Multiobjective RPBIL in Fig. 9 is one efficient MOEA. How-
ever, from the performance test conducted by the authors, it
is shown that the proposed multiobjective RPBIL provide good
population diversity but its convergence rate is somewhat lower
than expected. In the literature e.g. [39], it has been shown that
hybridization of strong points of different evolutionary algorithms
can lead to a better optimizer. As a result, differential evolution
operators are introduced to the search procedure to explore new
area of the design space. According to Fig. 9, the obtained real code
population Pop is recombined with the members in the Pareto
archive by using the DE operators (here it is DE/best/2/bin). The
Pareto archive members are used in the recombination process
so as to increase the convergence rate. This hybrid multiobjective
evolutionary algorithm is termed RPBIL–DE and its computational
steps are detailed in Fig. 10.

5. Numerical experiment

The numerical experiment is performed to test the proposed
design strategy and the newly proposed MOEAs. Two networks
with 4 × 4 nodes and 7 × 7 nodes were used for design demonstra-
tion and their ground networks are illustrated in Figs. 11 and 12
respectively. The optimization design problems for the two
networks are termed OPT1 and OPT2 respectively. The third ground
some obstructions), and some pipe diameters (dashed line) are set
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Initialization

Define m, nT, Pij , k = 1/m.

Generate an initial real code population Pop,
and find an initial archive

A = NonDominatedSort (Pop )

1. Generate real code population fromPij,k
2. Set Pop = {}

Termination condition

is fulfilled ?

For k = 1 to nT

yes

Perform function evaluation

Stop

no

Find A = NonDominateSort (Pop A)

Group the members in A into nT groups

and find their centriods

Update all nT probability trays using Equations

(3) - (5) where xbest  is the centriods of the nT
groups of non-dominated solutions in the

previous step

1. Generate a sub-populationPopk from Pij,k
(using the flowchart in Figure 8)

2. Let Pop = Pop Popk
next k
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Initialization

Define m, nT, Pij,k = 1/ m, F, CR, pc.
Generate an initial real code population Pop ,

and find an initial archive

A = NonDominatedSort (Pop )

1. Generate real code population fromPij,k
2. Set Pop0 = {}

Termination condition

is fulfilled ?

For k = 1 to nT

yes

Perform function evaluation

Stop
no

Find A = NonDominateSort (Pop A)

Group the members in A into nT groups

and find their centriods

Update all nT probability trays using Equations

(3) - (5) where xbest is the centriods of the nT
groups of non-dominated solutions in the

previous step

1. Generate a sub-populationPopk from Pij,k
(using the flowchart in Figure 8)

2. Let Pop0 = Pop 0 Pop k

next k

Hybrid with DE/best/2/bin operators

- Best solution is randomly selected from A
- 2 other solutions are randomly selected from

Pop0

- Use binary crossover

- The final population is Pop
Fig. 9. Multiobjective RPBIL.

o be unchangeable. The design problem using this ground network
s termed OPT3. The fourth network is a practical network currently
sed in the Chumponburee district, Surin province, Thailand. It is
he network of the main pipes designed by experienced design
ngineers. The ground network for the Chumponburee network
s illustrated in Fig. 14 and the corresponding design problem is
amed OPT4. All the networks have one tank. The first network has
2 design variables while OPT2, OPT3 and OPT4 have 156, 64, and
0 design variables respectively. It should be noted that ground
etworks having diagonal pipes was created merely for design
emonstration. In real world problems as with the Chumponburee
etwork, using diagonal pipes may  be impossible due to infrastruc-
ures of houses and roads. The objective and constraint functions
re evaluated by using a non-commercial software EPANET version

 [40]. Since the optimization codes were developed using MATLAB,
n interface between these two programs is required.

The optimizers employed are as follows:

 MOHS using harmony memory considering rate (HMCR), mini-
mum  pitch adjustment rate (PARmin), maximum pitch adjustment

rate (PARmax), minimum bandwidth rate (BWmin), and maximum
bandwidth rate (BWmax) as 0.5, 0.2, 2, 0.45, and 0.9 respectively.

 UPS-EMOA using minimum population size, burst-size, crossover
rate (pc), scaling factor (F), and probability of choosing an
Fig. 10. Hybrid multiobjective RPBIL and DE.

element from offspring in crossover (CR) as 10, 25, 0.7, 0.8, and
0.5 respectively.

- MPSO using a starting inertia weight, an ending inertia weight, a
cognitive learning factor, and a social learning factor as 0.5, 0.01,
0.5 and 0.5 respectively.

- SPEA2 using real codes where the real code crossover and muta-
tion operators are detailed in [41]. The crossover and mutation
rates are set to be 1 and 0.1 respectively.

- NSGAII using real codes where the real code crossover and muta-
tion operators are detailed in [41]. The crossover and mutation
rates are set to be 1 and 0.1 respectively.

- RPBIL using the number of subintervals for bound constraints (m),
and number of probability trays (nT) as 30, and N/5 respectively.
- RPBIL–DE using the number of subintervals for bound constraints,
number of probability trays, crossover rate, scaling factor, and
probability of choosing an element from offspring in crossover as
30, N/5, 0.7, 0.8, and 0.5 respectively.
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Fig. 11. Ground network of OPT1 with 4 × 4 nodes.
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Fig. 12. Ground network of OPT2 with 7 × 7 nodes.
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Fig. 13. Ground network of OPT3 with 6 × 6 nodes.
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Fig. 14. Ground network of Chumponburee network OPT4 with 15 nodes.

All of the MOEAs employ the non-dominated sorting technique
for constrained optimization presented in [42]. For the OPT1 and
OPT3 design problems, the number of generations is set to be 150
loops (200 for OPT2 and 100 for OPT3) while the population size
and external Pareto archive size are set to be 100 (150 for OPT2 and
80 for OPT3). Each multiobjective optimizer is used to solve the
design problems for 10 runs so as to measure their convergence
rate and consistency. In this work, the so-called hypervolume one
of the most reliable Pareto front indicators is used for MOEAs search
performance comparison.

6. Design results

Having run all the 7 multiobjective evolutionary optimizers for
tackling four design problems of simultaneous topology and siz-
ing optimization of pipe networks, 7 × 3 × 10 non-dominated fronts
are obtained. The performance comparison of the various MOEAs
is given in Table 2. Based on the hypervolume indicator, the higher
hypervolume means the better non-dominated front. The values of
a hypervolume are normalized to the range of [0,1] (the best front
has the hypervolume of 1 while the worst front has the hypervol-
ume  value of 0) so as to ease in comparison. From the results, the
best optimizer for both convergence rate (average hypervolume)
and consistency (standard deviation of hypervolume) for OPT1 is
RPBIL–DE while the second best is SPEA2. For OPT2 which has
higher number of design variables, the best optimizer based on con-
vergence rate is SPEA2 while the second best is RPBIL–DE. Based on
the standard deviation, the most consistent method is RPBIL–DE
while the second best is SPEA2. RPBIL–DE is also the best for OPT3
while NSGAII is the close second best. The most and second most
consistent methods based on the standard deviation of hypervol-
ume  are MPSO and UPS-EMOA respectively. For OPT4, the method
that gives best convergence rate is RPBIL–DE while the second best
is MPSO. The most consistent method is MOHS whereas the second
most consistent algorithm is RPBIL–DE.

Overall, the top two performers for this performance test are
RPBIL–DE and SPEA2. The former is more efficient with design
problems having lower number of design variables and sufficiently
high number of generations and population size. The latter is supe-

rior when dealing with a design problem with higher number of
design variables and limited number of generations and popula-
tion size. By adding the DE operators to RPBIL, the performance of
the hybrid algorithm is greatly improved. Other MOEAs are said to
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Table 2
Hypervolume comparison.

Opt MOEAs Average Std Max  Min

OPT1 MOHS 0.4905 0.0549 0.5694 0.4068
UPS-EMOA 0.9140 0.0811 1.0000 0.7812
MPSO 0.6973 0.0692 0.8483 0.5914
SPEA2 0.9487 0.0279 0.9847 0.9008
NSGAII 0.2243 0.1666 0.5189 0.0000
RPBIL 0.5687 0.0817 0.6806 0.4111
RPBIL–DE 0.9718 0.0148 0.9920 0.9495

OPT2 MOHS 0.1683 0.0309 0.2345 0.1353
UPS-EMOA 0.8607 0.1424 0.9867 0.5715
MPSO 0.5390 0.0664 0.6648 0.4680
SPEA2 0.9544 0.0231 1.0000 0.9166
NSGAII 0.4441 0.2604 0.8336 0.0000
RPBIL 0.6361 0.0467 0.6871 0.5395
RPBIL–DE 0.9162 0.0195 0.9508 0.8946

OPT3 MOHS 0.2734 0.0832 0.3871 0.1604
UPS-EMOA 0.6700 0.0772 0.7978 0.5615
MPSO 0.5007 0.0728 0.6357 0.3788
SPEA2 0.6032 0.1032 0.7547 0.3735
NSGAII 0.7704 0.1184 1.0000 0.5992
RPBIL 0.1319 0.2005 0.4401 0.0000
RPBIL–DE 0.7783 0.0830 0.8527 0.5666

OPT4 MOHS 0.5851 0.0512 0.6843 0.5259
UPS-EMOA 0.8324 0.0742 0.9534 0.7238
MPSO 0.8528 0.0633 0.9676 0.7561
SPEA2 0.8498 0.1305 1.0000 0.6115
NSGAII 0.7571 0.2744 0.9427 0.0000

h
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Fig. 16. Networks corresponding to the selected design point in Fig. 15.
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RPBIL 0.4801 0.0613 0.5895 0.3961
RPBIL–DE 0.8598 0.0610 0.9511 0.7705

ave acceptable performance although they are slightly inferior to
he proposed RPBIL–DE.

Fig. 15 shows the best front of OPT1 obtained from running
PBIL–DE while the networks of the 12 selected design points
re illustrated in Fig. 16. The non-dominated front has various
etwork topologies. The best front of OPT2 obtained from using
PEA2 is shown in Fig. 17 where the corresponding networks
f some selected points are displayed in Fig. 18. The best front
f OPT3 obtained from NSGAII is displayed in Fig. 19 while the
elected network topologies are shown in Fig. 20. The best front of
he Chumponburee network design problem obtained from using

PBIL–DE is illustrated in Fig. 21 while some selected design points
re shown as the networks in Fig. 22. The star marker in Fig. 22 is the
esign solution currently used and obtained from an experienced
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Fig. 15. Best Pareto front of OPT1 from using RPBIL–DE.
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Fig. 17. Best Pareto front of OPT2 from using SPEA2.

Fig. 18. Networks corresponding to the selected design points in Fig. 17.
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Fig. 19. Best Pareto front of OPT4 from using NSGAII.
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Fig. 20. Networks corresponding to the selected design points in Fig. 19.
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Fig. 21. Best Pareto front of OPT3 from using RPBIL–DE.
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Fig. 22. Networks corresponding to the selected design points in Fig. 21.

designer. It is shown that the current solution of the Chumponbu-
ree network is dominated by a number of design solutions obtained
from the proposed design process. Moreover, it can be observed
from Figs. 16, 18, 20 and 22 that a network topology with less cost
and higher head loss comprises branches rather than loops while,
in contrast, a network having higher cost, bigger pipe diameters,
and smaller head loss tends to have loops rather than branches.
This result is reasonable and agrees well with common knowledge
in pipe networks since a network consisting of bigger pipes and
more loops will have lower total head loss.

7. Conclusions and discussion

NRT is proposed to cope with difficulties in the topological opti-
mization process. It is an efficient numerical scheme for dealing
with an illegitimate pipe network topology in the conceptual design
of WDNs. NRT helps combine and achieve the conceptual and
preliminary design of a water distribution network within one evo-
lutionary optimization run. From the numerical experiment, it can
be concluded that NRT can be applied for simultaneous topology
and sizing optimization of water distribution networks efficiently
and effectively. It can be implemented for practical networks, for
which designers can define their own  ground networks with real-
istic restrictions. The technique results in many-to-one objective
and constraint functions. With the use of NRT, any multiobjective
evolutionary algorithm can be employed to solve pipe network
topological optimization. For the proposed hybrid RPBIL–DE for
solving simultaneous topology and sizing optimization of pipe
networks, it is shown that the algorithm is among the top performer
MOEAs according to the hypervolume indicator. The method gives
the best convergence rate for the cases of design problems with
lower number of design variables. It is also the overall best multi-
objective optimizer for this type of optimization problem whereas
the second best is SPEA2. It should be noted that this comparative
performance study is based on constant optimization parameter
settings. Investigation on adaptive optimization parameters will be

conducted in the future.

With the use of the proposed optimization strategy, a set
of Pareto optimal solutions can be obtained and a designer can
apply decision making techniques to select an appropriate network



3 d Soft

s
d
i
w
o
w
i
a
c
a
w

A

T

R

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

702 S. Bureerat, K. Sriworamas / Applie

olution. The selected network can then be refined in the detailed
esign stage. From this preliminary study, it is open for future stud-

es to improve this type of design process. The comparison of NRT
ith a penalty function technique needs to be examined. The use

f other reliability indices such as the resilience index and the net-
ork resilience as an objective function requires investigation. NRT

s said to be complicated, thus a simple numerical scheme that is
s effective as NRT should be invented. It is also challenging if we
an perform the conceptual, preliminary, and detailed design (such
s valve locations and distribution) at the same time, which means
e can have a ready to work network within one optimization run.
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Practical optimum design of structures often involves parameters with uncertainties. There have been several ways to deal with
such optimisation problems, and one of the approaches is an antioptimisation process. The task is to find the optimum solution of
common design variables while simultaneously searching for the worst case scenario of those parameters with uncertainties. This
paper proposed a metaheuristic based on population-based incremental learning (PBIL) for solving antioptimisation of trusses.
The new algorithm is called two-level PBIL which consists of outer and inner loops. Five antioptimisation problems are posed to
test the optimiser performance. The numerical results show that the concept of using PBIL probability vectors for handling the
antioptimisation of truss is powerful and effective.The two-level PBIL can be considered a powerful optimiser for antioptimisation
of trusses.

1. Introduction

A truss structure is one of the most widely used engineering
structures due to its simplicity and low cost for construction
and design. Such a structure can be used inmany engineering
applications such as bridges, roofs, and towers. Throughout
its history, a great deal of research work on truss design opti-
misation has been investigated, for example, [1–6].Thedesign
process can be categorised as topology, shape, and sizing
optimisation. The optimisers used for tackling truss design
problems could be the methods with and without using
function derivatives. Some of the most popular optimisers
are evolutionary algorithms (EAs), which can deal with truss
design having single or multiple objective functions. Using
EAs, although having low convergence rate and lacking of
search consistency, is popular and advantageous since they
are simple to use and robust and can deal with any kind of
design problems particularly truss designwith discrete design
variables.

Nevertheless, practical design of trusses and other struc-
tures often has inevitable difficulties when uncertainties
are involved. For example, it is always difficult to define

certain applied loads on structures and material proper-
ties. This implies that the real world design problem of
trusses will include parameters with uncertainties and it
becomes reliability-based optimisation. The simplest way to
handle this is by adding the factor of safety to structural
constraints. Alternatively, multiobjective design problems
which minimise cost and maximise a parameter indicating
structural reliability (e.g., structural compliance and natural
frequency) are posed and solved for a set of the Pareto
optimum structures [6–8]. The more popular approach is
the use of reliability-based optimisation techniques, which
involve probabilistic design constraints. For example, the use
of gradient-based optimisers [9] and evolutionary algorithms
[10] for this design process has been reported.

Apart from the aforementioned approaches, a simple but
effective way to deal with optimisation with uncertainties is
to use the so-called antioptimisation [11]. In the antioptimi-
sation process, there are two sets of design variables, common
design variables and ones with uncertainties predefined in
certain intervals. One optimisation run has two simultaneous
tasks. The first task is to find the solution for the interval
variables giving the worst case scenario for the structure,
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Figure 1: Probability vectors and their corresponding populations.

Initialisation 𝑃
𝑖
= 0.5, 𝑘 = 0, b = {⋅}

Main procedure
(1) Generate a binary population B according to 𝑃

𝑖
.

(2) Perform function evaluations 𝑓(B) and find the best
solution b from B ∪ b.
(3) Update 𝑃

𝑖
using (5).

(4) Set 𝑃
𝑖
to [0.1, 0.9] in cases that it is out of the interval.

(5) If the termination condition is met, stop the procedure;
otherwise, set 𝑘 = 𝑘 + 1 and go to (1).

Algorithm 1: Population-based incremental learning.

while the second task is finding the optimum solution for the
common design variables. Optimisers for this propose have
been developed, for example, two-species genetic algorithm
(GA) [12], and hybrid genetic algorithm (HybridGA) [13].
From the literature, it is found that using such evolutionary
algorithms for solving an antioptimisation problem is some-
what time-consuming.

This paper is concerned with developing a metaheuristic
(MH) for tackling antioptimisation of trusses. The work
focuses on the metaheuristic because it can deal with discrete
design variables which are usually employed in real-world
truss design. Population-based incremental learning (PBIL)
is chosen and adapted to deal with truss antioptimisation
leading to five variants of PBIL. The five methods and
HybridGA are then implemented on five antioptimisation
problems of 2D trusses. Optimum results show that PBIL
is a powerful optimiser for truss antioptimisation and it is
superior to HybridGA.

2. Antioptimisation Problem

A typical single-objective truss optimisation is mass minimi-
sation subject to structural design constraints, which can be
expressed as

minx 𝑓 (x) ,

subject to 𝑔
𝑖 (x) ≤ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚,

(1)

where x is a vector sized 𝑛
1
× 1 of common design variables,

𝑓 is structural mass, and 𝑔
𝑖
are inequality constraints for

safety requirements. When variables with uncertainties are
included, the problem can be written as

minx 𝑓 (x, y) ,

subject to 𝑔
𝑖
(x, y) ≤ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚,

(2)

where y ∈ [y
𝑙
, y
𝑢
] is a vector sized 𝑛

2
× 1 of variables with

uncertainty having lower and upper bounds as y
𝑙
and y

𝑢
,

respectively.
For truss antioptimisation, the problem (2) is separated

into two subproblems as the design problem (1) for searching
for optimum design variables x and the design problem for
finding the worst case y of a structure written as

max
y

𝐹 (y) , y ∈ [y
𝑙
, y
𝑢
] , (3)

where 𝐹 is a function indicating the maximum violation of
structural constraints. For simplicity, 𝐹 can be defined as

𝐹 (y) = max (𝑔
𝑖
(x, y)) (4)

with the design point x being unchanged.
A traditional strategy for solving an antioptimisation

problem is to use a two-level approach. The search process
starts with initial solutions for x and y. In one iteration, the
method searches for the optimum solution of x based on the
problem (1) by fixing the value of y. Then, use the updated
values of x for finding the worst solution of y based on the
problem (3). The process is repeated until the termination
conditions are fulfilled.

3. PBIL for Antioptimisation

Over the years, there have been a significant number of
metaheuristic algorithms developed for a wide variety of real-
world applications, for example, [14–18]. PBIL is chosen for
this work because it is a simple but powerful MH and suits
well with the concept of antioptimisation. PBIL was first
proposed by Baluja in 1994 [19]. The method is based upon a
simple estimation of distribution algorithm and searches for
an optimum using binary strings. Unlike GA which keeps a
set of binary design solutions (better known as a population),
PBIL uses the so-called probability vector to represent a
binary population. Figure 1 shows some probability row
vectors which will be used to produce binary population
matrices where one row of the matrix represents a binary
design solution. The element 𝑃

𝑖
of the vector determines the

probability of having the string “1” on the 𝑖th column of
the binary population. From the figure, it can be seen that
one probability vector can produce various binary popula-
tions. As the optimisation proceeds, the probability vector is
updated iteratively leading to an optimum solution. A typical
computational procedure of PBIL is given in Algorithm 1.
Initially, the probability vector is set as 𝑃

𝑖
= 0.5. Then, the

corresponding population is generated where the best binary
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Initialisation 𝑃
𝑥,𝑖

= 0.5, 𝑃
𝑦,𝑖

= 0.5, and find b = {b𝑥 b
𝑦} and w = {w𝑥 w

𝑦} from an initial population.
Main procedure
(1) For 𝑘 = 1 to𝑁

𝑂
(outer loop)

(2) Generate a binary population B
𝑥
according to 𝑃

𝑥,𝑖
and assign w

𝑦
as the second part of every solution in B

𝑥
. The population is

B = [B w
𝑦].

(3) Perform function evaluations 𝑓(B).
(4) Find the new best solution b from B ∪ b based on the objective function in (1).
(5) Update 𝑃

𝑥,𝑖
with b

𝑥
using (5).

(6) Set 𝑃
𝑥,𝑖

to [0.1, 0.9] in cases that it is out of the interval.
(7) For 𝑗 = 1 to𝑁

𝐼
(inner loop)

(8) Generate a binary populationW
𝑦
according to 𝑃

𝑦,𝑖
and assign w

𝑥
as the first part of every solution inW

𝑦
. The population

isW = [w𝑥 W
𝑦].

(9) Perform function evaluations 𝑓(W)

(10) Find the new worst solution w fromW ∪ w based on the objective function in (3).
(11) Update 𝑃

𝑦,𝑖
with w

𝑦
using (5).

(12) Set 𝑃
𝑦,𝑖

to [0.1, 0.9] in cases that it is out of the interval.
(13) Next 𝑗
(14) Next 𝑘

Algorithm 2: Population-based incremental learning for antioptimisation.

solution b is found. The probability vector is then updated
based upon the best solution as

𝑃
new
𝑖

= (1 − 𝐿
𝑅
) 𝑃

old
𝑖

+ 𝐿
𝑅
𝑏
𝑖
, (5)

where 𝑃
old
𝑖

is the 𝑖th element of the probability vector from
the previous iteration, 𝑃new

𝑖
is the updated 𝑖th element of the

probability vector, and 𝑏
𝑖
is the 𝑖th element of the best binary

solution. 𝐿
𝑅
is called a learning rate which herein is set to be a

uniform random number in the range of [0.4, 0.6] generated
anew when the probability vector update takes place. In this
work, mutation is not used to modify the probability vector,
but the value of 𝑃

𝑖
after being updated will be set to the range

of [0.1, 0.9] (if the updated value of 𝑃
𝑖
is lower than 0.1 or

higher than 0.9, it will be set as 0.1 and 0.9, resp.) in order
to prevent a premature convergence.

When dealing with an antioptimisation problem, the
method is modified as shown in Algorithm 2. As it involves
two levels of optimisation search, the developed PBIL will
be named two-level population-based incremental learning.
The algorithm starts with generating an initial binary popu-
lation where each binary solution contains strings for design
variables x and variables with uncertainties y. Then, the best
binary solution b containing two parts as b

𝑥
for x and b

𝑦
for y

is found based on the design problem (1). On the other hand,
the worst binary solution w = {w

𝑥
w
𝑦
} is obtained based

on the problem (3). The method uses two probability vectors
as P
𝑥
and P

𝑦
for representing binary populations of x and y,

respectively. Afterwards, a set of binary design solutions for x
(denoted as B

𝑥
) are created based on P

𝑥
, while each solution

in the population has its second part of a binary string for y
as w
𝑦
. The new best solution b is obtained from sorting the

current population and the best solution from the previous
iteration. The probability vector P

𝑥
is updated using the first

part of the new best solution b
𝑥
. This is the first level of the

process which is said to be outer loops.

For inner loops (steps (7)–(13)) which are the search
for the worst case scenario, a set of binary solutions for y
(denoted asW

𝑦
) is generated from the probability vector P

𝑦

where each solution has the first part of a binary string for x
asw
𝑥
which is the first part of the current worst solution.The

new worst solution w is then obtained based on the problem
(3) by sorting the current population and the previous worst
solution. The probability P

𝑦
is updated by using w

𝑦
, the

second part of w. The inner loop procedure is stopped after
𝑁
𝐼
loops. Similarly, the outer loop search is terminated after

𝑁
𝑂
loops. This implies that if the population size for both

inner and outer loops is 𝑁
𝑃
, the total number of function

evaluations for each simulation run is 𝑁
𝑂
(𝑁
𝐼
+ 1)𝑁

𝑃
. It

should be noted that we use the worst solution for finding
the worst case structures because it is expected to give the
worst objective function values which may help accelerate
PBIL to the worst case. In the case studies, we will examine
the use of best and worst solutions for searching the worst
case scenario.

4. Truss Design Case Studies

Five antioptimisation problems (AOPs) of three truss struc-
tures will be used to test the proposed algorithms. The first
truss is called a 2-bar truss shown in Figure 2. The structure
is subject to a vertical load 𝐹 with uncertainty at node 3.
The second structure is named a 10-bar truss [20] shown in
Figure 3. The structure consists of 6 nodes and 10 bars where
nodes 1 and 2 are fixed and nodes 4 and 6 are subject to
external forces 𝐹

1
and 𝐹

2
, respectively. The third structure is

called a 25-bar truss as displayed in Figure 3. The truss has
12 nodes and 25 bars where nodes 1 and 12 are fixed. The
structure is applied by loads 𝐹

1
, 𝐹
2
, 𝐹
3
, 𝐹
2
, and 𝐹

1
at nodes

2, 4, 6, 8, and 10, respectively. The design problems can be
detailed as follows.
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Figure 2: 2-bar truss.

2.5

2

1.5

1

0.5

0

𝑦

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
𝑥

2

1 3

4

5

6𝑒1 𝑒2

𝑒3 𝑒4

𝑒5 𝑒6𝑒7

𝑒8 𝑒9

𝐹1 𝐹2

𝑒10

Figure 3: 10-bar truss.

AOP1: Optimisation of the 2-Bar Truss. The design problem
can be written as:

minx 𝑓 (x, y) , max
y

𝐹 (x, y)

Subject to 𝜎max (x, y) − 𝜎yt ≤ 0, N/m2,

𝑃
𝑖
− 𝑃cr ≤ 0, N,

𝑥
1
∈ [0.5, 1.5] , m,

𝑥
2
= 𝐴
1
= 𝐴
2
∈ [0.001, 0.01] , m,

200 ≤ 𝑦
1
= 𝐹 ≤ 600, N,

(6)

where 𝐴
𝑖
is the cross-sectional area of the 𝑖th bar element.

𝜎max is the maximum stress on truss elements. 𝑃
𝑖
is the

axial load acting on the 𝑖th element, while 𝑃cr is the critical
buckling load for the element. The structures for all 5 test
problems are made up of material with the Young modulus

𝐸 = 200 × 10
9N/m2, yield stress 𝜎yt = 235 × 10

6N/m2,
and density 𝜌 = 7800 kg/m3. The common design variables
are shape and sizing variables. The external force 𝐹 is
set to be variables with uncertainties. The task is to find
the external force that gives the worst case scenario for
the structure while simultaneously trying to perform mass
minimisation.

AOP2: Sizing Optimisation of the 10-Bar Truss. The second
design problem can be written as:

minx 𝑓 (x, y) , max
y

𝐹 (x, y) ,

subject to 𝜎max (x, y) − 𝜎yt ≤ 0, N/m2,

𝑃
𝑖
− 𝑃cr ≤ 0, N,

𝑈max − 0.005 ≤ 0, m,

𝑥
𝑖
= 𝑑
𝑖
∈ {0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09,

0.10, 0.20} , m,

{75, 150}
𝑇
≤ y = {𝐹

1
, 𝐹
2
}
𝑇
≤ {80, 175}

𝑇
, N,

(7)

where 𝑑
𝑖
is the diameter of the 𝑖th bar element. 𝑈max is the

maximum 𝑦-direction displacement of the structure. The
common design variables are set to be discrete so that it is
close to a practical truss design process. The external forces
𝐹
1
and 𝐹

2
are set to be variables with uncertainties. The task

is to find the external forces that give the worst case scenario
for the structure while, at the same time, trying to perform
mass minimisation with sizing design variables.

AOP3: Sizing Optimisation of the 25-Bar Truss. The design
problem can be written as:

minx 𝑓 (x, y) , max
y

𝐹 (x, y) ,

subject to 𝜎max (x, y) − 𝜎yt ≤ 0, N/m2,

𝑃
𝑖
− 𝑃cr ≤ 0, N,

𝑈max − 0.005 ≤ 0, m,

𝑥
𝑖
∈ {0.06, 0.07, 0.08, 0.09, 0.10, 0.15,

0.20, 0.25} m; 𝑖 = 1, . . . , 13,

{150, 150, 150, 199.00 × 10
9
}
𝑇

≤ y = {𝐹
1
, 𝐹
2
, 𝐹
3
, 𝐸}
𝑇

≤ {300, 300, 300, 201.00 × 109}
𝑇
.

(8)
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Figure 4: 25-bar truss.

Table 1: Optimum results of AOP1.

MHs HybridGA PBILb5 PBILw5 PBILw5m PBILw1 PBILw10
Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev

𝑥
1

0.5048 0.0242 0.5613 0.1011 0.6247 0.1176 0.6333 0.1587 0.6344 0.1558 0.5914 0.1302
𝑥
2

0.0029 0.0001 0.0038 0.0003 0.0037 0.0004 0.0038 0.0005 0.0038 0.0004 0.0038 0.0004
𝑦
1

200.0000 0.0000 399.1398 130.0818 370.3226 142.7784 400.8602 164.3949 405.1613 157.4620 424.0860 151.7861
𝑓(x, y) 49.9355 1.6789 67.2216 4.8174 68.2111 5.5543 70.2185 5.9409 69.9382 4.6033 69.4287 5.3346
max𝑔

𝑖
−0.0018 0.0024 −0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000

In this case, there are uncertainties in applied loads and
material property. The sizing design variables are set to have
a symmetric structure. Thus, we have

(i) 𝑥
1
for 𝑑
1
,

(ii) 𝑥
2
for 𝑑
2
and 𝑑

3
,

(iii) 𝑥
3
for 𝑑
4
and 𝑑

5
,

(iv) 𝑥
4
for 𝑑
6
and 𝑑

7
,

(v) 𝑥
5
for 𝑑
8
and 𝑑

9
,

(vi) 𝑥
6
for 𝑑
10
and 𝑑

11
,

(vii) 𝑥
7
for 𝑑
12
and 𝑑

13
,

(viii) 𝑥
8
for 𝑑
14
and 𝑑

15
,

(ix) 𝑥
9
for 𝑑
16
and 𝑑

17
,

(x) 𝑥
10
for 𝑑
18
and 𝑑

19
,

(xi) 𝑥
11
for 𝑑
20
and 𝑑

21
,

(xii) 𝑥
12
for 𝑑
22
and 𝑑

23
,

(xiii) 𝑥
13
for 𝑑
24
and 𝑑

25
.

AOP4: Shape and Sizing Optimisation of the 10-Bar Truss.
The fourth design problem is the same problem as AOP2
with additional 4 shape design variables for x. The shape
variables determine the positions of nodes 3 and 5 in both
𝑥 and 𝑦 directions. The design variables are used to modify
the original positions (shown in Figure 3) of nodes 3 and 5.
The bound constraints are set as −0.75m ≤ 𝑥

𝑖
≤ 0.75m for

𝑖 = 11, . . . , 14.

AOP5: Shape and Sizing Optimisation of the 25-Bar Truss.
The fifth design problem is the same problem as AOP2 with
additional 3 shape design variables for x. The shape variables
determine the 𝑦-direction positions of nodes 3, 5, 7, 9, and

11, where 𝑥
14
is set for the positions of nodes 3 and 11, 𝑥

15
is

set for the positions of nodes 5 and 9, and 𝑥
16

is set for the
positions of node 7. The design variables are used to modify
the original positions (shown in Figure 4) of those nodes.The
bound constraints are set as −3.00m ≤ 𝑥

𝑖
≤ 3.00m for

𝑖 = 14, . . . , 16.
By defining a few set of design parameter settings, various

versions of PBIL can be obtained as follows.

(i) PBILb5: this optimiser uses b
𝑥
from the best solution

b instead of w
𝑥
from the worst solution w in step (8)

of Algorithm 2.𝑁
𝐼
is set to be 5.

(ii) PBILw5: this is PBIL detailed in Algorithm 2, where
𝑁
𝐼
is set to be 5.

(iii) PBILw5m: this is PBILw5 with GA mutation. Having
generated binary populations in steps (2) and (8),The
GA mutation is applied to the populations, where
each solution has the probability of being mutated as
0.25.

(iv) PBILw1: this is PBIL detailed in Algorithm 2, where
𝑁
𝐼
is set to be 1.

(v) PBILw10: this is PBIL detailed in Algorithm 2, where
𝑁
𝐼
is set to be 10.

For AOP1, the population size is set to be 40, whereas the
total number of function evaluations for stopping the search
procedure is 2,400. For other design problems, the population
size is set to be 100, whereas the total number of function
evaluations for stopping the search procedure is 15,000. PBIL
with various𝑁

𝐼
values is set to examine the effect of the inner

and outer loops on the search performance.TheGAmutation
is employed under the assumption that it may help improving
PBIL convergence rate. Each optimiser is used to solve
the antioptimisation problems 30 runs. Since PBIL cannot
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Table 2: Optimum results of AOP2.

MHs HybridGA PBILb5 PBILw5 PBILw5m PBILw1 PBILw10
Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev

𝑥
1

0.0453 0.0073 0.0500 0.0000 0.0500 0.0000 0.0500 0.0000 0.0500 0.0000 0.0503 0.0018
𝑥
2

0.0463 0.0096 0.0493 0.0025 0.0500 0.0026 0.0497 0.0032 0.0477 0.0043 0.0543 0.0063
𝑥
3

0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0807 0.0025
𝑥
4

0.0610 0.0040 0.0603 0.0018 0.0600 0.0000 0.0603 0.0018 0.0600 0.0000 0.0650 0.0068
𝑥
5

0.0500 0.0087 0.0493 0.0025 0.0500 0.0026 0.0500 0.0000 0.0477 0.0043 0.0520 0.0041
𝑥
6

0.0607 0.0025 0.0613 0.0051 0.0610 0.0040 0.0607 0.0025 0.0600 0.0000 0.0627 0.0064
𝑥
7

0.0810 0.0031 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0803 0.0018
𝑥
8

0.0517 0.0099 0.0503 0.0018 0.0500 0.0000 0.0500 0.0000 0.0500 0.0000 0.0517 0.0038
𝑥
9

0.0427 0.0052 0.0493 0.0025 0.0500 0.0000 0.0500 0.0000 0.0483 0.0038 0.0493 0.0025
𝑥
10

0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0800 0.0000 0.0803 0.0018
𝑦
1

74.7849 1.1783 77.5938 1.1768 80.0000 0.0000 80.0000 0.0000 80.0000 0.0000 80.0000 0.0000
𝑦
2

171.5082 13.5158 165.3552 7.5152 175.0000 0.0000 175.0000 0.0000 174.9984 0.0089 175.0000 0.0000
𝑓(x, y) 558.7238 30.9474 567.8900 9.9080 568.7844 7.3917 568.2535 6.2552 559.2016 7.1018 594.2857 20.6724
max𝑔

𝑖
−0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000
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Figure 5: Optimum of AOP1.

deal with design constraints directly, the penalty function
technique based on the fuzzy set theory [21] is employed.
It should be noted that we have tested using several penalty
function techniques earlier, and the fuzzy set theory gives the
best results.Themetaheuristics employed do not have reliable
termination criterion, therefore, their search will be stopped
based on the maximum number of function evaluations.

Furthermore, in order to verify the performance of the
proposed algorithms, an existing evolutionary algorithm for
antioptimisation called a hybrid genetic algorithm [13] will
be employed to solve the test problems and compared with
the various PBILs. For this performance test, HybridGA uses
real codes for design variables. The method of Hooke and
Jeeves is used for searching the worst case. The number of

good solutions taken for mutation is set to be 10.The roulette
wheel selection method is used to select design solutions for
crossover operation. The optimiser is terminated when the
maximum number of function evaluations set for PBILs in
the previous paragraph is reached.

5. Optimum Results

The optimum results of AOP1 are given in Table 1. Figure 5
displays the contour of the objective function and the bound-
aries of buckling constraints with 𝐹 = 200N, 400N, and
600N. It should be noted that the stress constraints do not
affect the feasible region for this design case. From the figure,
it is seen that the buckling constraint where 𝐹 = 600N
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Table 4: Optimum results of AOP4.

MHs HybridGA PBILb5 PBILw5 PBILw5m PBILw1 PBILw10
Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev Avrg Stdev

𝑥
1

0.0467 0.0084 0.0517 0.0053 0.0520 0.0041 0.0513 0.0043 0.0490 0.0031 0.0533 0.0084
𝑥
2

0.0477 0.0107 0.0510 0.0040 0.0503 0.0018 0.0513 0.0035 0.0507 0.0045 0.0543 0.0082
𝑥
3

0.0833 0.0048 0.0867 0.0055 0.0863 0.0067 0.0867 0.0048 0.0860 0.0050 0.0873 0.0069
𝑥
4

0.0603 0.0049 0.0577 0.0082 0.0607 0.0098 0.0577 0.0068 0.0563 0.0076 0.0610 0.0099
𝑥
5

0.0570 0.0070 0.0543 0.0068 0.0590 0.0092 0.0533 0.0071 0.0553 0.0078 0.0583 0.0105
𝑥
6

0.0613 0.0043 0.0603 0.0072 0.0617 0.0079 0.0603 0.0093 0.0577 0.0043 0.0653 0.0107
𝑥
7

0.0720 0.0130 0.0783 0.0046 0.0773 0.0058 0.0797 0.0056 0.0760 0.0081 0.0793 0.0087
𝑥
8

0.0457 0.0082 0.0507 0.0037 0.0500 0.0037 0.0507 0.0037 0.0490 0.0031 0.0523 0.0082
𝑥
9

0.0440 0.0056 0.0510 0.0031 0.0507 0.0025 0.0497 0.0032 0.0483 0.0038 0.0507 0.0045
𝑥
10

0.0787 0.0035 0.0787 0.0051 0.0797 0.0041 0.0770 0.0047 0.0780 0.0048 0.0810 0.0055
𝑥
11

0.0518 0.1773 0.3132 0.2705 0.1478 0.3773 0.3319 0.3448 0.2337 0.3527 0.2345 0.4409
𝑥
12

0.5991 0.1766 0.5610 0.1850 0.6211 0.1079 0.5072 0.2017 0.6345 0.1444 0.5174 0.1896
𝑥
13

−0.6919 0.1381 −0.5828 0.1442 −0.5369 0.2001 −0.4271 0.2176 −0.6712 0.1039 −0.4691 0.2160
𝑥
14

0.6804 0.1490 0.5697 0.1723 0.5550 0.1935 0.5924 0.1489 0.6494 0.1410 0.5549 0.1754
𝑦
1

75.3793 1.2182 78.1703 1.5065 80.0000 0.0000 80.0000 0.0000 80.0000 0.0000 80.0000 0.0000
𝑦
2

170.9637 7.2167 166.1746 7.4693 175.0000 0.0000 175.0000 0.0000 175.0000 0.0000 175.0000 0.0000
𝑓(x, y) 479.4000 34.7275 529.8728 21.6285 535.8320 21.6881 534.5283 22.3252 501.9159 11.7035 574.2029 37.1328
max𝑔

𝑖
−0.0047 0.0009 −0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000 −0.0050 0.0000

gives the most narrow feasible region and therefore leads
to the worst case results. The optimum for the worst case
scenario is x = {0.5, 0.0041}

𝑇 and 𝑦 = 600N. According to
the results obtained from the various optimisers, HybridGA
cannot capture the worst case for all runs, while PBILs can
find the worst case for some optimisation runs. The best
solutions obtained by using five versions of PBIL are the same,
that is, x = {0.5, 0.0042}

𝑇 and 𝑦 = 600N, which can be
classified as a near optimum of the design problem. Based on
theworst cases being explored, PBILw10 gives the best results,
while the second best is PBILw1.

The optimum results of AOP2 obtained from the various
optimisers are given in Table 2. For this design problem, it
is obvious that the worst possible case for the 10-bar truss
is when {𝐹

1
, 𝐹
2
}
𝑇

= {80, 175}
𝑇N. From the results, it can

be seen that HybridGA and PBILb5 fail to explore the worst
case, while other optimiser which are based on using w

𝑥
in

step (8) of Algorithm 2 can find the worst case for almost
every optimisation run. According to the mean value of
objective function from30 runs, PBILw1 gives the best results.
However, it is found that PBILw1 cannot find the worst case
for all 30 runs, although the values are not significant. This
is due to the lower number of inner loops used to explore the
worst case. In contrast, PBILw10 gives theworst results among
PBILw variants because it spends less time in searching
for the optimum mass. By comparing between PBILw5 and
PBILw5m, the GAmutation gives insignificant improvement
for PBIL.

The optimum results of AOP3 obtained from the various
PBILs are given in Table 3.The worst case is {𝐹

1
, 𝐹
2
, 𝐹
3
, 𝐸}
𝑇
=

{1000, 1000, 1000, 199.0 × 10
9
}
𝑇. Similar conclusions as with

the AOP2 case can be drawn except that PBILw5 is slightly

better than PBILw5m. Table 4 shows the results of AOP4.
Similar to the first two cases, HybridGA and PBILb5 fail to
explore the worst case scenario, while, for this case, all the
versions of PBILw can capture the worst case for all runs.
PBILw1 gives the best results, while the worst among PBILw
versions is PBILw10. For the fifth design case as shown in
Table 5, PBILw optimisers can capture theworst case scenario
for almost 30 runs, while PBILb5 and HybridGA fail to find
out the worst case solutions. The best optimiser is PBILw1
whereas PBILw5m is slightly better than PBILw5.

Based on the standard deviation, the variants of PBILw
are rather consistent. From the constraint violation values in
Tables 1–5, it can be said that the fuzzy set theory is efficient
and effective for constrained truss design. Table 6 shows the
total number of worst cases captured by the optimisers having
solved the design problems for 30 runs. It can be seen that
PBILw is effective for exploring the worst case scenarios for
AOP2-5. PBILw10 fails to capture the worst case once for
AOP3 and AOP5, although it spends more time to search
for the worst case scenario. This can possibly be due to a
premature convergence of the algorithm. For the first design
problem, all the optimisers have more difficulty to search for
the worst case.

The best structures obtained from running PBILw5,
PBILw5m, PBILw1, and PBILw10 for AOP2, AOP3, AOP4,
and AOP5 are illustrated in Figures 6, 7, 8, and 9, respectively.
The structures obtained from the 4 optimisers for each design
case are rather similar in size and shape to each other. In
cases of the design problems AOP2-5, with 15,000 function
evaluations and population size of 100, PBILw1 has a number
of outer loops as𝑁

𝑂
= 75 loops, while PBILw5 and PBILw10

have only 25 and 14 loops, respectively. In the test problems,
the number of inner loops 𝑁

𝐼
= 1 is adequate to search
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Figure 6: Optimum structures of AOP2 from various optimisers.
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Figure 7: Optimum structures of AOP3 from various optimisers.

for the worst cases for all design cases; thus, PBILw1 which
spends more time to search for the optimum solution of x
gives the best results for all design cases. In order to use
the proposed PBIL for antioptimisation of other engineering
systems, predefining the proper value of𝑁

𝐼
is important since

it can affect the search performance. This relies on several
factors such as the size of variables x and y.The hybrid genetic
algorithm, on the other hand, is not efficient for the truss
design problems. However, optimisation parameter settings
can affect its search performance.
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Figure 8: Optimum structures of AOP4 from various optimisers.
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Figure 9: Optimum structures of AOP5 from various optimisers.

6. Conclusions and Discussion

Ametaheuristic based onPBIL for antioptimisation of trusses
is developed, and it is termed two-level PBIL. The method
consists of two levels for two searching tasks. The first level
is an outer loop used to explore the optimum of common
design variables, while the inner loop is used to find the

worst case scenario of the variables with uncertainties. It is
shown that when searching for the worst case, the function
evaluation based on the current worst solution gives better
search results than using the current best solution. The GA
mutation applied to a binary population of PBIL does not
have significantly impact on PBILw search performance. The
results show that the proposed PBILw is an efficient optimiser
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Table 6: Number of worst cases found by the optimisers.

MHs AOP1 AOP2 AOP3 AOP4 AOP5
HybridGA 0 0 0 0 0
PBILb5 1 0 0 0 0
PBILw5 5 30 29 30 30
PBILw5m 8 30 27 30 30
PBILw1 8 29 24 30 30
PBILw10 9 30 29 30 29

for tackling a truss antioptimisation problem. Moreover, it
is superior to the hybridGA. The performance of PBILw,
to a great extent, relies on the predefined number of inner
loops for searching the worst case. It can be concluded
that the concept of using probability vectors to represent
binary populations in PBIL is powerful for dealing with
antioptimisation. For future work, the hybrid approach of
PBIL will be studied. Also, the applications of the two-
level PBIL will be employed to tackle other antioptimisation
problems.
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This paper proposes a novel integrated design strategy to accomplish simultaneous topology shape and sizing optimisation of a two-
dimensional (2D) truss. An optimisation problem is posed to find a structural topology, shape, and element sizes of the truss such
that two objective functions,mass and compliance, areminimised. Design constraints include stress, buckling, and compliance.The
procedure for an adaptive ground elements approach is proposed and its encoding/decoding process is detailed. Two sets of design
variables defining truss layout, shape, and element sizes at the same time are applied. A number of multiobjective evolutionary
algorithms (MOEAs) are implemented to solve the design problem. Comparative performance based on a hypervolume indicator
shows that multiobjective population-based incremental learning (PBIL) is the best performer. Optimising three design variable
types simultaneously is more efficient and effective.

1. Introduction

Nowadays, the use of artificial intelligence techniques in a
wide variety of engineering applications has become com-
monplace as a means of responding to needs to deal with
complicated systems which classical mathematical methods
cannot solve [1, 2]. Such techniques include, for example,
neural networks, fuzzy sets, and evolutionary computation
[1]. Applications of evolutionary algorithms (EAs) for tack-
ling engineering design problems have become increasingly
popular due to certain advantages. The methods are simple
to use, robust, and capable of dealing with almost any kind of
design problem, for example, structural design [3–8], supply
chain management [9], quay management [10], sensor place-
ment [11], and manufacturing tasks [12, 13]. Design variables
can be discrete, continuous, and combinatorial. They can
search for global optima effectively. More attractively, the
multiobjective versions of evolutionary algorithms can be
used to explore a Pareto front within one optimisation run.
Nevertheless, EAs have some unavoidable drawbacks as they

have a low convergence rate and a lack of consistency due to
randomisation being used in a search process. As a result,
there are always needs to improve EAs performance. The
hybridisation of existing methods with local search tech-
niques [14] or other EA concepts is a means to achieve such
a goal [12, 15]. Also, the use of surrogate models for design
problems with expensive function evaluations is an effective
way to enhance EAs [16].When using EAs to solve a new type
of design problem, it is always useful to compare the search
performance of a number of EAs for such a problem. This
is because one particular EA may be efficient for one design
problem but it is unlikely to be the best performer for other
types of problems [17].

A truss structure is one of the most used structures in
engineering applications. Using such a structure is said to
be advantageous, since they are simple and inexpensive to
construct. It can be employed formany engineering purposes,
for example, a billboard structure, a factory roof structure, a
bridge structure, and a wind turbine tower. In the past, the
design of such a structure was usually carried out in such
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away that an initial structural configurationwas formedby an
experienced engineering designer for conceptual design.The
classical civil engineering design approach is then applied in
the preliminary and detailed design stages. In recent years,
considerable research work towards design/optimisation of
trusses and frames has been conducted. Thousands of
research papers have been published (e.g., [18–28]). For truss
optimisation, design variables can be classified as topological
[23, 29–33], shape, and sizing variables [5, 7, 34–38]. In the
past, a designer traditionally performs topology optimisation
in the first design phase to obtain an initial structural layout.
Shape and sizing optimisation are then conducted to further
improve the structure. This can be called a multilevel or
multistage optimisation process. Nevertheless, it has been
investigated that the better design process is to perform
topology, shape, and sizing optimisation simultaneously [28].
Combined topology and sizing [21, 24], shape and sizing [34–
38], topology and shape [18, 20, 22], and all three variable
types [19, 26, 28, 39–41] have been recently investigated.

One of themost effective design strategies for truss topol-
ogy optimisation is the use of a ground element approach.The
topological design process based upon ground elements can
be tackled by both gradient-based [21, 31, 42] and population-
based optimisers [28, 29, 33]. The gradient-based methods
have advantages in that they have high convergence rate and
search consistency (obtaining the same design solution when
solving the same problem several times). They are powerful
for a large-scale topology design problem. Nevertheless, the
population-based or evolutionary approaches have other
advantages, since they are more robust and do not require
function derivatives for searching. Moreover, for multiob-
jective design cases, evolutionary algorithms have a special
feature: to explore a nondominated front within one optimi-
sation run. This, together with the capability of solving all
kinds of design problems, makes the evolutionary algorithms
popular among researchers and designers.

This paper presents a novel design strategy to achieve
simultaneous topology shape and sizing design of a planar
truss structure. A multiobjective design problem with two
different sets of design variables is assigned in this work. The
problem is minimising structural mass and compliance sub-
ject to stress, buckling, and compliance constraints. The first
set of design variables is used to design structural topology
and truss element sizing while structural shape variables
are added to the second set of design variables. These two
design variable sets in combination with the adaptive ground
element concept result in two multiobjective design prob-
lems. MOEAs employed to tackle the problems are second
version of strength Pareto evolutionary algorithm (SPEA)
[43], population-based incremental learning [44], archived
multiobjective simulated annealing (AMOSA) [45], multiob-
jective particle swarm optimisation (MPSO) [46], and unre-
stricted population size evolutionary multiobjective optimi-
sation algorithm (UPS-EMOA) [47]. The results obtained
from using the various optimisers are compared and dis-
cussed. It is shown that the second design variables set which
includes all types of design variables is superior to the first set.

The rest of the paper is organised as follows. Section 2
briefly details MOEAs. A multiobjective design problem is

expressed in Section 3. Section 4 details the decoding/encod-
ing procedures for simultaneous topology, shape, and sizing
design variables with adaptive ground elements. Design
results and comparative performance are shown in Section 5
while conclusions are drawn in Section 6.

2. Multiobjective Evolutionary Algorithms

The field of multiobjective evolutionary optimisation is one
of the hottest issues in evolutionary computation. The most
outstanding ability ofMOEAs is that they can explore a Pareto
front within one simulation run. This in combination with
their simplicity, robustness, and capability of dealing with all
kind of variables makes this kind of optimiser more popular
and attractive. MOEAs search mechanisms are based on a
population of design solutions, which work in such a way that
a population is evolved iteration by iteration. A matrix called
an external Pareto archive is used to collect nondominated
solutions iteratively. The Pareto archive is updated until a
termination criterion is fulfilled.TheMOEAs used for a com-
parative performance test in this paper are given below.

2.1. Strength Pareto Evolutionary Algorithm. SPEA was pro-
posed by Zitzler and Thiele [48], and later its improved ver-
sion SPEA2 [43]. The search procedure starts with an initial
population and an external Pareto set. Fitness values are
assigned to the population based upon the levels of domi-
nation and crowding. A set of solutions are then selected to
a mating pool by means of a binary tournament selection
operator. A new population is produced using crossover and
mutation on those selected individuals.The updated external
Pareto solutions are the nondominated solutions of the
union set of the previous external Pareto set and the new
population. In cases that the Pareto archive is full, the nearest
neighbourhood technique is invoked to remove some design
solutions from the archive. The Pareto archive is updated
repeatedly until the termination criterion is met.

2.2. Population-Based Incremental Learning. The algorithm
of multiobjective PBIL [44] starts with an external Pareto
archive and initial probability matrix having all elements set
to be 0.5. A set of binary design solutions are then created
corresponding to the probability matrix while their function
values are evaluated. The Pareto archive is updated with the
nondominated solutions of the newpopulation and themem-
bers of the previous Pareto archive. In cases that the number
of nondominated solutions exceeds the predefined archive
size, the normal line method is activated to remove some
members from the archive. The probability matrix and the
Pareto archive are iteratively updated until the termination
criteria are fulfilled.

2.3. Archived Multiobjective Simulated Annealing. Simulated
Annealing (SA) is one of the most popular random-directed
optimisers. It has long been used in a wide variety of design
applications [49, 50]. The method is based upon mimicking
the random behaviour of molecules during the annealing
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process, which involves slow cooling from a high tempera-
ture. For AMOSA [45], themethod starts with initial temper-
ature, a population, and a Pareto archive. A simple downhill
technique is then applied to improve the population and
update the archive for a few iterations. Then, a parent design
solution is randomly chosen from the archive and it is used
to generate a child or candidate solution by means of muta-
tion. The parent is replaced by its offspring if the offspring
dominates it. In cases that the parent is nondominated by the
offspring, the parent still has a probability of being replaced.
Such a probability is based on Boltzmann probability and the
amount of domination between them. As the children are
created, the Pareto archive is updated while the annealing
temperature is reduced iteratively until a termination condi-
tion ismet. An archiving technique for this algorithm is called
a clustering technique.

2.4. Multiobjective Particle Swarm Optimisation. The particle
swarm optimisation method uses real codes and searches
for an optimum by mimicking the movement of a flock of
birds, which aim to find food [46]. The search procedure
herein is based on the particle swarm concepts combined
with the use of an external Pareto archiving scheme. Starting
with an initial set of design solutions (viewed as particles) as
well as their initial velocities and objective function values,
an initial Pareto archive is filled with the nondominated
solutions obtained from sorting the initial population. A new
population is then created by using the particle swarm
updating strategy where the global best solution is randomly
selected from the external Pareto archive. Afterwards, the
external archive is updated by the nondominated solutions
of the union set of the new population and the previous
nondominated solutions. In cases that the number of non-
dominated solutions is too large, the adaptive grid algorithm
[51] is employed to properly remove some solutions from
the archive. The Pareto archive is repeatedly improved until
fulfilling the termination criteria.

2.5. Unrestricted Population Size Evolutionary Multiobjective
Optimisation Algorithm. The unrestricted population-size
EMO algorithm was proposed by Aittokoski and Miettinen
[47]. Similarly to the nondominated sorting genetic algo-
rithm (NSGAII) [52], this optimiser uses a population to
contain nondominated solutions, but its population size is
unlimited. Some solutions from an initial population are
randomly selected to produce some offspring by using a
differential evolution operator. A new population contains
nondominated solutions sorted from the combination of
the offspring and the current population. The method has
an unrestricted population size, therefore this somewhat
provides population diversity.The optimiser is usually termi-
nated with the maximum number of function evaluations.

3. Topological Design

Structural topology optimisation of trusses using the ground
element approach can be performed in such a way that

ground finite elements, all possible combinations of prede-
fined nodes in the given design domain, are created in the ini-
tial stage. Topological design variables determine elements’
cross-sectional areas. After an optimisation run, elements
with very small sizes will be removed from the structurewhile
other elements are retained as truss members. With such a
concept, an initial structural configuration is achieved. In
this work, the biobjective design problem for a 2D truss with
simultaneous topology shape and sizing design variables can
be expressed as follows:

min {mass, 𝑐} ,

subject to 𝜎max ≤ 𝜎al,
(1)

𝜆
𝑖
≤ 1,

𝑐 ≤ 𝑐al,

x ∈ Ω,

(2)

where mass is structural mass, 𝑐 is structural compliance, 𝑐al
is allowable compliance, and 𝜎max is the maximum stress on
truss elements. 𝜎al = 𝜎𝑦𝑡/𝑁𝐹 is an allowable stress, 𝜆

𝑖
is

a buckling factor for each element (defined as the ratio of
applied load to critical load), 𝜎

𝑦𝑡
is yield strength, 𝑁

𝐹
is the

factor for safety, x is a vector of design variables, and Ω is a
design domain of x.

The first design objective, structural mass, is set to
minimise cost while minimising the second objective, which
is equivalent to structural stiffness maximisation. The stress
and buckling constraints are assigned for safety requirements
while the compliance constraint is imposed so as to obtain
reasonable structural layouts. For one evaluation, with the
input design variables, a finite element (FE)model of a truss is
obtained and the FE analysis is performed. Having obtained
nodal displacement and axial stresses of truss elements, the
local buckling factor for each element can then be computed.

4. Adaptive Ground Elements

Two design variables sets are assigned in this paper. The first
set is created for simultaneous topology and sizing optimisa-
tion. Figure 1 shows a rectangular design domain sized𝑊×𝐻
for a 2D truss structure used in this study. The structure is
subjected to point load 𝐹 = 500N at the top right-hand
corner of the domain [33].Thewidth was set to be constant at
2meters while the domain height could be varied in the range
of [𝐻min, 𝐻max] = [0.25, 1]meter. Fixed boundary conditions
were assigned at the left edge of the domain as shown.

Given that an array of predefinednodes is defined, ground
elements as the combinations between the nodes are formed
as shown in Figure 2. With the parameters 𝑛

𝑥
and 𝑛

𝑦
being

the numbers of equispaced nodes in the 𝑥 and 𝑦 directions,
respectively, 𝑛

𝑥
× 𝑛
𝑦
nodal positions were then generated

where, in this study, 𝑛
𝑥
∈ {3, 4, 5} and 𝑛

𝑦
∈ {2, 3, 4}. The

parameters 𝑛
𝑥
and 𝑛
𝑦
are the numbers of rows and columns of

an input node array, respectively.The total number of ground
elements as 𝑁

𝑒
= (𝑛
𝑥
− 1)𝑛

𝑦
+ 3(𝑛

𝑥
− 1)(𝑛

𝑦
− 1) node

combinations could be obtained as shown in Figure 2.
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Design domain 
?

Fixed boundary

𝐹 = 500N
𝑊

𝐻

Figure 1: Design domain.

The design variables include the parameters𝐻, 𝑛
𝑥
, and 𝑛

𝑦

and the diameters of the ground elements. Given that 𝑛
𝑥,max

and 𝑛
𝑦,max are themaximumvalues for 𝑛

𝑥
and 𝑛
𝑦
, respectively,

the possible maximum number of design variables is set as
𝑁
𝑒,max + 3 where 𝑁𝑒,max = (𝑛𝑥,max − 1)𝑛𝑦,max + 3(𝑛𝑥,max − 1)
(𝑛
𝑦,max − 1). The computational steps for design variables

decoding were as follows.

Input. x, sized (𝑁
𝑒,max + 3) × 1; 𝑥𝑖 ∈ [0, 1].

(1) Set𝐻 = 𝐻min +𝑥1(𝐻max −𝐻min), 𝑛𝑥 = round(𝑛𝑥,min +
𝑥
2
(𝑛
𝑥,max − 𝑛𝑥,min)), and 𝑛

𝑦
= round(𝑛

𝑦,min +
𝑥
3
(𝑛
𝑦,max − 𝑛𝑦,min)).

(2) Compute𝑁
𝑒
= (𝑛
𝑥
− 1)𝑛
𝑦
+ 3(𝑛
𝑥
− 1)(𝑛

𝑦
− 1).

(3) Generate 𝑛
𝑥
× 𝑛
𝑦
structural nodes, and 𝑁

𝑒
ground

elements.
(4) Assign element diameters. Set 𝑦

𝑗
= 4𝑥
𝑖
for 𝑖 = 4, . . . ,

𝑁
𝑒
+ 3 and 𝑗 = 1, . . . , 𝑁

𝑒
, which means 𝑦

𝑗
∈ [0, 4].

(5) For 𝑗 = 1 to𝑁
𝑒

(5.1) If round (𝑦
𝑗
) = 0, set 𝑑

𝑗
= 0.000001m

(5.2) If round (𝑦
𝑗
) = 1, set 𝑑

𝑗
= 0.01m

(5.3) If round (𝑦
𝑗
) = 2, set 𝑑

𝑗
= 0.02m

(5.4) If round (𝑦
𝑗
) = 3, set 𝑑

𝑗
= 0.03m

(5.5) If round (𝑦
𝑗
) = 4, set 𝑑

𝑗
= 0.04m

End
(6) Assign fixed boundary conditions for all nodes at 𝑥 =
0.

(7) Apply the 𝑦-direction point load at the last node
number.

Output. Nodal positions, ground element connections, boun-
dary conditions, force vector, and elements’ diameters.

The function round (𝑥) gives the nearest integer to 𝑥.
Although the design vector is sized (𝑁

𝑒,max+3)×1, only𝑁𝑒+3
elements were used for each evaluation. The design variables
are said to be mixed integer/continuous, which are simpler to
deal with by using MOEAs. After having the nondominated
solutions, elements with 0.000001m diameter (or the case of

𝐹 = 500N
𝑊

𝐻

𝑥

𝑦

Figure 2: Adaptive ground elements.

round (𝑦
𝑗
) = 0) were deleted from the ground structure to

form a structural layout. A small element diameter is assigned
in order to prevent singularity in a global stiffness matrix of a
finite element model.

The second design variables set is an extension of the first
set where parameters for nodal positions are added. For
this study, initial positions of the truss joint are set as an
array as the first design variables set shown in Figure 2.
Additional shape design parameters determine the position
changes of those nodes in 𝑥- and 𝑦-directions. All truss nodal
positions except the fixed joints and the top row nodes are
assigned to be varied in both 𝑥- and 𝑦-directions during an
optimisation process.The top rownodal positions are allowed
to be changed in the 𝑥 direction in order to keep all top row
nodes at the same level. As a result, the number of additional
shape variables is 𝑁

𝑠ℎ
= (𝑛
𝑥
− 1)(2𝑛

𝑦
− 1). Therefore, the

possible maximum number of design variables for this case is
𝑁
𝑒,max +𝑁𝑠ℎ,max + 3where𝑁𝑠ℎ,max = (𝑛𝑥,max − 1)(2𝑛𝑦,max − 1).

The computational steps for design vector encoding can be
given as follows.

Input. x, sized (𝑁
𝑒,max + 𝑁𝑠ℎ,max + 3) × 1; 𝑥𝑖 ∈ [0, 1].

(1) Set𝐻 = 𝐻min+𝑥1(𝐻max−𝐻min), 𝑛𝑥 = round(𝑛
𝑥,min+

𝑥
2
(𝑛
𝑥,max − 𝑛𝑥,min)), and 𝑛

𝑦
= round(𝑛

𝑦,min +
𝑥
3
(𝑛
𝑦,max − 𝑛𝑦,min)).

(2) Compute𝑁
𝑒
= (𝑛
𝑥
− 1)𝑛
𝑦
+ 3(𝑛
𝑥
− 1)(𝑛

𝑦
− 1).

(3) Compute𝑁
𝑠ℎ,𝑥
= 𝑛
𝑦
(𝑛
𝑥
−1) and𝑁

𝑠ℎ,𝑦
= (𝑛
𝑥
−1) (𝑛

𝑦
−

1).
(4) Compute the move limit for 𝑥-direction nodal posi-

tion as Δ𝑥min = −(𝑊/2/𝑛𝑥,max − 0.01), and Δ𝑥max =
𝑊/2/𝑛

𝑥,max − 0.01meter.
(5) Compute the move limit for 𝑦-direction nodal posi-

tion asΔ𝑦min = −(𝐻min/2/𝑛𝑦,max−0.01), andΔ𝑦max =
𝐻min/2/𝑛𝑦,max − 0.01]meter.

(6) Generate 𝑛
𝑥
× 𝑛
𝑦

initial structural nodes X, Y,
and 𝑁

𝑒
ground elements where X and Y are nodal

coordinates in 𝑥- and 𝑦-directions, respectively.
(7) Assign element diameters. Set 𝑦

𝑗
= 4𝑥

𝑖
for 𝑖 =

4, . . . , 𝑁
𝑒
+ 3 and 𝑗 = 1, . . . , 𝑁

𝑒
.

(8) For 𝑗 = 1 to𝑁
𝑒
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(8.1) If round (𝑦
𝑗
) = 0, set 𝑑

𝑗
= 0.000001m

(8.2) If round (𝑦
𝑗
) = 1, set 𝑑

𝑗
= 0.01m

(8.3) If round (𝑦
𝑗
) = 2, set 𝑑

𝑗
= 0.02m

(8.4) If round (𝑦
𝑗
) = 3, set 𝑑

𝑗
= 0.03m

(8.5) If round (𝑦
𝑗
) = 4, set 𝑑

𝑗
= 0.04m

End
(9) Set Δ𝑥

𝑗
= Δ𝑥min + (Δ𝑥max − Δ𝑥min)𝑥𝑖 for 𝑖 = (𝑁𝑒 +

4), . . . , (𝑁
𝑒
+𝑁
𝑠ℎ,𝑥
+3) and 𝑗 = 1, . . . , 𝑁

𝑠ℎ,𝑥
. Update 𝑥-

direction nodal positions 𝑋
𝑗
= 𝑋
𝑗
+ Δ𝑥
𝑗
for all node

positions allowed to be changed.
(10) Set Δ𝑦

𝑗
= Δ𝑦min + (Δ𝑦max − Δ𝑦min)𝑥𝑖 for 𝑖 =

(𝑁
𝑒
+ 𝑁
𝑠ℎ,𝑥
+ 4), . . . , (𝑁

𝑒
+ 𝑁
𝑠ℎ,𝑥
+ 𝑁
𝑠ℎ,𝑦
+ 3) and

𝑗 = 1, . . . , 𝑁
𝑠ℎ,𝑦

. Update 𝑦-direction nodal positions
𝑌
𝑗
= 𝑌
𝑗
+ Δ𝑦
𝑗
for all node positions allowed to be

changed.
(11) Assign fixed boundary condition for all nodes at 𝑥 =
0.

(12) Apply the 𝑦-direction point load at the last node
number.

Output. Nodal positions, ground element connections, boun-
dary conditions, force vector, and elements’ diameters.

The design vector is sized (𝑁
𝑒,max + 𝑁𝑠ℎ,max + 3) × 1;

however, only 𝑁
𝑒
+ 𝑁
𝑠ℎ
+ 3 elements were used for each

finite element model. The design problem (1) using the first
set of design variables is termed OPT1 whereas the problem
using the second set of design variables is named OPT2.
The structure is made up of a material with Young modulus,
yield strength, and density of 214 × 109 Pa, 360 × 106 Pa, and
7850 kg/m3, respectively. The factor for safety was set to be
1.5 while the parameter 𝑐al was set to be 0.04N-m. Seven
multiobjective evolutionary strategies are employed in this
study where the optimisation settings are detailed as follows.

SPEA1: version two of SPEA using real codes with
crossover and mutation rates of 1.0 and 0.05, respec-
tively.
SPEA2: version two of SPEA using real codes with
crossover and mutation rates of 1.0 and 0.5, respec-
tively.
SPEA3: version two of SPEA using real codes with
crossover and mutation rates of 1.0 and 0.75, respec-
tively.
PBIL using binary codes with 0.05 mutation rate: and
0.2 mutation shift.
AMOSA: performs a simple downhill operator for
the first 3 generations before entering the main
procedure. In this paper, the method uses real codes
where a candidate is obtained by means of mutation.
MPSO: using real codes with a starting inertia weight,
an ending inertia weight, a cognitive learning factor,
and a social learning factor of 0.75, 0.1, 0.75, and 0.75,
respectively.

Table 1: Hypervolume comparison of OPT1 and OPT2.

Optimiser OPT1 OPT2
Mean Std Mean Std

SPEA1 0.7098 0.0998 0.8619 0.0267
SPEA2 0.8161 0.0343 0.9274 0.0184
SPEA3 0.8400 0.0564 0.9236 0.0219
PBIL 0.9330 0.0647 0.9519 0.0527
AMOSA 0.6619 0.1143 0.7997 0.0277
MPSO 0.3043 0.1371 0.6699 0.0582
UPSEMOA 0.4334 0.2808 0.6136 0.3885

UPSEMOA: using crossover probability, scaling fac-
tor, probability of choosing element from offspring in
crossover, minimumpopulation size, and burst size of
0.7, 0.8, 0.5, 10, and 25, respectively.

SPEA and PBIL are the best optimisers in the previous
studies [28] while AMOSA is selected instead of the usual
NSGAII. MPSO is an optimiser with a different concept from
the aforementioned MOEAs while UPSEMOA is used as
it is a newly developed algorithm. For OPT1, the number
of generations of MOEAs is set to be 250 while both the
population and archive size are set as 150. For the second test
problem, the number of generations of MOEAs is set to be
300 while both the population and archive size are set as 200.
Each optimiser is applied to solve each design problem for 10
optimisation runs starting with the same initial population.
The last updated Pareto archive is considered a Pareto optimal
set. The nondominated sorting scheme presented in [53] is
used to cope with design constraints.

5. Design Results

Having performed each multiobjective evolutionary strategy
solving each design problem for ten simulation runs, the
performance comparison of the various MOEAs is investi-
gated based on a hypervolume indicator. The hypervolume
indicator is one of the most reliable performance indicators
used to examine the quality of approximate Pareto fronts
obtained from using MOEAs. The parameter determines the
area for biobjective or volume for more than two objectives
covered by a particular nondominated front with respect to
a given reference point. Since there are ten fronts for each
method and for each design problem, the average of ten
hypervolume values is employed to measure the convergence
rate of the optimiser whereas the standard deviation is used
to indicate search consistency.

The comparative hypervolumes of the various MOEAs
for solving OPT1 and OPT2 are given in Table 1. Note that
the hypervolumes in the table are normalised for ease in
comparing. It is shown that PBIL is the best optimiser for both
design cases based upon the convergence rate while SPEA2
is the most consistent method. However, as the standard
deviation of SPEA2 does not approach to zero, the conver-
gence rate is the most important indicator for this study.
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Figure 3: OPT1 best Pareto fronts fromMOEAs.

Figure 4: Some structures from the best front of PBIL in Figure 3.

Among the SPEA versions, it can be said that SPEA with
higher mutation rate is superior to the low mutation rate
version. SPEA3 is the second best optimiser for OPT1 while
the worst performer for this problem isMPSO. ForOPT2, the
second best is SPEA2 closely followed by SPEA3 as the third
best. The worst for this design case is UPSEMOA.

For the OPT1 design problem, the best fronts obtained
from the best run of eachmultiobjective optimiser are plotted
in Figure 3. It can be seen that the fronts are close together
although the PBIL front has slightly more advancement and
extension. This implies that MOEAs are efficient for this
design problem. Some trusses selected from the PBIL front
are displayed in Figure 4. The structures have a variety of
structural layouts and elements’ sizes; however, there are only
two sets of node number, that is, 2 × 1 and 4 × 2.
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Figure 5: OPT2 best Pareto fronts fromMOEAs.

Figure 6: Some structures from the best front of PBIL in Figure 5.

Figure 5 shows Pareto fronts obtained from the best runs
of the various optimisers for the OPT2 case. Similarly to the
first design case, all seven fronts are somewhat close together
with the front obtained from using PBIL having slightly more
advancement and extension. Some selected solutions from
the PBIL front are displayed in Figure 6. The structures for
this case have various topologies, and element dimensions,
but tend to have fairly similar shapes. Changing nodal
position has significant impact on the resulting structures.
There is only one set of nodes array for the ground elements,
which is 4 × 2. The best fronts obtained from solving OPT1
and OPT2 are plotted together for comparison in Figure 7.
It is shown that the best front of OPT2 totally dominates that
of OPT1. This implies that the second set of design variables
is more efficient and effective.
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Figure 7: OPT1 front versus OPT2 front.

6. Conclusions and Discussion

The design results show that the proposed design strategies
are efficient and effective as a variety of reasonable structural
configurations could be obtained within one optimisation
run. The obtained structures are said to be ready to use as
they satisfy all the constraints for safety requirements. The
multiobjective topological, shape, and sizing design with an
adaptive ground element approach proposed herein can be
tackled by an efficient multiobjective evolutionary algorithm.
Among the MOEAs employed in this paper, PBIL is the most
powerful method for solving both design problems based
on the hypervolume indicator. For SPEA as the second best
optimiser, using a higher mutation rate is more efficient. The
second set of design variables which combines all types of
design variables at the same time is superior to the first set
which uses only topology and sizing variables. The proposed
design approach can be a powerful engineering design tool in
the future since, with one optimisation run, various feasible
truss structures are obtained for decision making.

Future work could be the application of this design
concept to a large-scale truss design problem. Alternative
adaptive ground element formations can be created. The
application to three-dimensional practical trusses and frames
is challenging. Also, performance enhancement of multiob-
jective optimisers for solving this design problem is to be
conducted.
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a b s t r a c t

This paper proposes a hybrid evolutionary algorithm for multiobjective optimisation of
trusses using real-code population-based incremental learning (RPBIL) to solve multiobjec-
tive design problems. Differential evolution (DE) operators are integrated into the main
procedure of RPBIL leading to a hybrid algorithm. The newly developed optimiser, along
with some established multiobjective evolutionary algorithms (MOEAs) is implemented
to solve a number of multiobjective design problems of trusses. Comparative performance
based upon a hypervolume indicator shows that the new hybrid multiobjective evolution-
ary algorithm is superior to the other MOEAs particularly in cases involving large-scale
truss design problems.

� 2012 Elsevier Inc. All rights reserved.
1. Introduction

The truss has been one of the most used designs throughout structural engineering history. Using such a design is advan-
tageous in that it is simple and inexpensive to construct, modify, and maintain, especially in difficult-to-access areas. In the
literature, the design optimisation of trusses has seen a resurgence of interest recently. These design problems have usually
involved minimising structural weight or cost while maintaining safety. These problems may have one or more design objec-
tives such as dynamic stiffness (or natural frequency), compliance, frequency response function, force transmissibility, and
buckling factor [29].

The optimisers used in truss design problems can be categorised as gradient-based methods (or local search), and meta-
heuristics (MHs), more commonly known as evolutionary algorithms (EAs). Previous studies using gradient-based optimisers
such as sequential linear programming [16,18], feasible direction method [42], and sequential quadratic programming
[32,41], for truss design have been conducted. Some well-known EAs including genetic algorithms, have been implemented
to solve structural optimisation problems [17,21,22,29,34,44,45]. Gradient-based methods have faster convergence rates and
are more consistent in finding a local optimum, however, they require continuous design variables, and accurate derivative
calculations of design functions. This makes them difficult to use for most cases of structural optimisation, as inaccurate
estimation of function derivatives may lead their search procedures to improper solutions. The EAs, on the other hand, have
emerged as strong candidates for this design task in the last few decades [10]. Compared to their gradient-based counter-
parts, they are easier to use, more robust, and capable of dealing with all kinds of design variables since they do not require
function derivatives for searching. Moreover, their most outstanding feature is that the multiobjective versions of EAs can
search for Pareto optimal sets within one optimisation run [10,15,49,55]. Nevertheless, they inevitably have slower
. All rights reserved.
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convergence rates and a lack of search consistency due to the use of randomisation in their search procedure. There have
been a number of EAs developed aiming for search performance enhancement [55]. Ideas to improve EA performance include
new meta-heuristic concepts [2,8,12,21,26–28,51], the hybridisation of existing optimisation operators [13,19,20,30,46–
48,50] and incorporating local search into the EA’s main procedure [6,14,31,52].

Differential evolution (DE) operators are some of the most successful meta-heuristics used to improve EA performance.
There has been some recent success of hybridising DE with several optimisers and evolutionary operators
[4,9,24,30,33,38,43,52]. In addition, a number of real world problems have been posed [39] and DE was used to solve some
of them e.g. in [27] and [51]. However, to our best knowledge, using such a concept for the application of multiobjective con-
strained optimisation particularly in truss design is rare. This paper proposes a new hybrid EA for multiobjective optimisa-
tion of trusses. The real-code PBIL for multiobjective optimisation is initially introduced, then, the incorporation of
differential evolution operators into multiobjective RPBIL to improve its search performance is detailed. The hybrid optimis-
er is then implemented to solve several multiobjective test problems as well as multiobjective truss design problems. Com-
parative performance based on a hypervolume indicator shows that the proposed hybrid multiobjective evolutionary
algorithm outperforms some established multiobjective evolutionary algorithms when dealing with truss design.

The rest of the paper is organised as follows. Section 2 details the basic concepts of real-code PBIL for single objective
optimisation. The hybrid algorithm of RPBIL and DE is discussed in Section 3, while a search performance test is conducted
in Section 4. Section 5 gives details of truss design problems. Performance comparison of the various multiobjective evolu-
tionary optimisers on truss design is illustrated in Section 6, while Section 7 gives conclusions and some discussion about
this study.
2. Real-code population-based incremental learning

The real-code version of PBIL in this paper is based on the work presented in Bureerat [7], in which a method was pro-
posed for solving a box-constrained minimisation problem
Table 1
A samp

Subi

x1

x2
min
x

f ðxÞ; L 6 x 6 U
where x is a vector of design variables sized n � 1, n is the number of design variables, f is an objective function, and L and U
are lower and upper limits of x respectively. RPBIL search is based on the concept that a real population (a set of design solu-
tions) on each generation is generated from a current probability matrix [6,7]. This implies that a population in the RPBIL
procedure is represented by the so-called probability matrix rather than carrying a matrix containing numerous design vec-
tors throughout the search process. Let a probability matrix have size n � nI where nI is a predefined number of matrix col-
umns. The parameter nI determines the number of subintervals of the bound constraints of the problem. For simplicity,
consider a 2-dimensional box-constrained problem
min
x

f ðxÞ ¼ x2
1 þ 2x1x2 þ 3x2

2

subject to �5 6 xi 6 5; i ¼ 1;2
The probability matrix for this design problem is set to have a size of 2 � 4 which means that the bound constraints are
divided into four subintervals being [�5, �2.5), [�2.5, 0), [0, 2.5), and [2.5, 5]. A sample of a probability matrix, Pij, is given in
Table 1 where its rows correspond to the elements of design variables, and the columns are associated with these
subintervals.

The element Pij determines the probability of having xi in the subinterval j. To generate a real-code population, given that
the population size (the number of design solutions in a population) is NP = 8, the number of elements xi randomly generated
in the subinterval j is approximately round(NP.Pij) where round(.) is a round-off operator. In this case, the number of x1 in the
first subinterval is 1, and so on. Table 2 shows real-code design variables created on the subintervals based on Pij in Table 1.
For better population diversity, the positions of the variables are randomly permutated as shown in the second part of the
table. The population matrix, R, containing real-code design solutions can finally be expressed as:
R ¼ fx1; . . . ; x8g ¼
�0:75
0:50

� �
;
�3:00
�2:75

� �
;

1:25
2:75

� �
;
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�4:00

� �
;

3:25
2:15

� �
;
�2:15
4:50

� �
;

4:00
�1:75

� �
;

0:05
1:00

� �
le probability matrix.

nterval �5 6 xi < �2.5 �2.5 6 xi < 0 0 6 xi < 2.5 2.5 6 xi 6 5

1/8 2/8 3/8 2/8
2/8 1/8 3/8 2/8



Table 2
Generate a real-code population randomly.

Subinterval �5 6 xi < �2.5 �2.5 6 xi < 0 0 6 xi < 2.5 2.5 6 xi 6 5

x1 �3.00 �2.15, �0.75 0.20, 0.05, 1.25 3.25, 4.00
x2 �4.00, �2.75 �1.75 1.00, 0.50, 2.15 2.75, 4.50

Randomly permutate the positions in each row
x1 �0.75, �3.00, 1.25, 0.20, 3.25, �2.15, 4.00, 0.05
x2 0.50, �2.75, 2.75, �4.00, 2.15, 4.50, �1.75, 1.00
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Fig. 1. Distribution of design solutions in a population.
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The plot of those eight design points is illustrated in Fig. 1 where the contour plot of the objective function is shown. Based
on the fitness objective function, the best solution for this population is x1; thus, the probability matrix will be updated to-
wards this design solution. As the 1st element of x1 is in the 2nd subinterval, the value of P12 will be increased. Similarly,
since the 2nd element of x1 is located in the 3rd subinterval, the value of P23 will be increased. The updating scheme is given
in Eqs. (1) and (2) where the index r is 2 when updating P12, and 3 when updating P23.
P0ij ¼ ð1� LRðjÞÞPold
ij þ LRðjÞ ð1Þ

LRðjÞ ¼ LR0 expð�ðj� rÞ2Þ ð2Þ
where LR0 is an initial learning rate to be specified.
The updated probability matrix Pij is then modified as
P00ij ¼ P0ij
XnI

j¼1

,
P0ij ð3Þ
in order to preserve the condition
XnI

j¼1

P00ij ¼ 1 ð4Þ
where P00ij is the final update of Pij.
The search procedure of RPBIL for single objective optimisation is shown in Algorithm 1. Starting with an initial proba-

bility matrix Pij = 1/nI, a real code population is then created. The best solution among the members of the population is
found and the probability matrix is updated in such a way that, in the next generation, design solutions related to the posi-
tion of the current best design vector will have more chance of being generated. The process is repeated until a termination
condition is met (normally when the maximum number of generations, NG, is reached). More details of RPBIL for single
objective problems can be found in [6,7].



N. Pholdee, S. Bureerat / Information Sciences 223 (2013) 136–152 139
Algorithm 1. RPBIL for single objective optimisation

Input: NG,nI, objective function name (fun)

Output: xbest, fbest

Initialisation: Pij = 1/nI,xbest = {}
1: For i = 1 to NG

2: Generate a real code population X from Pij (See Table 2) and find f = fun(X)
3: Find new xbest from X and xbest from the previous generation
4: Update Pij based on the new xbest (Eqs. (1)–(3))
5: End
3. Hybrid PBIL and DE for multiobjective design

Extension of RPBIL for multiobjective optimisation can be made in the same way as with multiobjective PBIL using binary
codes [5]. In the binary version, a binary population is represented by a probability vector for single objective problems.
When dealing with multiobjective problems, more probability vectors are employed to achieve population diversity. Simi-
larly to the binary-code PBIL, the multiobjective version of RPBIL will use several probability matrices to represent a real-
code population. For physical insight, we will call each probability matrix one tray. A set of probability trays is actually a
three-dimensional matrix size n � nI � NT where NT is the number of trays. With such a concept, each tray will be used to
generate a real-code subpopulation which has approximately NP/NT design solutions as its members.

The search procedure of multiobjective RPBIL is given in Algorithm 2. Starting with initial probability trays, an initial pop-
ulation is then created, and an initial Pareto archive is obtained. Non-dominated solutions are then selected to update the
probability trays. A clustering technique detailed in [3] is activated to group the non-dominated solutions into NT groups.
Then, the centroid of each non-dominated solution group (rG) is used to update a probability tray in the sequence that rG

of the group that has the lowest value of the first objective function will be used for updating the first tray, and so on.
The updating process for each tray can be carried out similarly to the updating process (1)–(3) by replacing xbest with rG.
Afterwards, a population according to the updated trays is created. The Pareto archive is updated by replacing its members
with non-dominated solutions sorted from the combination of the current population and the members in the previous ar-
chive. In cases where the number of archive members exceeds the predefined archive size, the clustering technique is acti-
vated to remove some non-dominated solutions from the archive. These steps are repeated until a stopping condition is
fulfilled. Note that the clustering technique is preferred in this paper because it is a technique which does not require pre-
defined parameters. Once the algorithm is coded, it can be used for any size of objective and solution vectors.

Algorithm 2. RPBIL for multiobjective optimisation

Input: NG, nI, NT, objective function name (fun), Pareto archive size (NA)

Output: xbest, fbest

Initialisation: Pij = 1/nI for each tray, a Pareto archive A = {}
1: For i = 1 to NG

2: Generate a real code population X from the probability trays and find f = fun(X)
3: Find non-dominated solutions from X [ A and replace the members in A with these solutions
4: Group the non-dominated solutions into NT groups using a clustering technique, and find the centroid rG of each

group
5: Update each tray Pij based on rG

6: If the number of archive members is larger than NA, remove some of the members using a clustering technique
7: End

From the predecessor [6,7], it has been found that RPBIL has very good convergence rate compared to some established
EAs. Nevertheless, one weak point of the method is that, as the probability matrix relies on a current best solution, it could
produce a population whose members are only the neighbours of the best solution. That means a premature convergence can
possibly take place. In order to alleviate this problem, mutation and crossover of DE [9] will be incorporated into the proce-
dure of the multiobjective RPBIL and this hybrid algorithm is defined as RPBIL-DE. The hybridisation is carried out in such a
way that, for every generation, a newly generated population from the probability trays will be recombined with members in
the Pareto archive by means of DE operators before performing function evaluation. More details of the procedure are given
in Algorithm 3 where F is a scaling factor, pc is a DE crossover probability, and CR is the probability of choosing an element of
an offspring c. The concept of RPBIL is a simple type of estimation of distribution algorithms (EDA). The rationale for
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integrating DE operators into the procedure of RPBIL is because it has been reported that a hybrid of EDA and DE successfully
improved evolutionary search performance for single objective optimisation. For example, the mixed distribution based uni-
variate estimation of distribution algorithm (MUEDA) was employed in combination with DE in [43]. On the other hand, it
has been shown that the use of a Gaussian model with diagonal covariance matrix (GM/DCM) for EDA combined with DE
[38]. It has been shown that the hybrid versions were superior to their original EAs.
Algorithm 3. Hybrid RPBIL-DE for multiobjective optimisation

Input: NG, NP, nI, NT, objective function name (fun), Pareto archive size (NA)

Output: xbest, fbest

Initialisation: Pij = 1/nI for each tray
: Generate a real code population X from the probability trays and find f = fun(X)
: Find a Pareto archive A

1: For i = 1 to NG

2: Group the non-dominated solutions into NT groups using a clustering technique, and find the centroid rG of each
group

3: Update each tray Pij based on rG

4: Generate a real code population X from the probability trays
5: For j = 1 to NP recombine X and A using DE operators

5.1: Select p from A randomly
5.2: Select q and r from X randomly, q – r
5.3: Calculate c = p + F(q � r)
5.4: Set ci into the interval Li 6 ci 6 Ui if it is outside the bounds
5.5: If rand < pc, perform crossover

5.5.1: For k = 1 to n
5.5.2: If rand < CR, yk = ck

5.5.3: Otherwise, yj,k = pk

5.5.4: End
6: End
7: New real-code population is Y = {y1, . . ., yj, . . ., yNP} and find f = fun(Y)
8: Find non-dominated solutions from Y [ A and replace the members in A with these solutions
9: If the number of archive members is larger than NA, remove some of the members using a clustering technique
10: End
4. Performance test

In order to examine the search performance of the proposed algorithms, five multiobjective unconstrained test problems
and seven multiobjective constrained test problems were used to illustrate the search efficiency of the proposed algorithms.
The ZDT test problems presented in [56] including ZDT1, ZDT2, ZDT3, ZDT4, and ZDT6 are employed as multiobjective
unconstrained test problems. Also, the multiobjective constrained test problems CF1–CF7 presented in [53] are used as mul-
tiobjective constrained test problems. It should be noted that there have recently been numerous test functions proposed for
comparative studies of many types of design problems (for example, see [25,40,53]). The test functions used in this paper are
some of them.

Ten multiobjective evolutionary optimisers, namely binary population-based incremental learning (BPBIL) [5], unre-
stricted population size evolutionary multiobjective optimisation algorithm (UPS-EMOA) [1], strength Pareto evolutionary
algorithm (SPEA2) [57], multiobjective particle swarm optimisation (MPSO) [35], non-dominated sorting genetic algorithm
(NSGA-II) [11], multiobjective RPBIL (Algorithm 2), dynamic multiobjective evolutionary algorithm (DMOEA) [23], differen-
tial evolution for multiobjective optimisation (DEMO) [36], multiobjective evolutionary algorithm based on decomposition
(MOEA/D) [54], and RPBIL-DE (Algorithm 3) were employed to solve the test problems. BPBIL and SPEA2 have been shown to
be top performers in a previous study [29]. NSGA-II has usually been regarded as the standard MOEA for testing a new meth-
od while UPS-EMOA is a newly developed evolutionary algorithm based upon DE concepts. The optimisation settings for the
optimisers are:

– BPBIL using binary codes with mutation probability and mutation shift being 0.05 and 0.2 respectively.
– UPS-EMOA using crossover probability, scaling factor, probability of choosing element from offspring in crossover,

minimum population size, and burst size being 0.7, 0.8, 0.5, 10, and 25 respectively.
– SPEA2 using real codes [37] with crossover and mutation rates of 1.0 and 0.1 respectively.
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– MPSO using the starting inertia weight, ending inertia weight, cognitive learning factor, and social learning factor
being 0.5, 0.01, 0.5 and 0.5 respectively. The best solution for computing a velocity vector is randomly selected from
a Pareto archive. The adaptive grid algorithm is used as an archiving technique.

– NSGA-II using real codes with crossover mutation probabilities as 1.0 and 0.1 respectively.
– RPBIL using real codes with NI = 40 where each probability tray produces five design solutions.
– RPBIL-DE using real codes with NI = 40 where each probability tray produces five design solutions. Crossover proba-

bility, scaling factor and probability of choosing an element from an offspring in crossover for DE operators are set as
0.7, 0.8, and 0.5 respectively.

– DMOEA using real codes with temperature and mutation rate of 1000 and 1 respectively.
– DEMO using real codes with crossover probability, scaling factor and probability of choosing an element from an off-

spring in crossover for DE operators being 0.7, 0.8, and 0.5 respectively.
– MOEA/D using real codes with number of neighbouring weight vectors, crossover and mutation probabilities being 6,

1.0, and 0.1 respectively.

All MOEAs except UPS-EMOA use the population size of 100, and 250 generations for multiobjective unconstrained test
problems. In addition, the population size and number of generations are 100 and 300 for multiobjective constrained test
problems. UPS-EMOA uses different population size and iteration number as defined previously; however, their search pro-
cedures are terminated at the same total number of function evaluations. The Pareto archive of all MOEAs is set to be 500
except for NSGA-II and DEMO which contain Pareto solutions in a population. The optimisation parameter settings detailed
above are obtained from using several settings for each optimiser and selecting the one that gives the best results.

The ten multiobjective evolutionary optimisers are employed to solve each problem over 30 runs starting with the same
initial population. The comparative results based on the hypervolume indicator are shown in Tables 3 and 4. The ZDT test
problems are shown in Table 3 and the constrained test problems are shown in Table 4. Note that those hypervolume values
are normalised for ease in comparison. The higher hypervolume value the better the Pareto front. With 30 runs, the mean
value of the front hypervolumes is used to measure the algorithm’s convergence rate while the standard deviation represents
the search consistency of the method. This means that a method with lower hypervolume standard deviation (STD) has bet-
ter search consistency.

From Table 3, the best performer (among compared MOEAs) according to the convergence rate (average hypervolume) for
ZDT1, ZDT2, ZDT3, and ZDT6 is MOEA/D while NSGA-II is the best for ZDT4. The second best of ZDT1 and ZDT2 is BPBIL while
RPBIL-DE is the second best of ZDT3 and ZDT6. For the ZDT4, the second best is MOEA/D. The worst method based on the
convergence rate for ZDT1, ZDT2, and ZDT3 is MPSO while the worst of ZDT4 and ZDT6 is RPBIL. For a search consistency
measure which is based on the hypervolume standard deviation, the most consistent method for ZDT1, ZDT2, ZDT3 and
Table 3
Normalised hypervolumes of all MOEAs for all ZDT test problems.

Test problems MOEAs

BPBIL UPS-EMOA SPEA2 MPSO NSGA-II RPBIL RPBIL-DE DMOEA DEMO MOEA/D Friedman test (p-value)

ZDT1
Mean 0.9969 0.9872 0.9867 0.3911 0.9679 0.9481 0.9868 0.8727 0.9778 0.9999 8.33 � 10�51

STD 0.0013 0.0037 0.0017 0.1597 0.0123 0.0022 0.0010 0.0191 0.0063 0.0001
Max. 0.9989 0.9953 0.9899 0.6368 0.9818 0.9516 0.9890 0.9178 0.9874 1.0000
Min. 0.9939 0.9795 0.9828 0.0000 0.9350 0.9433 0.9845 0.8418 0.9597 0.9995

ZDT2
Mean 0.9977 0.9421 0.9876 0.4463 0.9782 0.9239 0.9857 0.8559 0.9839 0.9992 1.41 � 10�46

STD 0.0012 0.0987 0.0013 0.1759 0.0072 0.0051 0.0015 0.0175 0.0044 0.0002
Max. 1.0000 0.9975 0.9913 0.6999 0.9858 0.9353 0.9898 0.8828 0.9915 0.9995
Min. 0.9942 0.6981 0.9853 0.0000 0.9545 0.9134 0.9828 0.8246 0.9717 0.9987

ZDT3
Mean 0.9726 0.9751 0.9861 0.2876 0.9648 0.9639 0.9890 0.8272 0.9704 0.9996 5.19 � 10�44

STD 0.0184 0.0247 0.0018 0.1074 0.0257 0.0034 0.0012 0.0200 0.0111 0.0004
Max. 0.9909 0.9950 0.9900 0.4660 0.9876 0.9689 0.9921 0.8632 0.9887 1.0000
Min. 0.9013 0.8869 0.9831 0.0000 0.8653 0.9541 0.9867 0.7902 0.9488 0.9981

ZDT4
Mean 0.8801 0.5485 0.9828 0.7630 0.9941 0.4026 0.6743 0.5138 0.8463 0.9820 9.80 � 10�49

STD 0.0453 0.1896 0.0127 0.0734 0.0038 0.1299 0.0772 0.0802 0.0550 0.0078
Max. 0.9445 0.9053 0.9992 0.9310 1.0000 0.6253 0.7987 0.6600 0.9582 0.9957
Min. 0.8070 0.0000 0.9564 0.6110 0.9851 0.1462 0.4743 0.3418 0.7565 0.9685

ZDT6
Mean 0.9977 0.9973 0.9951 0.9531 0.9919 0.1803 0.9988 0.2209 0.9893 0.9990 7.73 � 10�42

STD 0.0001 0.0011 0.0045 0.1250 0.0041 0.0215 0.0010 0.1970 0.0060 0.0007
Max. 0.9978 0.9986 0.9995 1.0000 0.9974 0.2370 0.9998 0.7714 0.9961 0.9996
Min. 0.9976 0.9927 0.9784 0.4910 0.9800 0.1396 0.9958 0.0000 0.9688 0.9962



Table 4
Normalised hypervolumes of all MOEAs for all constrained test problems.

Problems MOEAs

BPBIL UPS-EMOA SPEA2 MPSO NSGA-II RPBIL RPBIL-DE DMOEA DEMO MOEA/D Friedman test (p-value)

CF1
Mean 0.8915 0.4171 0.9629 0.8978 0.8639 0.4655 0.9200 0.6463 0.3745 0.8251 5.36 � 10�42

STD 0.0279 0.2001 0.0091 0.0825 0.1878 0.1159 0.0234 0.0241 0.0849 0.0756
Max. 0.9364 0.9315 0.9777 1.0000 0.9744 0.7123 0.9563 0.7240 0.5545 0.9137
Min. 0.8125 0.0000 0.9387 0.7124 0.0489 0.2330 0.8572 0.5989 0.2631 0.5911

CF2
Mean 0.9785 0.8765 0.9930 0.8032 0.5303 0.3676 0.9980 0.7930 0.8572 0.9677 2.29 � 10�39

STD 0.0197 0.1240 0.0030 0.0907 0.2644 0.2866 0.0013 0.0250 0.1492 0.0260
Max. 0.9938 0.9998 0.9990 0.9362 0.9466 0.8980 1.0000 0.8350 0.9978 0.9911
Min. 0.9017 0.5245 0.9884 0.6257 0.0216 0.0000 0.9955 0.7320 0.6228 0.9182

CF3
Mean 0.6000 0.7740 0.9053 0.2238 0.9262 0.4082 0.7909 0.5361 0.8811 0.7582 1.45 � 10�42

STD 0.0878 0.1355 0.0727 0.1210 0.0507 0.1630 0.0659 0.0366 0.0322 0.1033
Max. 0.7579 0.9262 1.0000 0.5370 1.0000 0.6822 0.9190 0.6301 0.9324 0.9169
Min. 0.4441 0.3729 0.7336 0.0000 0.7555 0.0939 0.6425 0.4750 0.8078 0.5397

CF4
Mean 0.9156 0.9008 0.9790 0.7737 0.9332 0.5008 0.9750 0.9288 0.9813 0.9187 7.35 � 10�35

STD 0.0574 0.0737 0.0387 0.1167 0.0421 0.2968 0.0497 0.0260 0.0167 0.0597
Max. 0.9902 0.9958 0.9994 0.9208 0.9889 0.8721 0.9982 0.9698 1.0000 0.9803
Min. 0.8175 0.7098 0.8262 0.5072 0.8023 0.0000 0.8206 0.8524 0.9411 0.7927

CF5
Mean 0.5315 0.4708 0.7172 0.1020 0.7296 0.7603 0.7638 0.6296 0.7503 0.5691 2.79 � 10�30

STD 0.1639 0.2329 0.1186 0.1215 0.1470 0.0007 0.0004 0.1397 0.0181 0.1792
Max. 0.7744 0.8214 0.9140 0.3376 1.0000 0.7618 0.7644 0.7565 0.7646 0.8578
Min. 0.0647 0.0000 0.4149 0.0000 0.4042 0.7592 0.7628 0.3652 0.6572 0.2209

CF6
Mean 0.8670 0.6565 0.9033 0.8216 0.7367 0.5429 0.8595 0.7780 0.5848 0.9056 9.26 � 10�39

STD 0.0356 0.1646 0.0164 0.0378 0.1698 0.0465 0.1003 0.0382 0.1554 0.0636
Max. 0.9479 0.8924 0.9403 0.8852 0.8870 0.7041 0.9685 0.8522 0.8651 1.0000
Min. 0.7900 0.3661 0.8650 0.7429 0.0000 0.4776 0.6421 0.7105 0.2672 0.6192

CF7
Mean 0.7959 0.7173 0.9106 0.3208 0.8769 0.6569 0.8800 0.8180 0.9433 0.8402 1.58 � 10�31

STD 0.0709 0.1746 0.0493 0.1631 0.0661 0.1788 0.0708 0.0397 0.0467 0.0777
Max. 0.8829 0.9532 0.9832 0.7640 0.9768 0.8974 0.9786 0.8722 1.0000 0.9668
Min. 0.6181 0.2648 0.7817 0.0000 0.7395 0.2056 0.7212 0.7378 0.8128 0.6437

142 N. Pholdee, S. Bureerat / Information Sciences 223 (2013) 136–152
ZDT6 is MOEA/D while NSGA-II gives the best consistency for ZDT4. Moreover, p values for Friedman test are included in the
last column of the table. The null hypothesis of the Friedman test is that the front hypervolumes obtained from the various
optimisers are not different. Such a null hypothesis is rejected if p is sufficiently small (less than 0.01). From the statistical
test, the hypervolumes of the 10 optimisers are different for all test problems.

For the results of multiobjective constrained test problems in Table 4, the best method according to average hypervolume
for CF1 and CF5 is RPBIL-DE, while the best method for CF4 and CF7 is DEMO. For the test problems CF1, CF3, and CF6, the
best methods are SPEA2, NSGA-II and MOEA/D respectively. The second best optimisers for CF1 and CF5 are RPBIL-DE and
DEMO respectively, while the second best for the rest is SPEA2. The worst method for CF2, CF4, and CF6 is RPBIL, while MPSO
is the worst in the cases of CF3, CF5 and CF7. For the test problem CF1, the algorithm that gives the worst results is DEMO.
When considering search consistency, the most consistent method for CF2 and CF5 is RPBIL-DE, similar to the convergence
rate ranking. For the test problem CF1 and CF6, the best search consistency is SPEA2 while the best for the CF3 and CF4 prob-
lems is DEMO. The Friedman test results reveal that the hypervolume values of the 10 MOEAs are different.

Further comparative studies are carried out based on the Wilcoxon rank sum test in order to make the ranking of MOEAs.
The null hypothesis is that, for a particular test problem, the 30 hypervolume values obtained from method I have the same
median as those obtained from method J at the 5% significant level. Table 5 shows the ranking of MOEAs for the ZTD1 prob-
lem. Firstly, the matrix sized 10 � 10, whose elements are full of zeros is constructed. If method I has significantly higher
hypervolume median than method J based on the Wilcoxson rank sum test, element IJ of the matrix is set to be ‘1’. Having
compared all the methods, the best optimiser is one that gives the highest score (summed up on each column). The ranking is
also given in the table. The overall rankings for both unconstrained and constrained test problems are given in Table 6.
MOEA/D is the best for the unconstrained problems while the second best is BPBIL. The third best methods are SPEA2
and RPBIL-DE. For the constrained problems, the best method is SPEA2 with RPBIL-DE and NSGAII being the second and third
best methods respectively.



Table 5
Ranking of MOEAs for ZTD1 based on Wilcoxson rank sum test.

BPBIL (1) UPSEMOA (2) SPEA2 (3) MPSO (4) NSGA-II (5) RPBIL (6) RPBIL-DE (7) DMOEA (8) DEMO (9) MOEA/D (10)

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
4 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
5 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1
6 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1
7 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
8 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1
9 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R 8 5 5 0 3 2 5 1 4 9
Rank 2 3 3 10 7 8 3 9 6 1

Table 6
Ranking of MOEAs for all test problems based on Wilcoxson rank sum test.

BPBIL (1) UPSEMOA (2) SPEA2 (3) MPSO (4) NSGA-II (5) RPBIL (6) RPBIL-DE (7) DMOEA (8) DEMO (9) MOEA/D (10)

ZDT1 2 3 3 10 7 8 3 9 6 1
ZDT2 2 6 3 10 6 8 4 9 5 1
ZDT3 4 4 3 10 4 8 2 9 4 1
ZDT4 4 8 2 6 1 10 7 8 5 2
ZDT6 3 5 6 3 7 9 1 9 7 1P

15 26 17 39 25 43 17 44 27 6
Rank 2 5 3 7 4 8 3 9 6 1
CF1 5 8 1 2 2 8 2 7 10 6
CF2 3 5 2 7 9 10 1 8 5 3
CF3 7 4 1 10 1 9 4 8 3 4
CF4 4 8 1 9 4 10 1 4 1 4
CF5 8 8 3 10 1 3 1 6 5 6
CF6 3 8 1 5 6 10 3 6 9 1
CF7 7 8 2 10 4 8 2 6 1 5
R 37 49 11 53 27 58 14 45 34 29
Rank 6 8 1 9 3 10 2 7 5 4
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In summary, RPBIL fails to solve some multiobjective unconstrained test problems and multiobjective constrained test
problems, which is similar to MPSO. However, when incorporating DE crossover and mutation into the main search proce-
dure of RPBIL, the performance is greatly improved for both unconstrained and constrained cases. It can be said that RPBIL-
DE is among the top performers based on the test problems.
5. Truss design problems

Although, many benchmark functions have been presented to verify the performance of MOEAs in the literature
[25,39,40,53,56], there is no guarantee that the comparative performance results from those studies can be applied to other
design problems, particularly real world applications. Therefore, when new design problems for MOEAs are introduced, com-
parative performance of EAs always needs to be investigated. As this work is aimed at developing a MOEA for truss design,
five multiobjective design cases of 2D and 3D truss structures were proposed and used as test problems. The design problems
were set to minimise structural mass and compliance, subject to stress constraints, and are as follows:

Case I: A 2D simple supported 37 bar truss

The truss structure is illustrated in Fig. 2 [17]. The structure is subject to a vertical load �10 kN at nodes 2, . . ., 10 and
design variables include all bar element cross-sectional areas and positions in the x and y directions of nodes 2, 3, 4, 5, 7,
Fig. 2. A 2D simple supported 37 bar truss.
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8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20. The vertical positions of nodes 6 and 16 are also set as design variables. The
design variables are treated as symmetric with respect to the y axis. Material density and modulus of elasticity are
7971.810 kg/m3 and 210 GPa respectively. The allowable stress is set to be 400 MPa. The constrained multiobjective
optimisation problem is proposed to find structural shape and element sizes while minimising mass and compliance,
whereas constraints are set to avoid structural failure due to applied stresses.
Min : ½f1ðxÞ; f2ðxÞ�
Subject to jrmaxj 6 ry

1:77 6 Ai 6 113:09 cm2

�0:45 6 Xi 6 0:45 m
�0:45 6 Yi 6 0:45 m
where x = {x1, . . ., x37}T is a design vector, f1(x) is the structural mass, f2(x) is the structural compliance, rmax is the maximum
stress on the structure, and Ai are the cross-sectional areas of all bar elements. Xi are the x-direction positions of all nodes
except for node 1 and node 11 (changes in Xi are symmetric about the y axis). Yi are the y-direction positions of all nodes
except for node 1 and node 11 (changes in Yi are symmetric about the y axis).

Case II: Sizing design of a 2D 200 bar truss

The truss structure for Case II is illustrated in Fig. 3 [45]. The structure is subject to a vertical load of �45 kN at nodes
1, . . ., 6, 8, 10, 12, 14, . . ., 20, 22, 24, . . ., 75, and a horizontal load of 4.5 kN at nodes 1, 6, 15, 20, 29, 34, 43, 48, 57, 62,
and 71. Design variables include cross-sectional areas of all bar elements. The design variables are treated as being symmet-
ric about the y axis. Material density and modulus of elasticity are 7833 kg/m3 and 206.9 GPa respectively, while the
allowable stress is 65.95 MPa. The constrained multiobjective optimisation problem is proposed so to find element sizes
while minimising mass and compliance, subject to stress constraints, which can be expressed as:
Min : ½f1ðxÞ; f2ðxÞ�
Subject to jrmaxj 6 ry

0:636 6 Ai 6 132:73 cm2
where x = {x1, . . ., x84}T is a design vector, f1(x) is a function of mass, f2(x) is a function of compliance, rmax is the maximum
stress on the structure, and Ai are elements’ cross-sectional areas.

Case III: Shape and sizing design of a 2D 200 bar truss

The truss in Case II is further designed with shape and sizing design variables. Apart from the cross-sectional areas of all
bar elements in Case II, the positions in the y-direction of all truss levels are set as design variables. The constrained
multiobjective optimisation problem can be expressed as:
Fig. 3. A 2D 200 bar truss.



Fig. 4a. Top view of a 3D Dome 120 bar truss.
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Min : ½f1ðxÞ; f2ðxÞ�
Subject to jrmaxj 6 ry

0:636 6 Ai 6 132:73 cm2

�1:5 6 Yi 6 1:5 m for i > 1
�7 6 Yi 6 1:5 m for i ¼ 1
where x = {x1, . . ., x94}T is a design vector. Yi is the value used to modify the height of level i from its original height as in Case
II.

Case IV: Sizing design of a 3D Dome 120 bar truss

The truss structure is illustrated in Fig. 4 [19–21]. The structure is subject to a vertical load �10 kN at nodes 13, . . ., 36,
�30 kN at nodes 37, . . ., 49, and �60 kN at node 49. The design variables include the cross-sectional areas of all elements.
Material density and modulus of elasticity are set to be 7971.810 kg/m3 and 210 GPa respectively whereas the stress limit
is 400 MPa. The constrained multiobjective optimisation problem can be expressed as:
Min : ½f1ðxÞ; f2ðxÞ�
Subject to jrmaxj 6 ry

1:77 6 Ai 6 132:73 cm2
where x = {x1, . . ., x120}T is a design vector.
In practice, the sizes of the elements are set to be symmetric; nevertheless, structural symmetry is not considered in this

work since we need a design problem with a large number of design variables for MOEA performance test.
Fig. 4b. Side view of a 3D Dome 120 bar truss.



Table 7
Summary of design parameters for all truss design problems.

Parameters No. of design variables Population size No. of generations Archive size

CASE I 37 30 30 500
CASE II 84 50 50 500
CASE III 94 50 50 500
CASE IV 120 50 60 500
CASE V 123 50 60 500
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Case V: Shape and sizing design of a 3D Dome 120 bar truss

This test problem is similar to Case IV with the addition of nodal positions in the z-direction as shape design variables.
Additional variables determine the heights of the dome levels except for the ground level with nodes 1, . . ., 12. The con-
strained multiobjective optimisation problem can be expressed as:
Table 8
Normal

Test

Case
Mea
STD
Max
Min.

Case
Mea
STD
Max
Min.

Case
Mea
STD
Max
Min.

Case
Mea
STD
Max
Min.

Case
Mea
STD
Max
Min.
Min : ½f1ðxÞ; f2ðxÞ�
Subject to jrmaxj 6 ry

1:77 6 Ai 6 132:73 cm2

�1:5 6 Zi 6 1:5 m
where x = {x1, . . ., x123}T is a design vector. Zi is used to adjust the height of level i from its original position as shown in
Fig. 4b.

Each optimisation method is used to solve each design problem over 30 optimisation runs. The Pareto archive of each
algorithm is set to be 500 except for NSGA-II and DEMO where non-dominated solutions are stored in a population matrix.
All MOEAs except UPS-EMOA use a population size of 30 and 30 iterations for Case I, population size of 50 and 50 iterations
for Cases II and III, and population size of 50 and 60 iterations for Cases IV and V. The UPS-EMOA methods use different pop-
ulation sizes and numbers of iterations but their search procedures are terminated at the same total number of function eval-
uations for all design problems. Table 7 gives the summary of the design parameters for all truss design problems. For all
design cases, all design variables are encoded in a DE vector.
ised hypervolumes of all MOEAs for all truss design problems.

problems MOEAs

BPBIL UPS-EMOA SPEA2 MPSO NSGA-II RPBIL RPBIL-DE DMOEA DEMO MOEA/D Friedman (p-value)

I
n 0.6074 0.8654 0.5069 0.2552 0.4891 0.9831 0.9882 0.4163 0.9193 0.4188 4.31 � 10�46

0.0904 0.0742 0.1047 0.1124 0.1127 0.0009 0.0010 0.1085 0.0655 0.1348
. 0.7739 0.9913 0.7174 0.4566 0.7017 0.9854 0.9900 0.6423 1.0000 0.6369

0.4278 0.6618 0.3092 0.0000 0.2863 0.9815 0.9865 0.1859 0.7654 0.1279

II
n 0.3484 0.5846 0.3156 0.1251 0.3805 0.4253 0.9627 0.2132 0.6256 0.2185 7.14 � 10�48

0.0777 0.0986 0.0839 0.0820 0.0658 0.0735 0.0208 0.0713 0.0699 0.0677
. 0.5449 0.8015 0.5826 0.2790 0.4940 0.6582 1.0000 0.3522 0.7447 0.3535

0.1925 0.4244 0.1118 0.0000 0.2098 0.3256 0.9148 0.0011 0.4810 0.0990

III
n 0.3818 0.5608 0.2531 0.1133 0.3311 0.4012 0.9663 0.2183 0.5840 0.1641 3.67 � 10�47

0.0684 0.0900 0.0784 0.0700 0.0709 0.0834 0.0178 0.0794 0.0723 0.0688
. 0.5026 0.7374 0.4436 0.3254 0.4648 0.6471 1.0000 0.3487 0.7891 0.2872

0.2177 0.3394 0.1030 0.0000 0.2309 0.2972 0.9232 0.0958 0.4681 0.0014

IV
n 0.1499 0.3808 0.1635 0.0414 0.2204 0.9381 0.9807 0.1113 0.3118 0.1325 4.90 � 10�47

0.0492 0.0532 0.0559 0.0292 0.0548 0.0026 0.0044 0.0308 0.1022 0.0527
. 0.2577 0.5062 0.2898 0.0975 0.3578 0.9444 1.0000 0.1828 0.5866 0.2388

0.0721 0.2783 0.0617 0.0000 0.1220 0.9332 0.9742 0.0508 0.1599 0.0143

V
n 0.5617 0.6781 0.5083 0.4256 0.5532 0.5091 0.7558 0.4785 0.4771 0.4158 3.82 � 10�37

0.0360 0.0436 0.0249 0.0359 0.0231 0.1364 0.0805 0.0285 0.0676 0.1039
. 0.6199 0.7438 0.5755 0.4903 0.5949 0.7857 1.0000 0.5430 0.5828 0.5316

0.4939 0.5846 0.4749 0.3639 0.4843 0.3180 0.5971 0.4174 0.3191 0.0000



Table 9
Ranking of MOEAs for all truss design problem based on Wilcoxson rank sum test.

BPBIL (1) UPSEMOA (2) SPEA2 (3) MPSO (4) NSGA-II (5) RPBIL (6) RPBIL-DE (7) DMOEA (8) DEMO (9) MOEA/D (10)

CASEI 5 4 6 10 6 2 1 8 3 8
CASEII 5 2 7 10 5 4 1 8 2 8
CASEIII 4 2 7 10 6 4 1 7 2 9
CASEIV 6 3 6 10 5 2 1 9 4 8
CASEV 3 2 6 9 3 5 1 7 7 9
R 23 13 32 49 25 17 5 39 18 42
Rank 5 2 7 10 6 3 1 8 4 9
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Fig. 5. Pareto front of design Case I using RPBIL-DE.
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Fig. 6. Truss structures according to the front in Fig. 5.
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6. Comparative results

After having performed each optimiser to solve each test problem for 30 optimisation runs, with 900 function evaluations
for Case I, 2500 function evaluations for Cases II and III, and 3000 function evaluations for Cases IV and V, the comparative
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results based on the hypervolume indicator are shown in Table 8. Similarly to the performance test in Section 4, the hyper-
volume values are normalised for ease in comparison. The mean value of the front hypervolumes has been used to measure
the algorithm’s convergence rate, while the standard deviation represents the search consistency of the methods.

For all design problems, the comparative results give similar conclusions in cases of convergence rate measurement. The
clear cut best performer is RPBIL-DE whereas the worst performer is MPSO, except in design Case V, where the worst per-
former is MOEA/D. The second best method for the design Cases I and IV is RPBIL, while the second best for design Cases II
and III is DEMO. For design Case V, UPS-EMOA has the second best convergence. For the measure of search consistency,
RPBIL-DE is the most consistent method for design Cases II and III while RPBIL is the most consistent method for design Cases
I and IV. For design Case V, the best consistent method is NSGA-II. The best non-dominated front for design Case I is produced
by DEMO, while RPBIL-DE produces the best fronts for the other design problems. The Friedman test results confirm that the
hypervolumes obtained from the various optimisers are different for all truss design problems. The ranking of MOEAs based
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Fig. 9. Pareto front of a design Case III using RPBIL-DE.
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on the Wilcoxon rank sum test is given in Table 9. The absolute best for multiobjective truss design is the proposed hybrid
algorithm RPBIL-DE while the second and third best methods are UPS-EMOA and RPBIL respectively. RPBIL is said to be more
efficient than the other MOEAs for some truss design problems. However, after integrating DE operators into the RPBIL pro-
cedure, performance was even better for all design problems.

Fig. 5 shows the best Pareto front of Case I obtained from using RPBIL-DE. Some solution points are selected and the cor-
responding truss structures are displayed in Fig. 6. The obtained structures have various shapes and element sizes. For Cases
II and III, the best Pareto fronts obtained from using RPBIL-DE are shown Figs. 7 and 9 respectively. Some solution points in
the non-dominated fronts are selected and their corresponding truss structures are illustrated in Figs. 8 and 10. In Figs. 11
and 13, Pareto fronts of Cases IV and V obtained from using RPBIL-DE are displayed. Some solutions are selected and the cor-
responding truss structures are illustrated in Figs. 12 and 14 respectively. The obtained structures are not symmetric with
respect to the z axis as all bar element cross-sectional areas are assigned as design variables. However, in practice, structural
symmetry has to be taken into consideration.
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Fig. 10. Truss structures according to the front in Fig. 9.
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Fig. 11. Pareto front of design Case IV using RPBIL-DE.
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Fig. 12. Truss structures according to the front in Fig. 11.
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Fig. 13. Pareto front of design Case V using RPBIL-DE.
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Fig. 14. Truss structures according to the front in Fig. 13.
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7. Conclusions and discussion

We have proposed a new multiobjective evolutionary algorithm, whereby Real-code population-based incremental learn-
ing was extended to solve multiobjective design problems. Differential evolution operators were integrated into the main
procedure of RPBIL leading to a hybrid algorithm. The performance test was conducted on multiobjective unconstrained
and constrained test functions, and truss optimisation design problems. The results have shown that the RPBIL is inefficient
for solving some multiobjective unconstrained and constrained test problems.. However, after incorporating DE crossover
and mutation into the main search procedure of RPBIL, the performance was greatly improved for both types of test prob-
lems. The hybrid RPBIL-DE was among the best MOEAs employed in this paper. For truss design test cases, RPBIL is said to be
more efficient than the other MOEAs for some truss design problems. However, after integrating DE operators into RPBIL pro-
cedure, performance was greatly improved for all design problems. The proposed hybrid RPBIL-DE outperformed the other
MOEAs in all design test cases. It can be said that the proposed hybrid RPBIL-DE is a powerful tool for multiobjective con-
strained optimisation and especially for truss optimisation design. It should be noted that the comparative studies in this
work rely on optimised parameter settings. The use of self-adaptive control parameters for MOEAs may improve their per-
formance. Our future work will be to investigate the use of RPBIL-DE in other real-world engineering design problems.
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This paper proposes hybridisation of evolutionary algorithms (EAs) and an efficient search strategy for
truss optimisation. During an optimisation process, function gradients are approximated using already
explored design solutions. The approximate gradient is then employed as a local search direction. The
approximate gradient operator is integrated into the main search procedure of three multiobjective evo-
lutionary algorithms (MOEAs) leading to three hybrid optimisers. The proposed hybrid strategies along
with their original MOEAs are implemented on multiobjective design of truss structures. From the com-
parative results, it is found that the approximate gradient operator can greatly improve the search per-
formance of MOEAs.

� 2012 Elsevier Ltd. All rights reserved.
1. Introduction need no function derivatives in searching. The multiobjective ver-
Trusses are one of the most widely used engineering structures
when requiring a lightweight and strong structure such as for
bridges, buildings, domes, radio and television towers, high-volt-
age towers and space-based constructions. Design/optimisation
of a truss structure is usually posed to find the best solutions of de-
sign variables that lead to optimised design objectives while fulfill-
ing structural constraints. In the literature, much work on applying
an optimisation method for truss structural design has been made
[1–9]. Truss optimisation can be classified into three categories
being shape, sizing and topology optimisation while an optimisa-
tion problem can have single and multiple design objectives. The
successful development and improvement for all three design cat-
egories has been reported worldwide. In the previous studies, most
optimisation problems have a single objective such as mass mini-
misation [2–10]. There have also been some studies related to mul-
tiobjective design cases e.g. in [1,11–13].

Recently, there have been numerous optimisation methods
developed and successfully used in truss design [1–10,14]. The opti-
misation methods can be classified as optimisers with and without
using function derivatives. The most popular and efficient strategies
without using function derivatives are evolutionary algorithms. In
comparison of EAs with optimisation methods using derivative (or
gradient-based methods), the later are far superior in terms of con-
vergence rate and consistency. Nevertheless, using EAs is advanta-
geous in that: they are simple to use, robust, and capable of
tackling global optimisation. The methods can deal with a wide vari-
ety of design variable types as they operate using randomisation and
ll rights reserved.
sions of EAs usually called multiobjective evolutionary algorithms
[15–18] have recently gained more popularity and are attractive
due to their outstanding ability to explore a non-dominated (Pareto)
front within one optimisation run. However, their lack of search con-
sistency and low convergence rate are inevitable particularly for the
cases of large-scale design problems [5,6,14]. To enhance the search
performance of MOEAs, many researchers have combined MOEAs
with surrogate models [17,19–23]. This hybridisation approach is
said to be well-established and successfully implemented on various
real world applications that have expensive function evaluation.
On the other hand, since the weak and strong points of MOEAs
operators have been thoroughly investigated, their proper
combinations can also improve MOEAs performance [6,10,24].

This paper proposes a hybrid of evolutionary algorithms and
some efficient local search strategies for constrained multiobjec-
tive optimisation of trusses. The design problem is assigned to
optimise mass and compliance subject to stress constraints. The
multiobjective evolutionary algorithms used in this study include
unrestricted population-size EMO algorithm (UPS-EMOA) [24],
strength Pareto evolutionary algorithm (SPEA2) [25] and multiob-
jective particle swarm optimisation (MPSO) [26]. The approximate
gradient operator is presented and integrated into the MOEAs pro-
cedures leading to three hybrid optimisers. The proposed hybrid
strategies along with their original MOEAs are implemented on
shape and sizing design of 2D and 3D truss structures. The search
performance of the developed hybrid algorithms for constrained
multiobjective optimisation is compared with their original strat-
egy based upon the hypervolume indicator.

The paper is organised as follows. Section 2 gives the details of
MOEAs, approximate gradient operators and the hybrid algorithm.
Section 3 shows the numerical experiment and details the design

http://dx.doi.org/10.1016/j.compstruc.2012.04.015
mailto:sujbur@kku.ac.th
http://dx.doi.org/10.1016/j.compstruc.2012.04.015
http://www.sciencedirect.com/science/journal/00457949
http://www.elsevier.com/locate/compstruc
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test problems. Section 4 shows the result and discussions, and the
conclusion of this study is given in Section 5.

2. Integrating an approximate gradient into a MOEA procedure

For simplicity, a bi-objective design problem with inequality
and bound constraints is considered in this paper which can be ex-
pressed as:

min
x

ff1ðxÞ; f2ðxÞg
Subject to gjðxÞ 6 0 for j ¼ 1; . . . ;m

xl
6 x 6 xu

where x is a design vector sized n � 1, f1 and f2 are design objec-
tives, gj are inequality constraints, and xl and xu are lower and upper
bounds of x respectively.

MOEAs are said to be a well-established design technology. A
great number of MOEAs have been developed and proposed
[15–18,24–26] while practical engineering design problems have
been solved by those optimisers. These derivative-free algorithms
are popular due to some appealing advantages e.g. capability of
exploring a non-dominated front within one run.

Evolutionary algorithms or population-based methods are the
optimisation methods that search for optima based upon evolu-
tionary mechanisms and randomisation. The method starts with
a group of initial design solutions called a population and the pop-
ulation is then evolved, in some manner, generation to generation
until reaching the optimum. The use of a population-based method
for multiobjective optimisation can be achieved by combining it
with the non-dominated solution technique. The procedure starts
with an initial population and a bin for collecting non-dominated
solutions during the search process (it is named a Pareto archive).
The children are then created from performing evolutionary oper-
ations on the current population or parents. The non-dominated
solutions obtained from sorting the union set of the parents, chil-
dren and the non-dominated solution from the previous genera-
tion are then saved to the current Pareto archive. In case that the
archive is full (which is common for multiobjective evolutionary
search), some kind of Pareto archiving technique is activated to re-
move some unwanted non-dominated solutions. The procedure is
repeated until the maximum number of iterations is reached. The
general MOEA computational steps are shown as follows:
Algorithm 1 MOEA procedure.

Input: Population size, archive size, optimisation settings

Output: Non-dominated front (members in a Pareto

archive)

1: Initialise a population and Pareto archive.

2: Generate offspring from the parent points using evolu-

tionary operators.

3: Evaluate objective functions and constraints values.

4: Sort for non-dominated solutions of the combination of

parent points, offspring, and the members in the Pareto

archive.

5: Replace the members in the archive by non-dominated

solutions in step 4.

6: If the archive is full (except for the case of UPS-EMOA,

which has unrestricted archive size), an archiving tech-

nique is activated to remove some unwanted non-domi-

nated solutions from the Pareto archive.

7: Update the parents for the next generation (if required).

8: If a termination condition is not met, go to step 2. Other-

wise, stop the algorithm.
2.1. Approximate gradient
An approximate gradient is estimated from the members of a
population and their corresponding objective values [27,28]. The
approximate gradient is calculated exploiting the relation of a
directional derivative [29]. The directional derivative of a function
f in the direction of s at a point x in Rn space, denoted by df/ds, can
be approximated as:

uT
srf ¼ df

ds
� f ðxþ sÞ � f ðxÞ

s
ð1Þ

where us is a unit vector of s. Having the current population size NP,
P ¼ fx1; . . . ;xNPg, their corresponding objective values ff1; . . . ; fNpg,
the current best solution xbest , and its objective f best , the approxi-
mate gradient of f at the point xbest can be computed based on def-
inition (1) as [28]:

ðxbest � x1ÞT

..

.

ðxbest � xRÞT

2
664

3
775rf ¼ Arf ¼

ðf best � f1ÞT

..

.

ðf best � fRÞT

8>><
>>:

9>>=
>>; ¼ b ð2Þ

R individuals as the closest neighbours to xbest are chosen to
approximate the gradient. The value R is set to be greater than n
in order to prevent matrix singularity. Since the matrix A is not a
square matrix, Eq. (2) can be solved using the pseudo-inverse oper-
ation; thus, the approximate gradient is termed a pseudo-gradient
in [27]. Note that, in this paper, the system of linear Eq. (2) is
solved by means of the least squares technique (operator ‘‘n’’ in
MATLAB).For a single-objective unconstrained optimisation case,
the design variables can be updated based upon the steepest des-
cent method where the search direction is set to be s = �rf.

A solution extending from xbest along the search direction is
found as follows:

xnew ¼ xbest þ k � s ð3Þ

where k is a scalar parameter which can be found by performing a
line search or a one-dimensional optimiser.

Fig. 1a) shows the contour plot of a particular 2D objective func-
tion with five design points located randomly. The vectors shown
in Fig. 1b) are the descent directions from using the actual gradient
(the shortest vector) and approximate gradients. The approximate
gradients at the point xbest are computed using different sets of its
neighbours as {x1,x2}, {x1,x2,x3}, and {x1,x2,x3,x4}. It can be seen
that all the approximate gradients are acceptably accurate com-
pared to the actual vector.

In cases of constrained optimisation, the evaluation of a step
length k is more complicated as there are constraint boundaries
in the design problem. From the predecessor, it has been found
that in most cases the optimum of the constrained optimisation
of trusses is usually located at some constraint boundaries. There-
fore, in this study, we will use the approximate gradient as a des-
cent direction and the step length should lead to a new solution to
be located at a constraint boundary. For a particular constraint
function g, by using Taylor’s series expansion, the function value
of the new design solution xnew = xbest + ks can be approximated as:

gðxbest þ ksÞ � gðxbestÞ þ ksTrgjxbest

Since it is expected that the solution will land at the boundary, we
can have the relation

gðxbestÞ þ ksTrgjxbest ¼ 0

As a result, the step length value to approximately lead the new
solution to the boundary can be computed as:

k ¼ �gðxbestÞ
sTrgjxbest

ð4Þ
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Fig. 1a. Contour plot of a 2D objective function and some individuals.
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Fig. 1b. Search directions from an actual gradient and approximate gradients.
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Fig. 2 displays how the solution updating process in Eq. (4) works,
which is the case of feasible design solutions. In the figure, the con-
tour of an objective function and a constraint boundary are illus-
trated. The approximate gradient is computed from using three
neighbours of xbest as x1, x2 and x3. xnew1 is an updated solution
using the step length determination in (4) and the actual gradient
while xnew2 is a solution updated by using the approximate gradi-
ent. It can be seen that the updated solutions are located close to
but not exactly on the constraint boundary. In cases that there are
more design constraints which means many step lengths are ob-
tained, the shortest step length is chosen for updating.

In cases of infeasible design solutions, the gradient of the objec-
tive function alone may not lead an updated solution to the feasi-
ble region; as a result, the objective function f is modified using an
exterior penalty function technique such as:

f 0ðxÞ ¼ f ðxÞ þ C
Xm

i¼1

maxð0; g2
i ðxÞÞ ð5Þ

where C is a penalty parameter to be specified.In an EA search pro-
cedure, the above updating strategy is applied to only a few best
solutions in a population. For MOEA search, the best solutions are
selected from the Pareto archive while the clustering technique pre-
sented in [30] is employed if there are too many members in the ar-
chive. In order to achieve more accurate gradient approximation,
neighbour solutions for use in Eq. (2) should be spread throughout
the design space ensuring that xbest will always have adjacent
neighbours. For this requirement, a Latin hypercube sampling
(LHS) technique is herein used to generate sampling points
throughout the space at the initialisation stage while those design
points will be used for gradient estimation for every search gener-
ation. Apart from that, the search direction also needs to be modi-
fied using the weighted sum technique. For example, in cases of
bi-objective optimisation, the search direction can be obtained as

s ¼ �ðw1rf 01 þw2rf 02Þ ð6Þ

where w1 and w2 are two randomly generated numbers preserving
the condition w1 + w2 = 1, and f 0i is the penalised function value of fi.
The computational steps for producing some offspring from an
approximate gradient are detailed in Algorithm 2 where
N = {x1, . . . ,xN} is a matrix containing the neighbour solutions for
estimating gradients and A ¼ fx1; . . . ; xNAg is the Pareto archive ma-
trix. NA is the number of solutions in the archive, and NB� NP is the
number of selected non-dominated solutions for producing off-
spring C ¼ fxnew

1 ; . . . ; xnew
NB g using an approximate gradient operator

while NP is a population size.
Algorithm 2. Approximate gradient operator.

Input: neighbour solutions N ¼ fx1; . . . ;xNg, current Pareto

archive A ¼ fx1; . . . ;xNAg, and a parameter NB

Output: offspring C ¼ fxnew
1 ; . . . ;xnew

NB g
1: Apply the clustering technique to select NB best solu-

tions from A, B ¼ fxbest
1 ; . . . ;xbest

NB g
2: For i = 1 to NB

3: Find the closest R > n neighbours of xbest
i from the set N.

4: Approximate rf 01, rf 02, and rgj for xbest
i

5: Randomly generate w1 and w2, and find a search direc-

tion s using (6).

6: Find kj from gj, rgj, and s using Eq. (4). Then use the

minimum step length k = min(kj) to find xnew
i following

Eq. (3).

7: If xnew
i violates bound constraints, modify it to be inside

the bounds.

8: End For
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2.2. Hybrid MOEAs
The hybrid optimiser is achieved by integrating Algorithm 2
into Algorithm 1. The computational procedure for hybridisation
of the approximate gradient operator and the original MOEA algo-
rithm is detailed in Algorithm 3. The process starts with an initiali-
sation step of the original MOEA with an initial population, Pareto
archive, and neighbour matrix for computing an approximate gra-
dient. Initially, the neighbour design solutions and their function
values for computing an approximate gradient are created by using
LHS. Offspring are then created by using evolutionary operators.
The approximate gradient operator is then activated after having
non-dominated solutions. Afterwards, the new individuals pro-
duced from the evolutionary and approximate gradient operators,
and the non-dominated solutions from the previous generation
are put together and sorted for the non-dominated solutions. The
new non-dominated solutions are used to replace the members
in the archive from the previous generation. In cases that the num-
ber of non-dominated solutions exceeds the predefined archive
size, an archiving technique is used to remove some solutions from
the archive. The computational steps are repeated until the maxi-
mum number of function evaluations is reached.
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Algorithm 3. Hybrid MOEA.

Input: Population size (NP), archive size (NA), neighbouring

matrix size (N), parameter NB, optimisation settings

Output: Non-dominated front (Members in a Pareto

archive)

1: Create a neighbouring matrix N = {x1, . . . ,xN} using LHS

throughout the space xl
6 x 6 xu.

2: Initialise a population P(t) and a Pareto archive A(t). Set

a generation counter t = 0.

3: Generate offspring, Xoffspring, from the parent points,

P(t), using evolutionary operators.

4: Evaluate objective functions and constraints values.

5: Given that NF is the number of current non-dominated

solutions

5.1: If NF 6 NB

5.1.1: Generate NF offspring using Algorithm 2.

5.2: Else

5.2.1: Select NB non-dominated solutions using the clus-

tering technique.

5.2.2: Generate NB offspring using Algorithm 2.

6: Sort for non-dominated solutions of the combination of

offspring from 3 and 5, and the members in the Pareto

archive.

7: Replace the members in the archive by non-dominated

solutions in step 6.

8: If the archive is full (except for the case of UPS-EMOA,

which has unrestricted archive size), an archiving tech-

nique is activated to remove some unwanted non-domi-

nated solutions from the Pareto archive.

9: Set t = t + 1 update P(t) the parents for the next genera-

tion (if required).

10: If a termination condition is not met, go to step 3.

Otherwise, stop the algorithm.
3. Numerical experiment

In order to examine the search performance of the proposed hy-
brid algorithms, multiobjective optimisation problems of 2D and
3D truss structures with various design variables sizes are posed.
The test problems are set to minimise structural mass and compli-
ance subject to stress constraints, which are detailed as follows.

3.1. Case I: A 2D simple supported 37 bar truss

The truss structure is illustrated in Fig. 3 [3]. The structure is
subject to a vertical load �10kN at nodes 2, . . . ,10 where design
variables include all bar element cross-sectional areas and positions
in x and y directions of nodes 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 17,
18, 19, 20. The design variables are treated to be symmetric with re-
spect to the x axis. Material density and modulus of elasticity are
7971.810 kg/m3 and 210 GPa respectively. The allowable stress is
set to be 400 MPa. The constrained multiobjective optimisation
problem is posed to find structural shape and element sizes such
that minimising mass and compliance whereas constraints are set
to avoid structural failure due to applied stresses

min
x

ff1ðxÞ; f2ðxÞg

Subject to
jrmaxj 6 ry

1:77 6 Ai 6 113:09 cm2

� 0:45 6 Xi 6 0:45 m
� 0:45 6 Yi 6 0:45 m

where x ¼ fx1; . . . ; x37gT is a design vector, f1ðxÞ is structural mass,
f2ðxÞ is structural compliance, rmax is the maximum stress on the
structure, and Ai are cross-sectional areas of all bar elements. Xi

are the x-direction positions of all nodes except for node 1 and node
11 (changes in Xi are symmetric about the y axis). Yi are the y-direc-
tion positions of all nodes except for node 1 and node 11 (changes
in Yi are symmetric about the y axis).

3.2. Case II: a 2D 200 bar truss

The truss structure is illustrated in Fig. 4 [4,14]. The structure is
subject to a vertical load �45 kN at nodes 1, . . . ,6, 8, 10, 12,
14, . . . ,20, 22, 24, . . . ,75, and a horizontal load 4.5 kN at nodes 1,
6, 15, 20, 29, 34, 43, 48, 57, 62, and 71. Design variables include
cross-sectional areas of all bar elements, and position in y-direc-
tion of all nodes except for nodes 76 and 77. The design variables
are treated to be symmetric about the y axis. Material density
and modulus of elasticity are 7833 kg/m3 and 206.9 GPa respec-
tively while the allowable stress is 65.95 MPa. The constrained
multiobjective optimisation problem is posed to find structural
shape and size minimising mass and compliance subject to stress
constraints, which can be expressed as:

min
x

ff1ðxÞ; f2ðxÞg

Subject to
jrmaxj 6 ry

0:636 6 Ai 6 132:73 cm2

� 1:5 6 Yi 6 1:5 m for i < 71
� 7 6 Yi 6 1:5 m for 71 6 i 6 75

where x ¼ fx1; . . . ; x94gT is a design vector, f1ðxÞ is a function of
mass, f2ðxÞ is a function of compliance, rmax is maximum stress
on a structure, Ai are elements’ cross-sectional areas, and Yi are
the positions in y direction of node i. Positions of nodes on the same
level are assigned to one design variable.

3.3. Case III: a 3D dome 120 bar truss

The truss structure is illustrated in Figs. 5a and 5b [7,9,14]. The
structure is subject to a vertical load �10 kN at nodes 13, . . . ,36,



Fig. 3. A 2D simple supported 37 bar truss.

Fig. 4. A 2D 200 bar truss.

Fig. 5a. Top view of a 3D dome 120 bar truss.

Fig. 5b. Side view of a 3D dome 120 bar truss.
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�30 kN at nodes 37, . . . ,49, and �60kN at node 49. The design vari-
ables includes the cross-sectional areas of all elements, and the
z-direction positions of all nodes except for nodes 1, . . . ,12. Material
density and modulus of elasticity are set to be 7971.810 kg/m3 and
210 GPa respectively whereas the stress limit is 400 MPa. The con-
strained multiobjective optimisation problem can be expressed as:

min
x

ff1ðxÞ; f2ðxÞg

Subject to
jrmaxj 6 ry

1:77 6 Ai 6 132:73 cm2

� 1:5 6 Zi 6 1:5 m

where x ¼ fx1; . . . ; x123gT is a vector of design variables, f1ðxÞ is a
function of mass, f2ðxÞ is a function of compliance, rmax is maximum
stress on the structure, Ai are element cross-sectional areas, and Zi

are positions in the z direction of the selected nodes. Positions of
the nodes on the same level (Fig. 4b) are assigned to one design var-
iable. In practice, the sizes of the elements are set to be symmetric;
nevertheless, structural symmetry is not considered in this work
since we need a design problem with a large number of design vari-
ables as a MOEA performance test. The first design test problem is
said to be a small-scale problem as there are only 37 design vari-
ables while the others are considered as large-scale problems.

Three multiobjective evolutionary optimisers namely UPS-
EMOA, SPEA2, and MPSO along with their hybrid counterparts
(defines as Hybrid_UPS, Hybrid_SPEA2, and Hybrid_MPSO respec-
tively) are employed to tackle the test problems. The optimisation
settings for six optimisers are detailed as:

– UPS-EMOA using crossover probability, scaling factor, proba-
bility of choosing elements from offspring in crossover, min-
imum population size, and burst size as 0.7, 0.8, 0.5, 10, and
25 respectively.

– SPEA2 using real codes [17] with crossover and mutation
rates of 1.0 and 0.1 respectively.

– MPSO using the starting inertia weight, ending inertia
weight, cognitive learning factor, and social learning factor
as 0.5, 0.01, 0.5 and 0.5 respectively.

– Hybrid_UPS using UPS-EMOA parameters, and NB = 5. The
burst size for Case II and Case III is set to be 45 so as to reduce
the number of generations and consequently decrease com-
puting time.



Table 1
Total number of function evaluations used by original and hybrid
MOEAs for all design problems.

Design Problem Original MOEAs Hybrid versions

Case I 2250 1950
Case II 4750 4450
Case III 5500 4950

Table 2
Hypervolume comparison of all MOEAs for all test problems.

MOEAs Original version Hybrid version

UPS-
EMOA

SPEA2 MPSO UPS-
EMOA

SPEA2 MPSO

Case I Mean 0.8990 0.5711 0.2917 0.9435 0.8565 0.8049
STD 0.0514 0.1169 0.1337 0.0250 0.1154 0.1603
Max 1.0000 0.7827 0.5818 0.9845 0.9793 0.9279
Min 0.8042 0.3512 0.0000 0.8808 0.4228 0.2063

Case II Mean 0.9068 0.5067 0.2621 0.9730 0.8284 0.7193
STD 0.0325 0.1160 0.1304 0.0136 0.0898 0.1406
Max 0.9680 0.6932 0.5218 1.0000 0.9705 0.9345
Min 0.8243 0.2299 0.0000 0.9467 0.5889 0.4203

Case
III

Mean 0.4913 0.3334 0.1377 0.5726 0.3633 0.1855
STD 0.0972 0.0818 0.0714 0.2380 0.0815 0.1150
Max 0.6959 0.5120 0.2615 1.0000 0.5967 0.4345
Min 0.2941 0.1810 0.0000 0.2218 0.2475 0.0233
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Table 3
Average computing time of all MOEAs for all test problems.

MOEAs Case I (s) Case II (s) Case III (s)

UPS-EMOA 7.8720 171.4055 83.5322
SPEA2 7.8746 154.6294 59.3258
MPSO 8.9534 161.6332 72.2322
Hybrid_UPS 9.0340 151.4845 59.2062
Hybrid_SPEA2 8.5570 152.2235 58.1426
Hybrid_MPSO 8.6232 154.6392 60.7828
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– Hybrid_SPEA2 using SPEA2 parameters, and NB = 5.
– Hybrid_MPSO using MPSO parameters, and NB = 5.

The allowable Pareto archive size of SPEA2, MPSO, and their
hybrid versions are set to be 500. For all hybrid algorithms, the ini-
tial neighbouring matrix size is set to be 500 for Case I, 1000 for
Case II, and 1500 for Case III. Each optimisation method is used to
solve each design problem over 30 optimisation runs. SPEA2 and
MPSO use: population size of 30 and 75 iterations for Case I, popu-
lation size of 50 and 95 iterations for Case II, and population size of
50 and 110 iterations for Case III. UPS-EMOA uses different popula-
tion size and number of iterations but their search procedures are
terminated at the same maximum number of function evaluations
as SPEA2 and MPSO. The penalty parameter C in Eq. (5) is set to be
100. The hybrid versions are set to use lower total numbers of func-
tion evaluations as shown in Table 1 in order that all the optimisers
will take approximately equal running time for all design cases. The
total numbers of function evaluations for the three test problems
are limited so that we can see significant differences between
MOEAs with and without using the approximate gradients.
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
-2

-1.5

function evaluations

Hybrid-UPS
Hybrid-SPEA2
Hybrid-MPSO

Fig. 8. Search history for Case III.
4. Results and discussion

Having performed each optimiser to solve each test problem for
30 optimisation runs for all design cases, the comparative results
based on the hypervolume indicator are shown in Table 2. Note
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that those hypervolume values are normalised to ease comparison.
The higher hypervolume value the better the Pareto front. With 30
runs, the mean value of the front hypervolumes will be used to
measure the algorithms convergence rate while the standard devi-
ation represents the search consistency of the methods. This means
a method with lower hypervolume standard deviation (STD) has
better search consistency.

The comparative results show that all hybrid optimisers outper-
form their original versions for all design cases. Based on the
(1) 
f1=39.63 

f2=36548.52 

(3) 
f1=279.22 
f2=904.11 

(5) 
f1=2040.01 
f2=40.11 

(7) 
f1=2869.00 
f2=28.70 

(9) 
f1=4137.51 
f2=20.81 

Fig. 10. Truss structures accor
statistical t-test at 90% confident level, all the hybrid optimisers
are significantly superior to their original versions for all design
cases with the exception of SPEA2 for Case III in which the hybrid
SPEA2 is slightly better. The best original MOEA is UPS-EMOA
while the worst is MPSO. Similar conclusions can be made for
the hybrid versions using approximate gradients. For the measure
of search consistency based on the standard deviation of the front
hypervolume, it is somewhat inconclusive to indicate the most
consistent method although the hybrid UPS-EMOA has the lowest
hypervolume STD for the first two design problems. For Case I, the
best non-dominated front is produced by the original UPS-EMOA
while the hybrid UPS-EMOA produces the best fronts for the other
design problems. The worst fronts for all design test problems are
obtained from using the original MPSO.

It can be said that adding the approximate gradient operator
(Algorithm 3) to the main search procedures of the original MOEAs
help enhance the search performance of the original versions. The
hybrid UPS-EMOA is overall the best optimiser for all design test
problems. Among the original MOEAs, UPS-EMOA is the most pow-
erful method in dealing with this type of design problem as the re-
sults obtained from this method are far superior to the other
original MOEAs and it is only second to its hybrid counterpart.
The worst MOEA is MPSO; however, after integrating the approxi-
mate gradient operator to the algorithm, its search performance is
greatly improved for all design test problems.

The average computing time (every optimisation run is per-
formed using the same computer) of each method when solving
each design problem is given in Table 3. Note that the CPU time
of all hybrid methods includes the time of performing LHS. The
average computing times of the various optimisers are said to be
slightly different except for the computing time of UPS-EMOA for
Cases II and III. This is because the method has unrestricted Pareto
(2) 
f1=42.25 

f2=9364.69 

(4) 
f1=1415.97 
f2=78.58 

(6) 
f1=2392.07 
f2=33.01 

(8) 
f1=3394.43 
f2=26.01 

(10) 
f1=4515.28 
f2=19.60 

ding to the front in Fig. 9.



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

x 104

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2
x 106

1

2

3

4

5 6 7 8 9 10

f1=mass (kg)

f 2=c
om

pl
ia

nc
e

Pareto front of a 2D 200 bar truss

Fig. 11. Pareto front of a 2D 200 bar truss structure using Hybrid_UPS.

0 1 2 3 4 5 6 7

x 104

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2
x 104

1

2

3

4
5 6 7 8 9 10

f1=mass (kg)

f 2=c
om

pl
ia

nc
e

Pareto front of a 3D 120 bar truss

Fig. 13. Pareto front of 3D 120 bar truss structures using Hybrid_UPS.

122 N. Pholdee, S. Bureerat / Computers and Structures 106–107 (2012) 115–124
archive size which takes more memory and time when the archive
size is exceedingly large.

Fig. 6 displays the search history of the best run of the six algo-
rithms for Case I. The plots of hypervolumes of non-dominated
solutions against numbers of function evaluations are illustrated.
Fig. 7 shows the search history of the best run of the six algorithms
for Case II. Fig. 8 shows the search history of the best run of the six
algorithms for Case III. From the figures, it can be seen that the hy-
brid versions of all MOEAs converge to the Pareto fronts from the
early iterations. For the design Case I and Case II, the search pro-
cesses of the hybrid MOEAs show better convergence rate than
all original MOEAs from the beginning of the optimisation run.
As the searching process continues, the UPS-EMOA is the only
(1) 
f1=795.99 

f2=1804995.05 

(2) 
f1=1111.21 

f2=1596304.51 
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Fig. 12. Truss structures accord
original MOEA that still has non-dominated front improvement
similarly to the hybrid MOEAs. For the design Case III, the original
MOEAs and their hybrid versions speedily converge to the Pareto
fronts while the hybrid versions have better convergence rate. As
the procedure goes on for a while, the hybrid UPS-EMOA greatly
improves its non-dominated front and it is better than the origi-
nals. The hybrid UPS-EMOA gives the best results for all design
cases.

Fig. 9 shows the best Pareto front of Case I obtained from using
Hybrid_UPS. Some solution points are selected and the correspond-
ing truss structures are displayed in Fig. 10. The obtained struc-
tures have various shapes and element sizes. Fig. 11 shows the
best Pareto front of Case II obtained from using Hybrid_UPS. Some
.93 
3.09 

(4) 
f1=2563.29 

f2=497955.15 

(5) 
f1=18364.47 
f2=34366.44 

.87 
.08 
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(10) 
f1=89289.32 
f2=8115.02 

ing to the front in Fig. 11.
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solution points are selected and their corresponding truss struc-
tures are illustrated in Fig. 12. Similarly to the first case, the struc-
tures have various shapes and sizes. The best Pareto front of Case
III obtained from using Hybrid_UPS is plotted in Fig. 13. Some solu-
tion points are selected and the corresponding truss structures are
displayed in Fig. 14. The obtained structures are not symmetric
with respect to the z axis as all bar element cross-sectional areas
are assigned as design variables. However, in practice, structural
symmetry has to be taken into consideration.

5. Conclusions

A study of enhancing search performance of MOEAs was carried
out. During the search process of MOEAs, gradient vectors can be
estimated from already explored individuals without requiring di-
rect function derivative evaluations. The so-called approximate
gradient operator which exploits the search direction concept of
gradient-based optimisers is integrated into the main procedure
of the three MOEAs. The comparative results show that hybrid
MOEAs with the use of the approximate gradient operator outper-
form their original algorithms. UPS-EMOA is the best method
among the original MOEAs whereas MPSO is the worst performer.
However, when incorporating the approximate gradient into the
search procedures, its search performance can be compared to
the other methods. For the hybrid versions, the Hybrid of UPS-
EMOA is overall the best optimiser. The concept of approximate
gradients can not only be applied to multiobjective evolutionary
optimisers but it can also be implemented with single objective
evolutionary algorithms. The implementation of this concept on
other real world optimisation problems will be studied as future
work.
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1. Introduction

Trusses and frames are some of the most commonly used struc-
tures in daily life. Using such structures is said to be advantageous
since they are simple and inexpensive to construct. It can be
employed in many engineering purposes e.g. transmission towers,
wind turbine towers, communication towers, civil engineering
structures, and mechanical parts. Moreover, this type of structures
can be built in difficult-to-access areas. Design/optimisation of
trusses has been studied and researched worldwide. Throughout
its history, over thousand research and technical papers have been
published. For recent development, there have been efforts to
employ evolutionary algorithms (EAs) and meta-heuristics (MHs)
for truss optimisation problems. The most popular method is
genetic algorithm and its variants [1–4]. Other methods include
simulated annealing [5,6], particle swarm optimisation [7],
charged system search [8], ant colony algorithm [9], and bee
colony algorithm [10], etc. Mostly, the design problem is set for
mass minimisation with safety constraints under static loads.
Nevertheless, it has been recognised that practical design of trusses
requires multiple design objectives with static and dynamic design
criteria while only a handful of researchers focus on implementing
multiobjective evolutionary algorithms (MOEAs) for truss and
frame optimisation, e.g. [11,12]. If a multiobjective design problem
of trusses can be posed and tackled, it would be more beneficial to
this engineering research field.
ll rights reserved.
In structural optimisation, design variables can be categorised
into three groups as topology, shape and sizing variables. Topologi-
cal design variables determine an initial structural layout whereas
shape and sizing parameters give the shape and dimensions of struc-
tures respectively. Traditionally, a designer performs topological
optimisation at the first design phase to obtain an initial structural
configuration. The optimum shape and sizes of the structure are
then found in the later design stage. This is often called multi-stage
optimisation. Nevertheless, it has been found that the better design
process is to perform topology, shape, and sizing optimisation
simultaneously. This is easier said than done. The combination of
shape and sizing design may be easily carried out; however, when
combining topological variables to the design problem it is more dif-
ficult and complicated. However, such an integrated design ap-
proach can be attained and applied to both continuum [13] and
skeletal structures [12].

The applications of such integrated design concept for skeleton
structures (trusses and frames) have been studied for many years
with the use of both gradient-based and population-based optimis-
ers [4,14–17]. In the literature, design problems were mostly
limited to single objective. Objective functions usually include
structural weight, static and dynamic stiffness. Recent investiga-
tion [12] shows that the use of multiobjective evolutionary
algorithms for this type of design problem is possible and effective.
The work in [12] shows that multiobjective design of simple frames
with combined topology, shape, and sizing design variables is
achievable. The two best optimisers are real-code strength Pareto
evolutionary algorithm and binary-code population-based incre-
mental learning. However, the performance of these two methods

http://dx.doi.org/10.1016/j.compstruc.2011.08.010
mailto:sujbur@kku.ac.th
http://dx.doi.org/10.1016/j.compstruc.2011.08.010
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in dealing with large-scale practical design has not been studied
yet.

This work presents an approach to achieve simultaneous topol-
ogy, shape and sizing optimisation of a three-dimensional truss
structure. An optimisation problem is set to find structural layout,
shape, and bar diameters simultaneously such that optimising
multiple objective functions including mass, compliance, natural
frequencies, frequency response function, and force transmissibil-
ity. The Pareto optimal solutions are explored by using the two
best performer MOEAs from [12] i.e. SPEA2 and PBIL. Also, an effi-
cient archived multiobjective simulated annealing is employed to
solve the problem as the method has not been tested in the previ-
ous work. The results obtained from using the three optimisers are
illustrated and compared.
x

y 

z

Fig. 2. Ground elements for each tower level.

Table 1
Element connectivity and cross-sectional variables.

Elements as node
number connections

Cross-sectional areas

1–2 y1

3–4
2–3
4–1

1–5 y2

2–6
3–7
4–8

1–6 y3

3–8

2–5 y4

4–7

1–8 y5

3–6

4–5 y6

2–7
2. Encoding/decoding design variables

One of the main contributions of this work is the strategy for
encoding/decoding design variables. The design variables can be
encoded as binary or real parameters as we can eventually trans-
form them to be real numbers. Design variables in this paper are
said to be mixed integer/continuous. The tower height is set to
be H = 50-m with a square cross-sectional area. The tower is al-
lowed to have 10–20 tower levels. Fig. 1 displays 7 parameters
{s1, . . . ,s7} (with the value of s7 being fixed) that control the shape
of the tower. Having 7 input parameters, the tower can be shaped
by using an interpolation technique. The height of each tower level
can also be varied in which four parameters t1, t2, t3, and t4 are used
to compute the heights of the tower levels.

A tower topology can be obtained by using an adaptive ground
element approach. Fig. 2 shows the ground finite elements of a par-
ticular tower level. On each level, there are 8 nodal points, and 16
ground elements. Six design parameters are assigned as the cross-
sectional areas of those elements to maintain structural symmetry
as given in Table 1. The design variables for element cross-sections
will be rounded off to their nearest integers {1,2,3,4,5} and
decoded to be corresponding finite element properties as given
in Table 2 [15]. With the ground finite element approach, elements
having too small cross-sectional areas (a design variable rounded
off to be 1) are deleted from the structure. Although those
elements are removed from the structure, they are included in
the finite element model with small cross sectional area and Young
modulus value in order to prevent matrix singularity in structural
Fig. 1. Parameters for defining a tower shape.
finite element analysis. This is a means to define truss topology
and, at the same time, to define the elements’ cross-sectional areas.

In the decoding process, there are four groups of design variable
i.e. the first group determines the number of tower levels, the sec-
ond group gives the variables to control tower shape as displayed
in Fig. 1, the third group determines height distribution of tower
levels, and the last group represents ground elements’ cross-
sectional areas. In the last design variable group, on each tower
level, 6 design variables are assigned as the cross-sectional areas
of 16 ground elements.

The pseudo-code for design variables decoding is displayed in
Algorithm 1. The functions and parameters are defined as:

round(X) rounds a real number X to the nearest integer.
P = SplineInterp(X,Y) gives a piecewise polynomial form P by
means of cubic spline interpolation where X and Y are sets of
independent and dependent variables respectively.
Y = SplineEval(P,X) predicts the values of dependent variables Y
based on the input piecewise polynomial form P, and indepen-
dent variables X.
nlevel = the number of tower levels.
hi = the height of level i.



Table 2
Parameters for cross-sections of truss elements.

Integer Gross area (m2) Net area (m2) Radius of gyration (m) Young modulus (N/m2)

1 1 � 10�8 1 � 10�8 1 � 10�8 214 � 105

2 0.000581 0.000426 0.0118 214 � 109

3 0.00108 0.000837 0.0157 214 � 109

4 0.00232 0.001894 0.0236 214 � 109

5 0.01108 0.009448 0.0695 214 � 109
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Wi = the half width of level i.

Step 1 is used to assign the values of the parameters determin-
ing the number of tower levels, tower shape, and level height.
Steps 2–5 are used to compute the heights of the tower levels. Step
5 is activated to ensure that hi+1 > hi. Steps 6–8 are used for com-
puting the widths of the tower levels. Step 9 creates 4(nlevel + 1) no-
dal points from hi and wi. The nlevel loops of Steps 10–11 define
element connectivity of 16 ground elements for each level, and as-
sign the element properties based on Tables 1 and 2. Steps 12–14
determine element connectivity and properties of the 4 remaining
elements on the top of the tower.

As the maximum number of tower levels is set to be 20, the
maximum number of design variables x is 6(20) + 12 = 132. In
the optimisation process, if the decoded number of tower levels
is less than 20, only the first 6nlevel + 12 values of x are used for cre-
ating a finite element model of the tower. The output of Algorithm
1 is the required data for a finite element model.

Algorithm 1. Design variables decoding procedure

Input: x132�1

Output: Nodal points. Truss elements, elements properties
1. Set nlevel = round(x1), {s1, . . . ,s6} = {x2, . . . ,x7}, s7 = 2,

{t1, . . . , t4} = {x8, . . . ,x11}
2. Assign values: {Z1,Z2,Z3,Z4} = {0,H/3,2H/3,H}
3. Compute spline interpolation coefficients

P1 = SplineInterp({Z1, . . . ,Z4}, {t1, . . . , t4})
4. Determine {a1, . . . ,anlevel} = SplineEval(P1, {H/nlevel,

2H/nlevel, . . . ,H})

5. Compute hi ¼ H
Pi

j¼1aj=
Pnsection

j¼1 aj the heights of the tower
levels

6. Assign values: {Z1,Z2,Z3,Z4,Z5,Z6,Z7} = {0,H/6,2H/6,3H/
6,4H/6,5H/6,H}

7. Compute spline interpolation coefficients
P2 = SplineInterp({Z1, . . . ,Z7}, {s1, . . . ,s7})

8. Determine {w0, . . . ,wnlevel} = SplineEval(P2, {0,H/nlevel,
2H/nlevel, . . . ,H}) the half size of the tower levels

9. Determine 4(nlevel + 1) nodal points from {0,h1, . . . ,hnlevel}
and {w0, . . . ,wnlevel}

10. For i = 1 to nlevel

10.1. Assign element connectivity of 16 ground elements of
level i

10.2. Set {y6i�5, . . . ,y6i} = round({x11+6i�5, . . . ,x11+6i})
10.3. Assign elements properties based on Table 2

11. End For
12. Assign elements’ connectivity for the four element cross-

sections on the top of the tower
13. Set the integer for four element cross-sections on the top

y6nlevel+1 = round(x11+6nlevel+1) where y6nlevel+1 e {2,3,4,5}
14. Assign the elements properties according to Table 2
3. Design testing problems

A 3D truss tower is used for this study. Four testing problems
are posed to find the optimum tower shape, bar sizes, and topology
such that minimising two objective functions while satisfying de-
sign constraints. The integrated topology, shape, and sizing optimi-
sation problem can be expressed as:

min ½f1; f2�; ð11Þ
subject to rmax 6 rall;

ki 6 1;
106 roundðx1Þ6 20;
4 m6 xi 6 6 m; for i¼ 2; . . . ;7;
06 xi 6 1; for i¼ 8; . . . ;11;
roundðxiÞ 2 1;2;3;4;5; for i¼ 12; . . . ; 11þ 6roundðx1Þð Þ;
roundðxiÞ 2 2;3;4;5; for i¼ 12þ6roundðx1Þð Þ

where f1, f2 are objective functions:
rmax is the maximum stress on truss elements.
rall is an allowable stress to be defined.
ki is a buckling factor of each element (defined as the ratio of
applied load to critical load) and x is a vector of simultaneous
topology, shape, and sizing design variables.

The tower is subject to three static load cases where, for each
case, four point loads are applied at the top four nodes. For the first
load case, each point load has the magnitude of 1 � 104 N acting in
the x direction. The point loads of the second and third cases have
the magnitudes of 1 � 104 N, and 2 � 104 N acting in the y and z
directions, respectively. Elements’ weights are also included for
each load case. Tower elements are made up of material with
Young modulus E = 214 � 109 N/m2, density q = 7850 kg/m3, and
yield strength ryt = 360 � 106 N/m2. The factor of safety for calcu-
lating the allowable stress is set to be 1.5. In the assembly process
of a structural global stiffness matrix, Young modulus of elements
with the integer design variable ‘1’ is set to be E = 214 � 105 N/m2

as given in Table 2. This implies that elements that will be removed
from the ground elements have an insignificant effect on a struc-
tural stiffness matrix.

The four bi-objective design problems have the same con-
straints as shown in Eq. (11). The objective functions of each design
problems are given as follows:

� OPT1: f1 = structural mass, f2 = F1
Td1 + F2

Td2 + F3
Td3.

� OPT2: f1 = structural mass, f2 = x1 + x2 +x3.
� OPT3: f1 = structural mass, f2 = FRFCrest(x1) + FRFCrest(x2) +

FRFCrest(x3).
� OPT4: f1 = structural mass, f2 = FTCrest(x1) + FTCrest(x2) +

FTCrest(x3).
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All of the design problems have the structural weight as the first
design objective. The second objective of OPT1 is the total struc-
tural compliance due to the three load cases (F1, F2, and F3) where
di are the vector of structural displacements due to load case i. The
second objective of OPT2 is the summation of the first three natu-
ral frequencies of the structure.

The OPT3 and OPT4 problems deal with harmonic response
analysis. Fig. 3 displays the measure of harmonic response at the
rth degree of freedom due to the input harmonic excitation at
the sth degree of freedom of a particular structure. Harmonic re-
sponse analyses in this paper include frequency response function
and force transmissibility. All details of static and dynamic finite
element analyses as well as FRF and FT computation are given in
[12]. The function FRFCrest(xi) in OPT3 determines a FRF crest
parameter with respect to the natural frequency xi. The so-called
FRF crest parameter is shown in Fig. 4. In the figure, the frequency
interval is [x1 � Dx,x1 + Dx] where x1 is the first structural nat-
ural frequency. Such a parameter determines the shaded area of
this small frequency interval, which implies that a design process
attempts to reduce the peak amplitude of the first mode natural
frequency on the FRF graph. The function FTCrest(xi) for a FT crest
parameter used in OPT4 is defined in a similar manner.

The frequency response function herein is the point receptance
measured at one of the top nodes in the x direction. For FT, the har-
monic reaction at the bottom node in the z direction due to the
harmonic excitation at the top node in the x direction is measured.
This FT crest parameter is proposed to measure the force transmis-
sibility from the tower top in the horizontal direction to the tower
base in the vertical direction. Note that this is set for design dem-
onstration. In practice, the positions and directions of the excita-
tion force and response can be defined by a designer.
Fig. 3. Measurement of FRF.

0 5 10 15
10

-7

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

Frequency, ω

|Hrs|

ω Δω ω Δω

Fig. 4. FRF crest parameter.
For the multiobjective optimisers employed to tackle the prob-
lems, as SPEA [18] using real code, and PBIL [19,20] are the best
performers in [12], the two optimisers are chosen for this compar-
ative performance study. Also, AMOSA [21] one of the recently
developed efficient MOEAs is implemented in this test. AMOSA
search mechanism is based on a mutation operator. This means
that we use three kinds of MOEAs for solving the problems: the
crossover-based method (SPEA), mutation-based method (AMOSA)
and the estimation of distribution algorithm (PBIL). They are
implemented to solve the optimisation problems for ten runs for
each design problem with the population size of 200, and number
of generation as 300. The external Pareto archive size is set to be
200. The performance assessment is carried out by using the
hypervolume and generational distance indicators [22]. The non-
dominated sorting scheme proposed in [23] is used to deal with
constraints. The optimisation settings are as follows:

� SPEA: The real-code crossover and mutation operators are
detailed in [24]. The crossover and mutation probabilities are
set as 1.0 and 0.5 respectively.

� PBIL uses the mutation shift of 0.2 where the mutation proba-
bility is set to be 0.1. Each design variable is represented by
4 binary bits. The probability matrix contains 40 probability
vectors, which means one vector is used to produce 5 binary
design solutions. The archive technique is the normal line
method.

� AMOSA performs a simple downhill operator for the first 3 gen-
erations before entering the main procedure. In this paper, the
method uses real codes where a candidate is obtained by means
of mutation. The algorithm is terminated when the total num-
ber of function evaluations is equal to 200 � 300. The clustering
archive technique is activated to reduce the members in the
external archive size to be 200 if the number of members in
the archive exceeds 400.

4. Results

In comparing non-dominated fronts obtained from MOEAs,
based on the indicator definitions, the higher value of a hypervo-
lume indicates the better Pareto front whereas the lower value of
a generational distance means the more advanced front. In order
to have a reference front for computing the generational distance
for each design problem, all of design solutions from 3 � 10 runs
of the optimisers are put together. The non-dominated solutions
of them are set as the reference front of the design problem. The
hypervolumes and generational distance comparison is given in
Table 3. Note that those values are normalised to ease in compar-
ing. For each design problem, the average and standard deviation
of 10 hypervolumes and generational distances of each optimiser
Table 3
Hypervolume and generational distance comparison.

Hypervolume Generational distance

AVG STD AVG STD

OPT1 SPEA 0.8176 0.2008 0.0426 0.1348
PBIL 0.9393 0.0300 0.0014 0.0045
AMOSA 0.6020 0.2013 0.2944 0.4481

OPT2 SPEA 0.6453 0.1817 0.0083 0.0147
PBIL 0.8055 0.0696 0.0245 0.0260
AMOSA 0.4548 0.1985 0.3157 0.3007

OPT3 SPEA 0.9486 0.0235 0.0480 0.0378
PBIL 0.8840 0.0524 0.3425 0.3676
AMOSA 0.6632 0.1537 0.3012 0.2041

OPT4 SPEA 0.9767 0.0176 0.0295 0.0302
PBIL 0.7672 0.1189 0.3203 0.2628
AMOSA 0.8501 0.0743 0.3384 0.1609



Table 4
Average running time (min).

OPT1 OPT2 OPT3 OPT4

SPEA 60.89 141.67 178.00 358.88
PBIL 66.10 117.00 168.50 188.78
AMOSA 34.89 101.75 103.86 154.50
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are computed. The mean value is used to somewhat measure a
convergence rate whereas the standard deviation suggests search
consistency.

From the table, it can be seen that the best method for the first
design problem OPT1 is PBIL since the average value of front
hypervolumes produced by PBIL is the highest. It is also the most
consistent optimiser based on the HV standard deviation. Based
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on the GD, the best method is still PBIL. For the OPT2 design prob-
lem, the best performer considering both HV average and standard
deviation is PBIL while the best optimiser when considering GD is
SPEA. This implies that, on average, PBIL produces better front
extension whereas SPEA produces more advanced fronts [25]. For
the OPT3 and OPT4 design problems, SPEA is the best performer.

Table 4 shows the average computing time of each MOEA for
solving the design problems using a computer with 2 Qaud CPU
at 2.40 GHz and 2.99 GB of RAM. It can be seen that AMOSA spent
less computing time than the others. However, the computational
time will not be used for performance assessment since this is an
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offline optimisation process, which means the method that gives
the best results will be more important.

Overall, the best optimiser is SPEA using real codes while the
second best is PBIL. The optimiser that gives the worst perfor-
mance is AMOSA. Nevertheless, it should be noted that this com-
parative results are based on optimisation parameter settings for
each MOEA. It can be said that PBIL is better for an optimisation
problem with a static design criterion but when dealing with dy-
namic design criteria, SPEA is superior.

The best front (from the best run) of OPT1 obtained from using
SPEA is displayed in Fig. 5 where some selected design solutions
are highlighted. The truss towers corresponding to the selected de-
sign solutions in Fig. 5 are shown in Fig. 6. For OPT2, the best front
obtained from running PBIL is shown in Fig. 7 while the corre-
sponding selected structures are illustrated in Fig. 8. The best front
of OPT3 from SPEA is shown in Fig. 9 with 6 selected solutions
while the corresponding structures are illustrated in Fig. 10. For
the fourth testing problem OPT4, the best front obtained from
using SPEA is depicted in Fig. 11 whereas the associated structures
are illustrated in Fig. 12.

Figs. 13 and 14, respectively show the FRF and FT of solutions
number 1 in Figs. 6, 8, 10 and 12. The double logarithmic scale is
use on the y-axis so that the FRF and FT magnitudes from the
various towers can be visibly compared. From the figures, it can
be seen that the FRF magnitudes around the first three natural fre-
quencies of the solution from OPT3 is lower than those of the other
towers. The solution obtained from optimising OPT2 gives the
highest summation of the first three natural frequencies as ex-
pected. In Fig. 14, the design solution obtained from OPT4 is supe-
rior to the others when considering the effect of FT from the tower
top to its base. The comparison in these figures reasonably shows
that the use of MOEAs a can achieve optimum solutions corre-
sponding to the assigned design problems.

5. Conclusions and discussion

With the proposed numerical scheme for encoding/decoding
design variables and the use of MOEAs, complicated truss design
problems can be posed and tackled. The design criteria set in this
study may not be sufficient for some real world applications. How-
ever, design problems can be altered to have more design objec-
tives or different objectives. This is dependent on designer
decisions, while MOEAs can still be applied to solve the problems.

From the comparative results, it can be concluded that PBIL is
superior when optimising structural compliance (static stiffness)
while the SPEA method is better when optimising FRF and FT. In
cases of natural frequency maximisation or structural dynamic
stiffness maximisation, both PBIL and SPEA are said to be equally
good as one has a better HV and another has a better GD. The ob-
tained truss structure are said to be practical if further detailed de-
sign phase is performed. The proposed design approach can be a
powerful tool for truss and frame design. By using this design strat-
egy, various optimum structures for decision making can be ob-
tained within one optimisation run. Our future work will be the
development of a new efficient MOEA that suits for solving this
type of design problem. Extension of this design concept to other
types of truss and frame structures will also be studied.
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