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บทท่ี 1 

บทนํา 

 

 

 

ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

 

      A. Kananthai (1997)  มีบทบาทในทางคณิตศาสตรไทยเปนอยางมาก  ไดคิดคนตัว

ดําเนินการเชิงอนุพันธยอย (partial  differential  equation) ข้ึนมาใหม  โดยใหชื่อวาตัว

ดําเนินการไดมอนด (diamond  operator)  ซ่ึงมีบทบาทสําคัญมากในการหาผลเฉลย (solution) 

ของสมการเชิงอนุพันธยอย  ท่ีมีความสัมพันธกับตัวดําเนินการเชิงอนุพันธยอยท่ีมีอยูแลว ไดแก  ตัว

ดําเนินการลาปลาซ (Laplace  operator) และตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอรโบลิก 

 (ultra-hyperbolic  operator) โดยไดนิยามตัวดําเนินการไดมอนดดังนี้ 
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ซ่ึงพบความสัมพันธดังกลาวคือ 
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และ 
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เปนตัวดําเนินการลาปลาซและตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอรโบลิกตามลําดับ 

 ในสวนของตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอรโบลิกนั้น  S.E. Trione  ไดคนพบผลเฉลยมูลฐาน 

(elementary  solutions) ของตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอรโบลิกและในเวลาเดียวกัน  M.A. Tellez 

ไดแสดงใหเห็นวาการเกิดผลเฉลยของตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอรโบลิกนั้น  จะข้ึนอยูกับคาของ  

q,p  และ n วาเปนจํานวนคูหรือจํานวนค่ี  ในการคนพบผลเฉลยของตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอรโบ

ลิกเปนการขยายความรูของสมการคลื่นใหกวางขวางข้ึน 
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 ตอมา  A. Kananthai (2000) ไดศึกษาผลเฉลยมูลฐานของตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอร 

โบลิกท่ีอยูในรูป 
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r
C  เปนคาคงท่ี และ  เปนดิสตริบิวชันไดแรคเดลตา (Dirac- delta  distributions) 

และยังคนพบผลเฉลยของสมการในรูป 
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แปรเปลี่ยนไปตามคาของ k  และ  mดวย 

 ตอมาไมนานนัก  A. Kananthai   ก็ไดพัฒนาตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอรโบลิกและไดนิยาม

ตัวดําเนินการใหมเปน 
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โดยท่ี  k
c1  และ   k

c2 เปนตัวดําเนินการท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอรโบลิก  

 กระทําซํ้ากัน k ครั้งและไดศึกษาผลเฉลยมูลฐานของสมการ 
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c2
   xxu   

โดยท่ี   xu เปนฟงกชันไมทราบคา และ  x เปนดิสตริบิวชันไดแรคเดลตา  

และพบผลเฉลยมูลฐานของสมการ    k
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โดยท่ี   แทนผลประสาน (convolutions) ของสองฟงกชัน  xSH

k2 ,   xT H

k2
 ซ่ึงนิยามโดย   
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โดยท่ี    2
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1c และ  2c เปนคาคงตัวบวก 
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ในกรณีเฉพาะ  ถา   1p,1k     tx
1
 (time)  

1
c และ  

2
c เปน  velocity  จะทําให

คําตอบเปนผลเฉลยมูลฐานของคลื่นอิลาสติก (elastic  wave) 

ท่ีสําคัญ A. Kananthai (2000) ไดศึกษาผลประสานของสวนกลางไดมอนดของมารเคอ

ริสซ (diamond kernel of Marcel Riesz) ของสมการ 
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โดยท่ี r เปนจํานวนท่ีไมเปนลบและ mr   และยังศึกษาผลประสานของสมการ 
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เปนสวนกลางเชิงวงรีของมารเคอริสซ (elliptic kernel of Marcel Riesz) และ 
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เปนสวนกลางอัลตราไฮเพอรโบลิกของมารเคอริสซ (ultra-hyperbolic kernel of Marcel Riesz ) 

ตัวดําเนินการไดมอนดยังถูกพัฒนาโดย  G. Sritanratana  และ  A.  Kananthai  (2007) 

และไดพัฒนาตัวดําเนินการใหมท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการไดมอนดซ่ึงอยูในรูป 
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และ 
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โดยท่ี  k
c1

และ  k
c2

 เปนตัวดําเนินการท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการไดมอนด, nqp   เปนมิติของ

ปริภูมิยูคลิเดียน 1c และ  2c  เปนคาคงตัวบวก (positive  constant) และยังคนพบผลเฉลยมูลฐาน

ของสมการท่ีอยูในรูป 

              k
c1
   xxu   และ    k
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   xxu   

              k
c1
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c2
   xxu   

 นอกจากนี้  S. Bupasiri  และ  K. Nonlaopon (2010) ยังใชแนวคิดของรูปแบบสมการ 
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พัฒนารูปแบบของสมการใหมเปน 
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และประเภทของผลเฉลยของสมการจะข้ึนอยูกับคาของ  k  และ  m  
S. Bupasiri และ  K. Nonlaopon (2009)    ยังคนพบผลเฉลยแบบออนของสมการโดยใช 

แนวคิดของรูปแบบสมการ  
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 จากการศึกษาท่ีกลาวมาขางตน  ผลเฉลยของสมการลวนเปนผลประสาน(convolutions) 

ของดิสตริบิวชัน  นอกจากนี้  A. Kananthai  ก็ขยายไปศึกษาผลประสานของสวนกลางไดมอนด

ของมารเคอรริสซของสมการ 
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โดยท่ี r เปนจํานวนท่ีไมเปนลบและ mr   และยังศึกษาผลประสานของสมการ 
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ซ่ึงเปนผลเฉลยมูลฐานของสมการท่ีอยูในรูป 

 k    xxu   

โดยท่ี   k  เปนตัวดําเนินการไดมอนด กระทําซํ้ากัน k-ครั้ง 
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เปนสวนกลางเชิงวงรีของมารเคอริสซ และ 

 
  





















 x,

x,0

m2K

V
xR

n

2/)nm2(

m2
 

เปนสวนกลางอัลตราไฮเพอรโบลิก (ultra-hyperbolic kernel) ของมารเคอริสซ 

 ในการวิจัยครั้งนี้จึงเปนการศึกษาผลประสานของดิสตริบิวชันของผลเฉลยมูลฐานท่ีเกิดจาก

ตัวดําเนินการ  k
c ท่ีสัมพันธกับสวนกลางไดมอนดของมาเคอริสซของสมการท่ีอยูในรูป 
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      k
c    xxu   

และยังขยายแนวคิดไปศึกษาอินเวอรส (inverst) ของผลเฉลยดังกลาวในพีชคณิตผลประสาน 

(convolution algebra) อีกดวย 

 นอกจากนี้ยังหาผลคูณแฟมิลี่ของดิสตริบิวชันท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการ  k
c โดยจะศึกษา

สมบัติของผลประสานของดิสตริบิวชัน 
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วัตถุประสงคของการวิจัย   

 1. หาความสัมพันธสวนกลางไดมอนดของมารเคอริสซ 

2. ศึกษาผลประสานของผลคูณของแฟมิลี่ของดิสตริบิวชันท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการ   k
c  

3. หาอินเวอรสของสวนกลางของ       xRxSxT
c,c,c,m 

 ท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการ 

 k
c     

 

 ขอบเขตของการวิจัย 

           ศึกษาผลประสานของดิสตริบิวชันของผลเฉลยมูลฐานท่ีเกิดจากสมการ   
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เปนตัวดําเนินการท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการไดมอนด  กระทําซํ้ากัน k ครั้ง  nqp   เปนมิติของ

ปริภูมิยูคลิเดียน   xu  เปนฟงกชันไมทราบคา และ  x  เปนดิสตริบิวชันไดแรคเดลตา  

  

ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับจากการวิจัย 

          1  ไดองคความรูและทฤษฎีใหมๆท่ีเก่ียวกับผลประสานของดิสตริบิวชันและนําไปใชเก่ียวกับ

สมการเชิงอนุพันธยอย 

 2  การนําไปประยุกตใชในแขนงวิชาทฤษฎีดิสตริบิวชัน  ทฤษฎีตัวดําเนินการและสมการเชิง

อนุพันธยอย 

 3  เปนการเผยแพรผลงานวิจัยทางคณิตศาสตรเพ่ือตีพิมพในระดับนานาชาติและนําไปใช

ประโยชนอยางตอเนื่อง 
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บทท่ี 2 

เอกสารและงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 

 

 

 

            ฟงกชันตอเนื่องเชิงเสนบนปริภูมิของฟงกชันคาทดสอบ  จะเรียกวา  ดิสตริบิวชัน ซ่ึงในทาง

ฟสิกสแลว  ฟงกชันไดแรคเดลตาถือวาเปนดิสตริบิวชันท่ีมีความสําคัญมาก   

  (P.K. Ram. 1998 )   ไดนิยามคุณสมบัติฟงกชันไดแรคเดลตาดังตอไปนี้ 

       0x  สําหรับ x  

และมีสูตรท่ัวไปคือ 

     

     




fdxxfx  

 

 

โดยท่ี   xf เปนฟงกชันปรับเรียบ (sufficiently  smooth)  ทําใหมีนักคณิตศาสตรไดคิดคนทฤษฎีท่ี

สัมพันธกับดิสตริบิวชันไดแรคเดลตา  และตัวดําเนินการเชิงอนุพันธยอยเปนจํานวนมาก  ตัว

ดําเนินการเชิงอนุพันธยอยท่ีรูจักและคุนเคยกันอยูแลว  ไดแก  ตัวดําเนินการลาปลาซ นิยามโดย 
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
 




n

1i
2

i

2

x
 

ตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอรโบลิกนิยามโดย 

      


























 





qp

1pj
2

j

2p

1i
2

i

2

xx
 

เม่ือ  nqp  โดยท่ี n เปนมิติของปริภูมิ  nR  

 

บทนิยามและความรูพ้ืนฐาน 

 1. ฟงกชันคาทดสอบ (test  functions) 

  กําหนดให nR  เปนปริภูมิ  n มิติซ่ึงระบบคารทีเซียนของพิกัดของจุด  P  

จะเขียนแทนดวย   
n1

x,...,xx   และระยะทาง r ของ  P  จากจุดกําเนิดคือ  

  2/12

n

2

1
xxxr   ให  k  เปน n อันดับ (n-tuple) ของจํานวนท่ีไมเปนลบซ่ึง  

 
n1

k,...,kk  ซ่ึงเรียก k วา มัลติอิลเด็กซ (multiindex)  ของอันดับ  n  จะไดวา 

    
n1

kkk  ,  n21 k

n

k

2

k

1

k xxxx   

และ 

   k

n

k

1k

n

k

2

k

1

kk

k

n

k

2

k

1

k

k DD
xxxxxx

D 1

n21

n1

n21














 

โดยท่ี  n,...,2,1j,x/D
jj
  

ตัวอยาง 1.1 

 สําหรับใน  3R  ซ่ึง   4,0,3k   จะไดวา 

     4

3

3

14

3

3

1

7

k DD
xx

D 



  

บทนิยาม 1.1  

 ซัพพอรต (supports) ของฟงกชัน  xf คือโคลสเซอร (closure) ของเซตของจุด  x

ท้ังหมดซ่ึง   0xf  ซัพพอรต (supports) ของฟงกชัน  xf  จะเขียนแทนดวย  supp f  

ตัวอยาง 1.2 

 สําหรับ    xsinxf   , Rx  supp f ประกอบดวยเสนจํานวนจริงท้ังหมด ท่ีลากผาน  

0xsin   เม่ือ   nx  

บทนิยาม 1.2 
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 ถา  supp f เปนเซตท่ีมีขอบเขต (bounded  set) แลว  f จะกลาววามีซัพพอรตกระชับ 

(compact  support) 

 ตอไปจะเปนความรูพ้ืนฐานในการนิยามฟงกชันวางนัยท่ัวไป (generalized  function)  

พิจารณาปริภูมิ D ท่ีประกอบดวยฟงกชันคาจริง     
n1

x,...,xx  ซ่ึงประกอบดวยขอความ

เหลานี้ 

(1)  x เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดอนันตครั้งนิยามท่ีทุกๆจุดใน nR  ฟงกชันท่ีวาจะเขียนแทนดวย 
C  

(2)  จะมีจํานวน  A ท่ี    0x  สําหรับ  Ar   หมายความวา  x  มีซัพพอรตกระชับ  จะ

เรียก   x  วาฟงกชันคาทดสอบ (test  function) 

 

 ตัวอยาง 1.3 

  ซัพพอรตของฟงกชัน 

     























x1,0

1x0,x1

0x1,1x

1x,0

xf  

คือ   1,1  

บทนิยาม 1.3 

 ปริภูมิชวารท (Schwartz space) ของฟงกชัน  S บน  nR  คือปริภูมิฟงกชัน 

        


 ,,f|RCfRS
,

nn
 

โดยท่ี  nRC

 เปนเซตของฟงกชันปรับเรียบ (smooth  function) จากเซตของจํานวนเชิงซอน  C  

ไปยัง  C  และ     





 fDxf

,  

โดยท่ี  
 เปน supremum  norm 

 

 

2. ดิสตริบิวชัน (distribution) 

บทนิยาม 2.1 

 ฟงกชันเชิงเสน (linear function) t บนปริภูมิ  D ของฟงกชันคาทดสอบ คือการดําเนินการ

ท่ีทุกๆฟงกชันคาทดสอบ  x  ซ่ึงเขียนแทนดวย ,t ซ่ึง 

     
22112211

,tc,tccc,t   
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สําหรับฟงกชันคาทดสอบ 
1

 และ  
2

  และจํานวนจริง 
21

c,c  

 ในทางฟสิกสจะมีปญหามากมายซ่ึงตองใชความรูเรื่องฟงกชันไดแรคเดลตา ซ่ึงมีสมบัติ

ดังตอไปนี้ 

         x,0x  

      









ba,1

b,a,0
dxx

b

a

 

 

และ         




fdxxfx  

บทนิยาม 2.2 

 ฟงกชันตอเนื่องเชิงเสน (continuous  linear  function ) บนปริภูมิ D ของฟงกชันคา

ทดสอบจะเรียกวา  ดิสตริบิวชัน 

 

 ตัวอยาง 2.1  ดิสตริบิวชันเฮฟวิไซด (Heaviside distribution) ใน  nR  คือ  

  dxx,H
R

R   

โดยท่ี  

 









Rx,0

Rx,1
xH

R
 

 ตัวอยาง 2.2  ดิสตริบิวชันไดแรคเดลตาใน nR  คือ 

      x,x  

สําหรับ  เปนจุดตรึง (fix  point)ใน  nR  

 

 

บทนิยาม 2.3 

 ดิสตริบิวชัน Eจะกลาววาเปนผลเฉลยมูลฐานของตัวดําเนินการเชิงอนุพันธยอย  L  ถา 

LE  
3. ฟงกชันแกมมา (gamma  function) 

บทนิยาม 3.1 

 ฟงกชันแกมมาเขียนแทนดวย   ซ่ึงนิยามโดย 

  dttez
0

1zt




  
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โดยท่ี z เปนจํานวนเชิงซอนท่ี  0)zRe(   

ประพจน 3.1   กําหนดให  z เปนจํานวนเชิงซอน จะไดวา 

  (1)    1z1zz        ,...2,1,0z   

  (2)    
zsin

z1z



   ,...2,1,0z   

  (3)    z22
2

1
zz z21 








 

    ,...2,1,0z   

4. สมบัติของผลประสาน (convolution) ของดิสตริบิวชัน 

 

บทนิยาม 4.1 

 ผลประสานของ  gf   ของ   tf  และ   tg  ใน nR  นิยามโดย 

   




 dtgfgf  

 ตัวอยาง 4.1 

   




 dtgfgf  

และ 

 





 




0

2
t0,tsin

tg  

เนื่องจาก 

   




 dtgfgf  

จะไดวา 

 

 

































t

2
t

t

t

0

t

0t,0

2
t,dtsinl

2
t0,dtsinl

gf  

 สมบัติขอท่ี 1 

stts    (สมบัติการสลับท่ีของดิสตริบิวชัน) 

 สมบัติขอท่ี 2 
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)ut(su)ts(   (สมบัติการเปล่ียนกลุมของดิสตริบิวชัน) 

 

ประพจน 4.1   ถา ts  หาคาได  จะไดวา    tsDk  และ  tDs k  หาคาได และ 

  tsDk  =   tsDk  tDs k  

ถา L  เปนตัวดําเนินการเชิงอนุพันธยอยจะไดวา 

  tsL  =    tsL  tLs  

บทนิยาม 4.2  ให   n

n1
R,...,xxx   และ 

2

qp

2

1p

2

p

2

2

2

1

2 xx)xxx(cu


 , nqp   

กําหนด   0u,0x:Rx
1

n 


 เปนอาณาบริเวณภายในของกรวยเปด  และ   แทน

โคลซเซอรของฟงกชัน   สําหรบัจํานวนเชิงซอน  ใดๆ นิยามฟงกชัน 

      
 

 

 





















x,0

x,
K

u

uR n

2/n

c,   (2.1) 

เม่ือ  
n

K  เปนคาคงตัว ซ่ึง 

 
         

     2/p2/p2

2/12/n2
K

2/1n

n







. (2.2) 

 

ให    
uR

c,
, เม่ือ  supp   uR

c,
  เปนซัพพอรตของ  uR

c,
  นําเสนอโดย  

(Nozaki. 1964:72) และจะเรียก ฟงกชัน 
1,

R


วา สวนกลางอัลตราไฮเพอรโบลิกของมารเคอริสซ  

 uR
1,

 เปนฟงกชันธรรมดา ถา   nRe   และเปนดิสตริบิวชันของ  ถา    nRe   

บทนิยาม 4.3   ให   n

n1
R,...,xxx  และ  

2

qp

2

1p

2

p

2

2

2

1

2 xx)xxx(cv


   เม่ือ nqp  .    

สําหรับจํานวนเชิงซอน  ใดๆ  นิยามฟงกชัน  

     
 

 2/

v

2

n
2vS

2/n

2/n

c,









 







.  (2.3) 

 vS
c,

 จะเรียกวา  สวนกลางเชิงวงรีของมารเคอริสซ   vS
c,

 เปนฟงกชันธรรมดาถา 

  nRe   และเปนดิสตริบิวชันของ   ถา   nRe   

 

งานวิจัยท่ีเก่ียวของ 



12 

 

   (A.  Kananthai. 1999)  ไดศึกษาผลเฉลยมูลฐานของสมการอยูในรูปของ 

      k
c1
 k

c2
   xxu   

จะไดวา   

          xTxSxu H
k

H
k 22   

 

เปนผลเฉลยมูลฐาน  โดยท่ี * แทนผลประสานของ   xSH

k2
 และ   xTH

k2
 ตามลําดับ  นอกจากนี้ยัง

พบวา  ถา 1,1  pk    tx 1 (time)  1c และ  2c เปน  velocity  จะไดผลเฉลยมูลฐานของสมการ

คลื่นอิลาสติก (elastic  wave)  อันดับ  4  เม่ือ 

      
  





















 x,

x,0

k2K

V
xS

n

2/)nk2(

H

k2
 

โดยท่ี    2

qp

2

qp

2

1p

2

p

2

1

2

1
xxxxxcV


 , 

  2

qp

2

qp

2

1p

2

p

2

1

2

2
xxxxxcW


  

1c และ  2c เปนคาคงตัวบวก 

 (G. Sritanratana  และ  A.  Kananthai. 2004) ไดศึกษาผลเฉลยของสมการ 

      k
c1

k
c2

  fxu   x ,  1
1

k
c  k

c2
 k

c2
 xu  

โดยท่ี   k
c1

k
c2

เปนผลคูณของตัวดําเนินการท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการไดมอนด  กระทําซํ้ากัน k

ครั้ง  นิยามโดย 

    

k
qp

pj j

p

i i

k
c

xxc




















































 





2

1
2

2
2

1
2

2

4
1

1
1

 

และ 

    

k
qp

pj j

p

i i

k
c

xxc




















































 





2

1
2

2
2

1
2

2

4
2

1
2

 

โดยท่ี  
1

c และ  
2

c เปนคาคงตัวบวก,   k เปนจํานวนท่ีไมเปนลบ, nqp  เปนมิติของปริภูมิยู 

คลิเดียน   n

n1
Rx,...,xx    xu เปนฟงกชันไมทราบคา  และ f  x ,  1

1

k
c  k

c2
 k

c2
 xu  

เปนฟงกชันท่ีกําหนด   เราพบวา   xu  ของสมการจะแปรเปลี่ยนตามเง่ือนไขของ  f  และ  

 1
1

k
c  k

c2
 k

c2
 xu  ในกรณีเฉพาะ   xu  ยังสัมพันธกับสมการคลื่นอิลาสติกซ่ึงข้ึนอยูกับคาของ 

q,p  และ  k  
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 ( A.  Kananthai. 2001) ศึกษาผลเฉลยมูลฐานของสมการ   k    xfxu   ซ่ึงสัมพันธกับ

สมการคลื่น โดยท่ี   k เปนตัวดําเนินการไดมอนด กระทําซํ้ากัน  k ครั้ง  นิยามโดย 

    

k
qp

pj j

p

i i

k

xx




















































 





2

1
2

2
2

1
2

2

 

 

โดยท่ี  nqp  เปนมิติของปริภูมิยูคลิเดียน    n
n Rxxx  ,...,1  k เปนจํานวนท่ีไมเปนลบ   xu

เปนฟงกชันไมทราบคา  และ   xf เปนฟงกชันวางนัยท่ัวไป  จะพบวา   xu เปลี่ยนไปตามเง่ือนไข

ของ  p  และ  q  นอกจากนี้ผลเฉลยยังสัมพันธกับสมการลาปลาซและสมการคลื่น 

 K. Nonlaopon  และ  A. Kananthai  ไดศึกษาคุณสมบัติของสวนกลาง (kernel) ของตัว

ดําเนินการท่ีสัมพันธกับสมการความรอน (heat equations) และสมการคลื่น (wave equations) 

ซ่ึงตัวดําเนินการท่ีสัมพันธกับสมการความรอนอยูในรูป 

    

     t,xuc
t

t,xu k2 



 

 ภายใตเง่ือนไขเริ่มตน     xf0,xu 
     

  n
n Rxxx  ,...,1   เปนปริภูมิยูคลิเดียนมิติท่ี 

n  f เปนฟงกชันตอเนื่อง    ,0t  และ  k  เปนจํานวนเต็มบวก 

 M.A. Telleze และ  A. Kananthai  ไดศึกษาแฟมิลี่ของดิสตริบิวชัน  ,
K   ท่ีสัมพันธกับ

ตัวดําเนินการไดมอนดและยังศึกษาคุณสมบัติของ  // ,,
KK


  

 K. Nonlaopon  และ A. Kananthai  ไดศึกษาสวนกลางความรอนของอัลตราไฮเพอรโบ

ลิกท่ีสัมพันธกับสเปกตรัม ซ่ึงสมการอยูในรูป 

    

  2c
t

t,xu





  t,xuk  

 ภายใตเง่ือนไขเริ่มตน     xf0,xu 
     

  n
n Rxxx  ,...,1   เปนปริภูมิยูคลิเดียนมิติท่ี 

n  f เปนฟงกชันตอเนื่อง    ,0t  และ  k  เปนจํานวนเต็มบวก 

 (H. Yildirim, M.Z. Sarikaya  และ  S. Ozturk. 2004)  ไดคนพบตัวดําเนินการใหมซ่ึงใช

แนวคิดของการคนพบตัวดําเนินการไดมอนด  โดยใหชื่อวา  ตัวดําเนินการเบสเซลไดมอนด (Bessel 

diamond operators) ซ่ึงไดแสดงวาสมการ 

        



m

0r
r

k

B
Cxu  r

B  x  

มีผลเฉลยท่ีแตกตางกันข้ึนอยูกับคาของ  q,p และ n  

 (S. Bupasiri และ  K.  Nonlaopon. 2010) ยังอาศัยแนวคิดของสมการท่ีอยูในรูปแบบ 

      k   



m

r
rCxu

0

  r  x  
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พัฒนาและศึกษาโดยนิยามตัวดําเนินการท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการไดมอนดและศึกษาสมการท่ีอยูใน

รูป 

        



m

0r
r

k

c
Cxu  r

c
r  x  

(A. Kananthai. 1998)   ไดศึกษาผลประสานของสวนกลางไดมอนดของมารเคอริสซของ

สมการ 

     xTxTxT
rrmm




 
โดยท่ี r เปนจํานวนท่ีไมเปนลบและ mr   และยังศึกษาผลประสานของสมการ 

          xTxTxTxT
m

1

m

1

mm
 

เม่ือ               ,...2,1,0m,xRxS1xT
m2m2

m

m
  

โดยท่ี      
 m

|x|

2

m2n
2xS

nm2

2/nm2

m2









 




  

เปนสวนกลางเชิงวงรี (elliptic) ของมารเคอริสซ และ 

 
  





















 x,

x,0

m2K

V
xR

n

2/)nm2(

m2
 

เปนสวนกลางอัลตราไฮเพอรโบลิกของมารเคอริสซ 

 (S. Bupasiri  และ  K.  Nonlaopon. 2009)  ยังคนพบผลเฉลยแบบออนของสมการเชิง

ประกอบท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอรโบลิก  ซ่ึงสมการอยูในรูป 




m

r

rC
0

 r
c    xfxu    

โดยท่ี  
r
c เปนตัวดําเนินการท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอรโบลิก กระทําซํ้ากัน r ครั้ง  

 xu เปนฟงกชันไมทราบคา     xf เปนฟงกชันวางนัยท่ัวไป   

จะไดวา                   1*H

c,2

H

c,0m

H

c,m2
xRxwxRCxRxfxu


  

  

เปนผลเฉลยแบบออนของสมการ
   



m

r

rC
0

 r
c    xfxu    

 (S. Bupasiri. 2010)   ยังคนพบผลเฉลยแบบออนของสมการเชิงประกอบลาปลาซ  ซ่ึง

สมการอยูในรูป 

 


m

r

rC
0

 r    xfxu    
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โดยท่ี   r เปนตัวดําเนินการลาปลาซ กระทําซํ้ากัน r ครั้ง   xu เปนฟงกชันไมทราบคา     xf

เปนฟงกชันวางนัยท่ัวไป  

จะไดวา                     1*e

2

e

0m

me

m2
xRxwxRC1xRxfxu





   

เปนผลเฉลยแบบออนของสมการ 


m

r

rC
0

 r    xfxu   

(S. Bupasiri. 2010)  สมการเชิงประกอบท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการลาปลาซ  ซ่ึงสมการอยู

ในรูป 

 


m

r

rC
0

 r
c    xfxu    

โดยท่ี  
r
c เปนตัวดําเนินการท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการลาปลาซ กระทําซํ้ากัน r ครั้ง   xu เปน

ฟงกชันไมทราบคา     xf เปนฟงกชันวางนัยท่ัวไป  

จะไดวา  

                    1*e

c,2

e

c,0m

me

c,m2
xRxwxRC1xRxfxu



  
  

เปนผลเฉลยแบบออนของสมการ 


m

r

rC
0

 r
c    xfxu    

จากการศึกษาท่ีกลาวมาขางตน  ผลเฉลยของสมการลวนเปนผลประสาน(convolutions) 

ของดิสตริบิวชัน  นอกจากนี้  A. Kananthai  ก็ขยายไปศึกษาผลประสานของสวนกลางไดมอนด

ของมารเคอรริสซของสมการ 

     xTxTxT
rrmm




 
โดยท่ี r เปนจํานวนท่ีไมเปนลบและ mr   และยังศึกษาผลประสานของสมการ 

          xTxTxTxT
m

1

m

1

mm
 

เม่ือ              ,...2,1,0m,xRxS1xT
m2m2

m

m
  

ซ่ึงเปนผลเฉลยมูลฐานของสมการท่ีอยูในรูป 

 k    xxu   

โดยท่ี   k  เปนตัวดําเนินการไดมอนด กระทําซํ้ากัน k-ครั้ง 

โดยท่ี      
 m

|x|

2

m2n
2xS

nm2

2/nm2

m2









 




  

 

เปนสวนกลางเชิงวงรีของมารเคอริสซ และ 



16 

 

 
  





















 x,

x,0

m2K

V
xR

n

2/)nm2(

m2
 

เปนสวนกลางอัลตราไฮเพอรโบลิกของมารเคอริสซ 
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บทท่ี 3 

วิธีดําเนินการวิจัย 

 

 

 

 การวิจัยในครั้งนี้  เปนการสรางทฤษฎีบทการหาผลประสานของดิสตริบิวชันท่ีสัมพันธกับ

สวนกลางไดมอนดของมารเคอริสซ 

 

 ข้ันตอนดําเนินการวิจัย 

1.   ศึกษาความรูพ้ืนฐานเก่ียวกับการนิยามและทฤษฎีบทตาง ๆท่ีเก่ียวของผลประสานของ 

ดิสตริบิวชัน 

 2.   คนควาหาเอกสารบทความวิจัย  ตํารา  และ เอกสารสิ่งพิมพท่ีเก่ียวของกับงานวิจัยท่ี

กําลังดําเนินการวิจัยอยูจาก แหลงขอมูลตางๆ ท้ังในฐานขอมูลระดับชาติหรือนานาชาติ 

 3.  โดยการอาศัยความรูพ้ืนฐานท่ีไดจากการศึกษาตามระเบียบวิธีตามขอ 1 – 2 และ

ประสบการณท่ีไดจากการแลกเปลี่ยนความคิดเห็นและปรึกษากับนักวิจัยท่ีปรึกษาและนักวิจัยชาว

ตางประเทศท่ีมีความเชี่ยวชาญ ในทฤษฎีดิสตริบิวชันและหาแนวทางในการคิดคนทฤษฎีใหมๆท่ี

เก่ียวกับผลประสานของดิสตริบิวชัน 

          4.   สรางและพิสูจนทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาผลประสานท่ีเปนผลเฉลยมูลฐานของสมการ 

       k
c    xxu   

 5. สรางและพิสูจนทฤษฎีเก่ียวกับการหาอินเวอรสของสวนกลางของ  

     xRxSxT
c,c,c,m 

  ท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการ  k
c    

 6.  สรุปผล เตรียมเอกสารสําหรับการตีพิมพ และเขียนรายงานการวิจัย 

 

 

 ตอไปจะเปนเครื่องมือท่ีจําเปนสําหรับการสรางทฤษฎีบทการหาผลประสานของดิสตริบิวชันท่ี

สัมพันธกับสวนกลางไดมอนดของมารเคอริสซ ไดแก  บทตั้ง (lemma) ตางๆดังนี้ 
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บทตั้งท่ีเก่ียวของกับการพิสูจน 

 

บทตั้ง  1  ฟงกชัน  )x(S c,  และ )x(R c, ท่ีนิยามในสมการ ( 2.3 )  และ ( 2.1 ) เปนดิสตริบิวชัน

เอกพันธอันดับ )n(  และเปนดิสตริบิวชันเทมเพอร  สําหรับ n)Re(   

พิสูจน เนื่องจาก )x(S c,  และ )x(R c, สอดคลองกับสมการออยเลอร 

นั่นคือ 








n

1i
c,

i

ic,
)x(R

x
x)x(R)n(  

และ  
 






n

1i c,

i

ic, )x(S
x

x)x(S)n(  

ดังนั้น )x(S c,  และ )x(R c, เปนดิสตริบิวชันเอกพันธอันดับ )n(   

และโดย ( Donoghue. 1969:154-155 ) ไดแสดงวาทุกๆเปนดิสตริบิวชันเอกพันธจะเปน

เทมเพอรดิสตริบิวชันดวย 

บทตั้ง  2  ( The convolution of tempered distributions ) 

 ผลประสานของ )x(S
c,

)x(R
c,

 หาคาไดและเปนดิสตริบิวชันเทมเพอร 

พิสูจน เลือก Supp 
 K)x(R

c,
 เม่ือ  K  เปน compact set 

 จะไดวา  )x(R
c,

 เปนดิสตริบิวชันเทมเพอรท่ีมี compact support 

 และโดย  ( Donoghue. 1969:156-159 ) 

 จะไดวา )x(S
c,

)x(R
c,

 หาคาไดและเปนดิสตริบิวชันเทมเพอร 

บทตั้ง  3  กําหนดสมการ    xxuk

c
  เม่ือ  k

c เปนตัวดําเนินการท่ีนิยามในสมการ ( )สําหรับ 
n

n1
R)x,...,x(x  , k   เปนจํานวนเต็มท่ีไมเปนลบ และ  เปนดิสตริบิวชันไดแรคเดลตา  จะไดวา  

)x(S)1(
c,k2

k )x(R
c,k2

 เปนผลเฉลยมูลฐานเพียงหนึ่งเดียวของสมการ  เม่ือ )x(S
c,

 และ )x(R
c,

นิยามในสมการ (2.3 )  และ (2.1) เม่ือ k2  นอกจากนี้ )x(u เปนดิสตริบิวชันเทมเพอรดวย 

พิสูจน  การพิสูจนปรากฏในบทความวิจัย (Bupasiri and Nonlaopon. 2010)  

และโดยบทต้ัง 2 จะไดวา  )x(S)1(
c,k2

k )x(R
c,k2

 เปนดิสตริบิวชันเทมเพอรดวย 

 

บทตั้ง  4  (The convolutions of )x(R
c,

and )x(S
c,

 ) 

 กําหนดให )x(S
c,

 และ )x(R
c,

นิยามในสมการ ( 2.3 )  และ ( 2.1  ) จะไดวา 

1.) )x(S)x(S)x(S
c,c,c, 

 เม่ือ    และ   เปน complex parameters 

2.) )x(R)x(R)x(R
c,c,c, 

 สําหรับ   และ   เปนจํานวนเต็มคู ยกเวน กรณี   

และ   เปนจํานวนเต็มค่ีเทานั้น 
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พิสูจน 1.) การพิสูจนปรากฏในบทความวิจัย ( Donoghue. 1969:158 ) 

 2. ) ในกรณี   และ   เปนจํานวนเต็มคูจะแสดงไดในบทความวิจัย (Kananthai. 

1997:101-106) 

ตอไปจะเปนการพิสูจนในกรณีท่ี  เปนจํานวนค่ีและ  เปนจํานวนคู  หรือ   เปนจํานวน

คูและ  เปนจํานวนค่ี   (Bupasiri and Nonlaopon. 2010)   ไดแสดงวา 

 )x(R)x(R
c,k2c,

k

c 
    ( 2.4) 

 และ 

 )x(R
c,k2

k

c
    ( 2.5) 

 เม่ือ   k
c เปนตัวดําเนินการท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการอัลตราไฮเพอรโบลิก กระทําซํ้ากัน 

 k  ครั้ง  และกําหนดโดย 

  

k
p

1i

qp

1pj
j

2

i

2

2

k

c
xxc

1



















  







 

 สําหรับ m เปนจํานวนค่ีจะไดวา 

 )x(R)x(R
c,k2mc,m

k

c 
  

และ 

)x(R
c,k2

 )x(R)x(R)x(R
c,k2mc,k2c,m

k

c 
  

 หรือ 

(  k
c ))x(R

c,k2
)x(R)x(R)x(R

c,k2mc,k2c,m 
  

)x(R)x(R)x(R
c,k2mc,k2c,m 

     

 หรือ 

)x(R)x(R)x(R
c,k2mc,k2c,m 

  

 เนื่องจาก m เปนจํานวนเต็มค่ี  ดังนั้น m-2k เปนจํานวนเต็มค่ี  และ 2k เปนจํานวนเต็มบวก 

 ถาให k2m,k2   

 จะไดวา  

)x(R)x(R)x(R
c,c,c, 

  

 ตอไปจะแสดงในกรณี  เปนจํานวนคูบวก และ  เปนจํานวนค่ี   

 โดย (2.4) จะไดวา    

   )x(R)x(R
c,k2c,0

k

c 
  หรือ   )x(R

c,k2

k

c 
  

 เม่ือ )x(R
c,0

 

เนื่องจาก   




)x(R
c,k2

 )x(R)x(R)x(R
c,k2mc,k2c,m

k

c 
  สําหรับ m เปนจํานวนค่ี 
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หรือ 

(  )k
c  )x(R)x(R)x(R

c,k2mc,k2c,m

k

c 
  

  )x(R)x(R)x(R
c,k2mc,k2c,m

k

c 
  

)x(R)x(R)x(R
c,k2mc,k2c),k2(2m 

  

ให  k2m,k2   

เนื่องจาก   เปนจํานวนเต็มคูบวก และ  เปนจํานวนเต็มค่ี 

จะไดวา  

)x(R)x(R)x(R
c,c,c, 

  

 

 

 

 

บทท่ี 4 

ผลการวิจัย  

 

 

 

  การวิจัยในครั้งนี้   ไดคนพบทฤษฎีบทการหาผลประสานของดิสตริบิวชันท่ีสัมพันธกับ

สวนกลางไดมอนดของมารเคอริสซ ดังนี้ 

 

ทฤษฏีบท 4.1 

 กําหนดให  )x(T c,m เปนดิสตริบิวชันท่ีสัมพันธกับสวนกลางไดมอนดของมารเคอริสซ  นิยาม

ในสมการ (1.1) แลวจะไดวา )x(T c,m เปนดิสตริบิวชันเทมเพอร และ  

)x(T)x(T)x(T c,rc,rmc,m                              (4.1) 

เม่ือ r เปนจํานวนเต็มไมเปนลบ และ mr   

 นอกจากนี้ ถา rml  , rn   จะไดวา 

   )x(T)x(T)x(T
c,nlc,nc,l 

  สําหรับ mnl   

พิสูจน  เนื่องจาก ),x(R)x(S)1()x(T
c,m2c,m2

m

c,m
  ,...)2,1,0m(   

 ดังนั้น โดยบทต้ัง 2 จะไดวา )x(T c,m เปนดิสตริบิวชันเทมเพอร 

 โดยบทต้ัง 3 จะไดวา 
c,m

m

c
T  

 จึงไดวา  

c,m

rm

c

r

c
T  สําหรับ rm   
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 และโดยบทต้ัง 3 จะไดวา 

 ),x(R)x(S)1()x(T
c,r2c,r2

m

c,m

rm

c
   

คอนโวลูชันท้ังสองขางของสมการดวย 

),x(R)x(S)1(
c),rm(2c),rm(2

rm



   

จะไดวา 




 )x(R)x(S)1(
c),rm(2c),rm(2

rm

 ),x(R)x(S)1()x(R)x(S)1()x(T
c,r2c,r2

m

c),rm(2c),rm(2

rm

c,m

rm

c




  

หรือ 




 )]x(R)x(S)1[(
c),rm(2c),rm(2

rmrm

c
)x(T

c,m
 

)x(R)x(R)x(S)x(S)1(
c,r2c),rm(2c,r2c),rm(2

m 


 

เนื่องจาก  

)x(S
c,m2

และ )x(R
c,m2

เปนดิสตริบิวชันเทมเพอรและเปนสมาชิกในปริภูมิของ convolution 

algebra /u  

โดยบทต้ัง 3 และ 4 จะไดวา 

),x(R)x(S)1()x(T
c,m2c,m2

m

c,m
  

),x(R)x(S)1()x(T
c,m2c,m2

m

c,m
  

จากสมการ (4.1) จะไดวา 

)x(T)x(T)x(T
c,rc,rmc,m




 

ให rml  , rn  จะไดวา 

)x(T)x(T)x(T)x(T
c,mc,nlc,nc,l




 

 

 ทฤษฏีบท 4.2 

 กําหนดให )x(T
c,m

 นิยามในสมการ (1.1) แลว )x(T
c,m

 เปนสมาชิกของปริภูมิ /u ของ 

convolution algebra และมี )x(T
c,

1

m

 เปนอินเวอรสของ )x(T
c,m

 ซ่ึง 

)x(T
c,m

  )x(T)x(T
c,

1

mc,

1

m
)x(T

c,m
 

พิสูจน เนื่องจาก  ),x(R)x(S)1()x(T
c,m2c,m2

m

c,m
  

เปนดิสตริบิวชันเทมเพอรตามบทต้ัง 2 และ 

  supports ของ )x(S
c,m2

และ )x(R
c,m2

เปน compact 

จึงทําให )x(S
c,m2

และ )x(R
c,m2

เปนสมาชิกของปริภูมิ /u ของ convolution algebra 

โดย (Zemanian. 1965:Theorem 6.2.1, 151) จะมี )x(T
c,

1

m

 เปนอินเวอรสเพียงตัวเดียว  

ซ่ึง 
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    )x(T
c,m

  )x(T)x(T
c,

1

mc,

1

m
)x(T

c,m
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

บทท่ี 5 

สรุปผลการวิจัย    และขอเสนอแนะ 

 

 

 

  การวิจัยครั้งนี้  มีจุดมุงหมายเพ่ือหาผลประสานของดิสตริบิวชันท่ีสัมพันธกับสวนกลางได

มอนดของมารเคอริสซ 

 

วัตถุประสงคของการวิจัย   

 1. หาความสัมพันธสวนกลางไดมอนดของมารเคอริสซ 

2. ศึกษาผลประสานของผลคูณของแฟมิลี่ของดิสตริบิวชันท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการ   k
c  

3. หาอินเวอรสของสวนกลางของ       xRxSxT
c,c,c,m 

 ท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการ 

 k
c     

 



23 

 

ขอบเขตของการวิจัย 

           ศึกษาผลประสานของดิสตริบิวชันของผลเฉลยมูลฐานท่ีเกิดจากสมการ   

      k
c    xxu   

โดยท่ี  

    

k2
qp

1pj
2

j

2
2

p

1i
2

i

2

4

k

c
xxc

1








































 





 

เปนตัวดําเนินการท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการไดมอนด  กระทําซํ้ากัน k ครั้ง  nqp   เปนมิติของ

ปริภูมิยูคลิเดียน   xu  เปนฟงกชันไมทราบคา และ  x  เปนดิสตริบิวชันไดแรคเดลตา  

  

  

 นอกจากนี้ยังหาผลประสานของผลคูณของแฟมิลี่ของดิสตริบิวชันท่ีสัมพันธกับตัวดําเนินการ 

 k
c   

 

สรุปผลการวิจัย 

ในการวิจัยครั้งนี้  ไดคนพบทฤษฎีบทดังตอไปนี้ 

 

ทฤษฏีบท 4.1 

 กําหนดให  )x(T
c,m

เปนดิสตริบิวชันท่ีสัมพันธกับสวนกลางไดมอนดของมารเคอริสซ  นิยาม

ในสมการ (1.1) แลวจะไดวา )x(T c,m เปนดิสตริบิวชันเทมเพอร และ  

)x(T)x(T)x(T
c,rc,rmc,m




 

เม่ือ r เปนจํานวนเต็มไมเปนลบ และ mr   

 นอกจากนี้ ถา rml  , rn   จะไดวา 

   )x(T)x(T)x(T
c,nlc,nc,l 

  สําหรับ mnl   

ทฤษฏีบท 4.2 

 กําหนดให )x(T
c,m

 นิยามในสมการ (1.1) แลว )x(T
c,m

 เปนสมาชิกของปริภูมิ /u ของ 

convolution algebra และมี )x(T
c,

1

m

 เปนอินเวอรสของ )x(T
c,m

 ซ่ึง 

)x(T
c,m

  )x(T)x(T
c,

1

mc,

1

m
)x(T

c,m
 

 

ขอเสนอแนะ 

  ควรศึกษาการหาผลประสานของตัวดําเนินการเชิงอนุพันธยอยในรูปแบบอ่ืนๆท่ีหลากหลาย 
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